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VORWORT ZUR ERSTEN AUFLAGE 


Dies ist der erste Band einer Gesamtdarstellung der Theoretischen Physik, die 
insgesamt sechs Bände umfaßt: 


T Mechanik der Teilchen, | —_,| F Elektromagnetische 
Systeme und Kontinua |— Felder 


S Thermodynamik und 
wen | Statistik 


Q Quanten er | R Quanten und Relativität 


Die Verbindungspfeile geben eine Empfehlung für die zweckmäßige Reihenfolge 
beim Studium der Bände. Wenngleich der behandelte Stoff hier thematisch nach 
etwas anderen Gesichtspunkten geordnet wurde, so entsteht dadurch doch kein 
Bruch mit den herkömmlichen Konyentionen, nach denen die Vorlesungen 
der Theoretischen Physik üblicherweise an den Universitäten geboten werden. 
Lediglich innerhalb der einzelnen Bände haben sich die Akzente verschoben. 


Folgende Gesichtspunkte waren bei Abfassung der Bände maßgebend: Den 
Anforderungen der modernen Forschung, Technik und Entwicklung entsprechend 
wurde besonderer Wert darauf gelegt, die gesamte Spannweite von den Grund- 
prinzipien der Theoretischen Physik bis zu detaillierteren Anwendungen der 
Technik zu umfassen, um den Blick des Lesers dafür zu schärfen, auch im kleinsten 
Detail stets das Ganze wiederzuerkennen. Diese Zielsetzung machte zahlreichs 
selbständige wissenschaftliche Untersuchungen erforderlich, die im Text nicht 
besonders hervorgehoben sind. Andererseits sollte der Stoff mit besonderer Aus- 
führlichkeit dargelegt werden, um insbesondere das Selbststudium zu erleichtern; 
denn bekanntlich erfordert das Studium einer zu kurz gefaßten Darstellung 
viel mehr Zeit als das einer ausführlicheren. Der Student verfügt aber heutzutage 
nur über wenig Zeit; also muß sie sich der Autor nehmen. Obwohl die Vektor- 
rechnung zur Abkürzung von Gleichungen Seit Jahrzehnten verwendet wird; 
hat sich das anschauliche Denken in vektoriellen und tensoriellen Begriffen, 
auf das hier ganz besonderer Wert gelegt wird, in der Literatur noch immer 
nicht so recht durchgesetzt. Auch werden hier Einschaltfunktionen und Delta- 


* 
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funktionen von Anfang an eingeführt und überall dort verwendet, wo sie die 
mathematische Formulierung physikalischer Gedanken vereinfachen. 


Die vorliegende ‚Mechanik der Teilchen, Systeme und Kontinua‘' wurde für 
Physiker, Mathematiker, Ingenieure und Techniker geschrieben und so abgefaßt, 
daß sie sich sowohl zum systematischen Lernen als auch zum Nachschlagen 
eignet. Auch wenn sich beim Studium irgendeines Kapitels Schwierigkeiten 
herausstellen, wird man im allgemeinen ohne weiteres zunächst mit dem Studium 
des folgenden Kapitels beginnen können. Gewisse elementar-mathematische 
Kenntnisse werden vorausgesetzt. Differentialrechnung, Integralrechnung und 
Vektorrechnung werden in kurz zusammengefaßter Form geboten. Schwierigere 
mathematische Gebiete, wie z. B. Differentialgleichungen, Vektoranalysis, 
Tensorrechnung, werden ausführlicher dargestellt. 


In den Teilen [1] bis [4] des Buches wird die eigentliche Theorie der Mechanik 
dargestellt, deren sichere Beherrschung für das Studium aller übrigen Gebiete 
der Theoretischen Physik vorausgesetzt werden muß. In den übrigen Teilen 
[5] bis [8] finden die Grundprinzipien ihre Anwendung auf kompliziertere mecha- 
nische Systeme, nämlich starre Körper, elastische Körper, Flüssigkeiten und 
Gase. Für die Methode des theoretisch-physikalischen Denkens stellt die Mechanik 
ein einfaches, weil besonders anschauliches Beispiel dar. 


Bei der Darstellung des Stofis wird stets vom empirischen Standpunkt aus 
gegangen und jede Axiomatik vermieden. Diesem induktiven Vorgehen liegt die 
Absicht zugrunde, jeden Gegenstand mit dem jeweils geringsten Aufwand ver 
ständlich zu machen. Außerdem wird der Stoff dabei dem Lernenden erheblich 
leichter zugänglich als bei einer deduktiven Darstellung. Diesem Aufbau komm!’ 
der Gegenstand der Mechanik insofern besonders günstig entgegen, als sicl 
die Mechanik tatsächlich stückweise (wie Klavierspielen) verstehen und er 
lernen läßt; im Gegensatz zu anderen Gebieten der Theoretischen Physik wi 
Quantentheorie oder Relativitätstheorie, die sich letztlich nur als Cınzes (wi 
Drahtseilakrobatik) verstehen und beherrschen lassen. Entscheidend wird de 
Stil des Buches natürlich durch den Umstand bestimmt, daß hier keine Be 
kenntnisse vermittelt, sondern Erkenntnisse gewonnen werden. 


Der letztgenannte Gesichtspunkt muß auch für die geistige Mitarbeit des Leser 
bestimmend sein. Obwohl die hierzu gehörigen Ratschläge erfahrungsgemä 
fast nur von denjenigen Studenten am besten befolgt werden, die es am wenigste 
nötig hätten, seien sie der Vollständigkeit halber doch zusammengestellt: Nach 
arbeit und Wiederholung sind von so großer Bedeutung, daß man Bücher wi 
diese nur mit dem Bleistift in der Hand lesen sollte. Dabei muß das Ziel vor alleı 
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darauf gerichtet sein, Ordnung und Überblick zu gewinnen. Stets sollte man beim 
Lesen des Textes eigenen Gedanken und selbständigen Überlegungen folgen. 
Die Theoretische Physik läßt sich nicht auswendig lernen, sie muß vom eigenen 
Verstehen durchdrungen werden. Trotzdem ist eine gewisse routinemäßige Be- 
herrschung, insbesondere der einfacheren mathematischen Regeln, unerläßlich, 
damit man bei physikalischen Überlegungen nicht immer wieder durch mühevolle 
mathematische Kleinarbeit vom eigentlichen Gegenstand abgelenkt wird. Über- 
haupt scheint es außerordentlich wichtig für einen maximalen Lernwirkungsgrad 
zu sein, den Ausführungen des Autors gegenüber das rechte Gemisch von Ver- 
trauen und Zweifel zu finden. Ein typisches Lernphänomen besteht darin, daß 
ein Text zunächst als viel zu leicht und überflüssig ausführlich empfunden wird, 
dann aber von irgendeiner Stelle ab plötzlich völlig unverständlich zu sein scheint. 
Die Ursache hierfür ist in einer zu oberflächlichen Mitarbeit des Lesers zu suchen. 
Das beste Kriterium dafür, ob man den Inhalt dieses Buches wirklich verstanden 
hat oder nicht, liefert der Versuch, seinen Hauptinhalt auf zwei Seiten zusammen- 


fassend darzustellen. 


Jedes Kapitel beginnt mit einer kurzen Zusammenfassung seines Inhalts und 
endet mit Übungsaufgaben, deren Lösungen am Schluß zusammengestellt sind. 
Abschnitte, deren Kenntnis zum Verstehen des gesamten Fachgebiets unerläßlich 
ist, sind im Inhaltsverzeichnis durch fettgedruckte Ziffern gekennzeichnet (für 
Wiederholungen wichtig!). Abschnitte und Kapitel, deren Inhalt schwerer zu- 
gänglich ist und deren Studium zunächst zurückgestelit werden kann, tragen 
einen Stern. Außerdem ist ein gekürztes Inhaltsverzeichnis der anderen Bände 
dieser Reihe auf Seite XIV zu finden. Daß das Buch ein Sach- und Namenver- 
zeichnis, ein Verzeichnis der verwendeten Formelzeichen und eine Tabelle physi- 
kalischer Konstanten enthält, sei übrigens vermerkt. Besonders wichtige Formeln 
sind umrandet. In jedem Absatz ist der Hauptgedanke stichwortartig fett- 
gedruckt. |W 324] bedeutet einen Hinweis auf Abschnitt [324] von Kapitel [32] 
in Teil [3] des Bandes ‚‚Wellen‘ [W]. Der Hinweis (114.7) bezieht sich auf Formel (7) 
von Abschnitt [114]. Das Zeichen „=“ ist oftmals durch ‚„=‘* ersetzt, wenn be- 
sonders betont werden soll, daß es sich hierbei um eine triviale Aussage, um eine 
Identität oder um die Definition .irgendeiner Größe handelt. Um unnötige Ge- 
dankenarbeit zu ersparen, wurden, wenn irgend möglich und sinnvoll, die in 
der Literatur ohnehin gebräuchlichen Formelzeichen und Abkürzungen bevor- 
zugt. Bei Anordnung und Druck wurden alle einschlägigen DIN-Vorschriften 
beachtet. Als Maßsystem wird das MKSA-System verwendet, dessen Vorzüge 
und Nachteile heutzutage von Juristen, Wirtschaftlern und Parlamentariern 
genügend diskutiert werden. Jedenfalls ist es nicht so übel, als daß man es nicht 
ganz gut verwenden könnte. Weiter enthält das Buch (sicherlich) Druckfehler, 
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die der Autor zusammen mit sonstigen Hinweisen und Anregungen wie bisher 
gern und dankbar zur Kenntnis nimmt. 


Die erste Hälfte ([1] bis [4]) des fertigen Manuskripts wurde von Herrn 
M. August bearbeitet, die zweite Hälfte ([5] bis [8]) von Herrn D. Heinrich. 
Beiden sei an dieser Stelle für ihre unermüdliche Ausdauer und Geduld sehr 
herzlich gedankt, aber auch für viele Ratschläge und Diskussionen sowie be- 
sonders für die selbständige Lösung der Übungsaufgaben. An der Korrektur 
von Manuskript, Fahnen und Umbruch waren nahezu alle Mitarbeiter und 
Diplomanden meines Instituts beteiligt, denen ich an dieser Stelle meinen Dank 
aussprechen möchte. Die Abbildungen wurden wieder von Herrn B. PEGEL 
angefertigt. Bei den Vorüberlegungen zu den Abschnitten [829*], [845*] und 
1856*] leisteten die Herren K. ScHmipt, P. ZıeschE und G. BESSNER mir 
wertvolle Hilfe. Der Akademischen Verlagsgesellschaft und dem Leipziger Druck- 
haus sei für ihr verständnisvolles Entgegenkommen gedankt, mit dem sie bereit- 
willig auf alle Anliegen des Verfassers eingegangen sind, obwohl diese angesichts 
der satztechnisch schwierigen Materie nicht immer leicht zu bewältigen waren. 


Dresden, den 1. Dezember 1961 WILHELM MACcKE 


VORWORT ZUR ZWEITEN UND DRITTEN AUFLAGE 


Da die erste Auflage der ‚Teilchen‘‘ in weniger als einem Jahr vergriffen war, 
sahen sich Verlag und Autor vor die Aufgabe gestellt, kurzfristig eine zweite 
und nunmehr eine dritte Auflage zu veranstalten. Weil sich kein Anlaß für große 
Änderungen ergeben hat, sondern lediglich einige inzwischen gefundene Druck- 
fehler beseitigt werden mußten, wurde ein fotomechanisches Verfahren bevor- 
zugt. Die Tabelle der Naturkonstanten wurde auf die inzwischen international 
anerkannte C!2-Skala korrigiert. Herrn Dr. B. Preer, Herrn K. ELk und Herrn 
V. CHRISTOPH danke ich für ihre Hilfe bei der Zusammenstellung der Korrek- 
turen. 


Dresden, den 1. August 1964 WILHELM MACKE 
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EINLEITUNG 


Unter Mechanik im Sinne des Buchtitels soll hier die Lehre von den Bewegungen 
und ihren Ursachen verstanden werden. Die Teilchen, Systeme und Kontinua 
sind dabei speziell betrachtete bewegte Objekte. Bei einer ersten Naturbetrach- 
tung wäre man zunächst versucht, als Objekte der Bewegung das anzusprechen, 
was man wirklich beobachtet, nämlich Festkörper, Flüssigkeiten und Gase, also 
Körper in den drei Aggregatzuständen der Materie. Deren Bewegung aber ver- 
läuft so kompliziert, daß es zweckmäßiger ist, zunächst einfachere Objekte zu 
betrachten, aus denen sich die Materie in ihren verschiedenen Aggregatzuständen 
aufbaut. Diese einfacheren Objekte sind die erwähnten Teilchen, Systeme und 
Kontinua. Ihre Theorie wird beim einfachsten beginnend in den Teilen [1] bis [4] 
schrittweise aufgebaut und dann in den nachfolgenden Teilen [5] bis [8] auf die 
Materie im festen, flüssigen und gasförmigen Aggregatzustand angewandt. Im 
übrigen ist die Mechanik ein Teilgebiet der Physik. 


Was aber ist Physik? Mit der Beantwortung dieser Frage steht es ähnlich wie 
be} der Frage: Was ist ein Tisch? Jedermann weiß, was ein Tisch ist. Aber diese 
Frage generell und für alle vorkommenden Fälle widerspruchsfrei zu beant- 
worten, ist unmöglich. (Versuchen Sie es selbst! — Sie sehen, es geht nicht.) 
Es ist daher durchaus zulässig, die erste Frage unbeantwortet zu lassen und 
trotzdem vorauszusetzen, daß der Leser ungefähr weiß, was Physik ist. Leichter 
schon ist die Frage zu beantworten, ob es ein physikalisches Programm gibt; 
denn ein solches Programm läßt sich leicht formulieren. Es ist sehr weit ge- 
spannt und besteht in der 


Beobachtung aller Vorgänge in der materiellen Welt, ihrer Beschreibung 
und gedanklichen Durchdringung mit den logisch strengen Methoden der 
Mathematik. 


Von den zu beschreibenden Inhalten, also von den Objekten her, kennt dieses 
Programm keine Begrenzung. Es kann auch nicht, wie früher oft irrig behauptet 
wurde, von einer grundsätzlichen Beschränkung auf die unbelebte Natur ge- 
sprochen werden. Von der Methode her dagegen gibt es Grenzen insofern, als 
die physikalische Methode mit ihrer Forderung nach quantitativer, mathema- 
tischer Naturbeschreibung sehr weitgehend ist und auf komplizierte Vorgänge, 
wie zum Beispiel biologische Probleme, nicht oder einstweilen nicht angewandt 
werden kann. Diese von der Methode her gegebene Begrenzung des physikalischen 
Programms allerdings ist nicht feststehend, sondern verschiebt sich mit der Zeit. 
So sind die Vorgänge der Chemie noch vor 40 Jahren einer physikalischen Be- 
handlung praktisch unzugänglich gewesen, während heute bereits viele chemische 
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Vorgänge im Rahmen der „Quantenchemie‘“ physikalisch beschrieben und be- 
rechnet werden können. 


Der Physiker befaßt sich bei seinen Experimenten und Überlegungen mit 
einer unabhängig von diesen Experimenten und Überlegungen vorhandenen 
Außenwelt, deren Existenz er voraussetzt, ohne damit in Widersprüche zu ge- 
raten. Diese von ihm gemachten Voraussetzungen stimmen mit den Aussagen 
des dialektischen Materialismus überein, freilich ohne daß der Physiker sie beweist, 
da er sie ja voraussetzt. Der Beweis ist daher nicht durch physikalische Experi- 
mente zu erbringen, — die Beweislast fällt dem Philosophen zu. 


Die Theoretische Physik läßt sich von der Experimentalphysik nicht streng 
abgrenzen. Beide benötigen das Experiment und auch die gedankliche Durch- 
dringung, nur daß bei ihnen der Schwerpunkt das eine Mal mehr bei der gedank- 
lichen Durchdringung und das andere Mal mehr bei der experimentellen Be- 
obachtung liegt. Das Hauptanliegen der Theoretischen Physik ist die logische 
Verknüpfung von Anschaulichem und Abstraktem. So hat der Theoretiker die 
Aufgabe, den beobachteten und daher anschaulich vorstellbaren physikalischen 
Erscheinungen die abstrakte Form mathematischer Symbole und Gleichungen 
zu geben, und die umgekehrte Aufgabe, aus mathematischen Formeln experi- 
mentell realisierbare physikalische Ereignisse herauszulesen. Die Theoretische 
Physik, und damit auch die Darstellung dieser Mechanik, identifiziert sich weder 
mit der anschaulichen, noch mit der abstrakten Form allein, ihre Aufgabe liegt 
stets in der logischen Verbindung beider Formen. Aus diesem Grunde unter- 
scheidet sich auch die Vermittlung von theoretisch-physikalischem Wissen 
methodisch grundsätzlich von anderen Lehrmethoden. Eine Hauptschwierigkeit 
beim Erlernen der Theoretischen Physik besteht darin, daß der Lernende viel- 
fach die Anliegen der Theoretischen Physik mit denen der Mathematik ver- 
wechselt und in der mathematischen Form allein die Aufgabe der theoretischen 
Physik sieht. Eine Axiomatik im mathematischen Sinne ist der Aufgabenstellung 
der theoretischen Physik wenig angepaßt. Ihr Stoff gliedert sich besser nach Er- 
fahrungen und deren Abstraktion als nach Axiomen und deren Konsequenzen. 


Die Beherrschung der theoretisch-physikalischen Methode wird als physi- 
kalisches Denken bezeichnet. Der theoretische Physiker verwendet dabei 
weitgehend die unmittelbar anschaulichen Worte der Umgangssprache, 
aber doch in einem derart verfeinerten und präzisierten Sinne, daß sie 
sich als entsprechende mathematische Gleichungen unmittelbar nieder- 
schreiben lassen. Diese Fähigkeit am Beispiel der Mechanik als dem ein- 
fachsten und anschaulichsten Gebiet der Physik zu vermitteln, ist das 
Hauptanliegen dieses Bandes. 


Abschließend sei noch einiges zur besonderen erkenntnistheoretisehen Situation 
der Physik gesagt. Wegen ihrer strengen Präzisierbarkeit lassen sich die physi- 
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kalischen Erkenntnisse durch mathematische Gleichungen von der Art A=B 
formulieren. Sie besagen, daß die voneinander unabhängig definierten und auch 
beobachteten Größen A und B auf Grund vorliegender Erfahrungen stets und 
immer als gleich groß beobachtet werden. Es sind also Aussagen vom Typ ‚‚stets 
gilt A = B“. 


Hier erhebt sich die Frage nach der Beweisbarkeit von Aussagen mit einem so 
weitgehenden Anspruch. Als Beweismöglichkeit steht dem Physiker grundsätz- 
lich nur die Nachprüfung durch das Experiment zur Verfügung. In der Aussage, 
daß stets und immer A=B sei, ist aber stillschweigend die Behauptung ent- 
halten, daß dieses Gesetz immer, also unendlich oft gültig sei. Da aber streng- 
genommen unendlich viele Experimente nicht durchgeführt werden können, 
bleiben die physikalischen Gesetze vom Standpunkt strengster logischer Kritik 
aus prinzipiell unbeweisbar. Sie stellen Extrapolationen der Erfahrung dar. 
Zum Beispiel ist auch die Behauptung, daß morgen die gleichen physikalischen 
Gesetze gelten wie gestern und in aller Vergangenheit, nicht beweisbar. Trotz- 
dem pflegt man Leute, die solche Voraussetzungen in Zweifel setzen (und von 
Zeit zu Zeit einen nahen‘ Weltuntergang prophezeien) mit Recht. nicht 
sonderlich ernst zu nehmen. Andererseits ist eine Behauptung ‚stets ist A = B* 
gegebenenfalls experimentell widerlegbar, denn es genügt eine einzige gegenteilige 
Erfahrung, um diese Behauptung zu widerlegen. 


Kurioserweise befinden sich ‚‚Wissenschaften‘‘ wie die Astrologie zum Beispiel 
mit ihren erheblich anspruchsloseren Aussagen in einer relativ erfreulicheren 
erkenntnistheoretischen Situation. Ihre Erkenntnisse und Prophezeiungen pflegen 
in der Form „gelegentlich ist A = B‘‘ formuliert zu werden. Eine derartig be- 
scheidene Aussage aber ist bereits bewiesen, wenn sie nur ein einziges Mal be- 
stätigt wurde. Sie ist im übrigen unwiderlegbar, auch wenn sie beliebig oft bei 
Nachprüfungen nicht bestätigt wird, denn es bleibt ja immer noch die Möglich- 
keit, daß A = B bei anderer Gelegenheit beobachtet werden könnte. Während 
also der Satz ‚stets ist A = B“ unbeweisbar, aber gegebenenfalls widerlegbar 
ist, sind die soeben erwähnten Aussagen „gelegentlich ist A = B“‘ gegebenenfalls 
beweisbar. aber unwiderlegbar (und daher leider auch unausrottbar). 


1 Punktmasse auf der Geraden 


Nach einer sorgfältigen Untersuchung, unter welchen Voraussetzungen physi- 
kalische Beobachtungen systematisch auf eine mathematische Form gebracht 
werden können, wird die einfachste Bewegung studiert, die Bewegung einer 
punktförmig konzentriert gedachten Masse auf einer Geraden. Der Zeitablauf 
dieser Bewegung wird durch die Differentialgleichung m& = K(t, x, &) beherrscht. 
Dementsprechend wird zunächst in [11] der Begriff der Kraft K genauer studiert. 
In [12] wird vornehmlich die Analysis derartiger Differentialgleichungen unter- 
sucht. [13] und [14] beschreiben den Bewegungsvorgang bei speziellen Kraft- 
gesetzen. Die tiefere Begründung der obigen Bewegungsgleichung wird in [15] 
gegeben. Dort werden auch die Integrationsmethoden der Gleichung systematisch 
behandelt. 


ll Kraft und Arbeit 


Zusammenfassung: Um eine anschauliche Größe mathematisch zu präzisieren, ist eine 
Meßvorschrift und die Wahl einer Maßeinheit erforderlich. Die Gleichung 1 = 5 m ist keine 
Zahlengleichung, sondern eine Beziehung zwischen Längen. m ist die Maßeinheit und 5 die 
Maßzahl. Die besondere Meßvorschrift für Längen wurde so gewählt, daß für hintereinander 
gelegte Längen die Beziehung I, + I, = I mit l als Gesamtlänge gilt. Die Länge ist ein Beispiel 
einer physikalischen Grundgröße; die übrigen sind in Tabelle 112 zusammengefaßt. Physi- 
kalische Größen, die nicht durch eine Meßvorschrift, sondern durch eine mathematische 
Gleichung eingeführt werden, heißen abgeleitete Größen. Für eine Meßvorschrift der Kraft 
wird eine Spiralfeder mit linearer Skala verwendet, die nur hei kleinen Ausschlägen gültig ist. 
Auch Kräfte überlagern sich additiv: K, + K,=K. Ein Punkt befindet sich im Gleich- 
gewicht, wenn die Summe der auf ihn wirkenden Kräfte verschwindet. — Die obige Meß- 
vorschrift erlaubt, alle sonstigen in der Natur vorkommenden Kräfte zu untersuchen. Auch 
mit diesen Kräften lassen sich Kraftmesser konstruieren, die eine Verallgemeinerung des 
Kraftbegriffs ermöglichen. Die Masse m wird bei der Untersuchung der Schwerkraft als 
Produkt aus Volumen OÖ und Dichte u einer Substanz eingeführt. Die Schwerkraft @ = mg 
enthält als charakteristische Größe die Erdbeschleunigung g = I kp/kg = 9,81 N/kg. Als 
Reibungskräfte werden Haftreibung, gleitende und rollende Reibung sowie Luftreibung 
betrachtet. Eine vollständige T'heorie der Reibung existiert nicht, sie wird vielmehr 
durch empirische Formeln und Zahlenmaterial ersetzt. Arbeit A und Leistung N werden 
als abgeleitete Größen eingeführt. Die potentielle Energie 7 ist die Fähigkeit eines Systems 
zur Arbeitsabgahe. 


l Macke, Teilchen. 3. Aufl. 
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111 Beispiel einer physikalischen Grundgröße 


Die Hauptaufgabe der Theoretischen Physik besteht darin, Anschauliches und 
Abstraktes logisch miteinander zu verknüpfen. Diese Aufgabe steht auf jeder 
Seite dieses Buches im Vordergrund, ohne daß künftig jedes Mal neu darauf 
hingewiesen werden kann. Sie wird hier am Beispiel des physikalischen Begriffs 
Länge behandelt. Dieser Begriff taucht in dreierlei Bedeutung auf: anschaulich, 
aber wenig scharf als Wort der Umgangssprache, eindeutiger als physikalisch 
meßbare Größe und schließlich als mathematische, durch Zahlen darstellbare 
tröße. Wie hängen diese drei Begriffe miteinander zusammen? 


Zunächst wird der Begriff der Länge vom rein anschaulichen Standpunkt aus 
betrachtet. Wir wissen aus der Anschauung, daß jeder Körper eine Länge besitzt. 
Wir wissen, daß zwei Körper gleich oder verschieden lang sein können, und es 
gehören nicht viele Erfahrungen dazu, um zu sagen, welcher von zwei Körpern 1 
und 2 der längere ist. Zur Abkürzung — aber ohne mathematische Bedeutung — 
verwenden wir für die Bezeichnung einer Länge den Buchstaben ! und für die 
Längen der beiden Körper die Bezeichnungen I, und l,. Der Längenvergleich 
beider Körper ist ein „Experiment“ im einfachsten Sinne dieses Wortes. Es 
führt zu dem Ergebnis, daß entweder /, und /, gleichlang sind, daß I, größer als 
!, oder daß I, kleiner als /, ist. Zur Abkürzung für diesen Sachverhalt schreiben 
wir hierfür in einer Art Stenografie: 


„=1l, oder ,>1, oder L<1,. (1) 
Eine vierte Möglichkeit gibt es nicht. 


Nun betrachten wir sehr viele Körper mit den Längen I,. I,.../!;... Ver- 
gleichen wir die Körper paarweise miteinander, so lassen sie sich in einer Reihe 
anordnen, in der der kürzeste Körper links und der längste Körper ‚rechts steht 
und jeder einzelne Körper eine Länge hat, die größer als die seines linken, aber 
kleiner als die seines rechten Nachbarn ist. Wählen wir nun die Numerierung 
der Körper so, daß der kleinste mit 1, der zweitkleinste mit 2 usw. bezeichnet 
wird. so gilt für die Längen der Körper in der gleichen abgekürzten Schreibweise 


LWsh,sh,s-.-s,sl,ıs.., (2) 


wobei das Zeichen s ‚kleiner oder gleich‘ bedeutet. Hieraus folgt, daß sich alle 
Längen in einer Reihe anordnen lassen und jede durch eine einzige Zahl cha- 
rakterisiert werden kann, wie zum Beispiel durch den in (2) gewählten Index :. 
(Wollten wir jedoch zum Beispiel Länge und Breite von Körpern gleichzeitig 
charakterisieren, so wäre eine eindeutige Zuordnung im Sinne der Reihe (2) 
unmöglich.) 


Als nächstes bleibt zu überlegen, auf welche Weise den verschiedenen Längen 
bestimmte Zahlen zugeordnet werden sollen. Offenbar ist die in (2) enthaltene 
Methode. den Index i als charakteristische Zahl zu wählen, reichlich willkürlich 
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und unhandlich. Übersichtlicher wird die Zuordnung zwischen Längen einerseits 
und Zahlen andererseits, wenn wir eine bestimmte, mit /, bezeichnete Länge als 
Einheitsmaß auswählen und andere, insbesondere größere Längen mit /, ver- 
gleichen, indem wir dieses Einheitsmaß /, mehrfach hintereinander anlegen. 
Stellen wir bei einer bestimmten Länge / fest, daß wir das Einheitsmaß I, fünfmal 
anlegen mußten, so schreiben wir dafür 2 = 5l,. In dieser nach wie vor symbo- 
lischen Gleichung bedeutet Z, die Maßeinheit und 5 die Maßzahl. Beide zusammen 
charakterisieren die Länge !. Damit ist zunächst ein Verfahren gewonnen, um 
bestimmte Längen durch die Gesamtheit der ganzen positiven Zahlen zu cha- 
rakterisieren. Das Verfahren läßt sich nun auf alle rationalen Zahlen erweitern 
und, wenn zweckmäßig, sogar auf die negativen Zahlen, wenn man auf einer 
Geraden nach rechts oder links orientierte Längen unterscheiden will. 


Gebräuchliche Maßeinheiten sind das Meter (m) und Zentimeter (cm). Je nach 
der gewählten Maßeinheit ändert sich auch die Maßzahl: 


I=5m=500cm 1m,=100cm. (3) 


Erst Maßzahl und Maßeinheit geben der Länge ! einen eindeutigen Sinn. In der 
Physik ist es üblich, den bisherigen Inhalt dieser Gleichungen beizubehalten, die 
physikalischen Gleichungen also nicht als reine Zahlengleichungen zu lesen, 
sondern als Gleichungen zwischen den hier eingeführten symbolischen Ab- 
kürzungen, den sogenannten „benannten Zahlen‘. Das stört die Gleichungen 
nicht weiter, vielmehr müssen dann auf beiden Seiten einer Gleichung sowohl 
die Maßeinheiten als auch die Zahlen übereinstimmen. Die Übereinstimmung der 
ersteren wird dabei oftmals zur bequemen Kontrolle für den richtigen Sinn einer 
Gleichung verwendet. 


Mit diesen Überlegungen ist die Aufgabe, dem zunächst rein anschaulichen 
Begriff der Länge einen mathematisch präzisen Sinn zu geben, erfüllt. Wir fassen 
noch einmal zusammen, was hierzu nötig war: Zunächst mußte eine Meßvorschrift 
definiert werden, die Aussagen darüber machte, in welcher Weise der anschau- 
lichen Größe I! Zahlen zugeordnet werden können. Dann mußte eine Maßeinheit 
gewählt werden, die der betreffenden Maßzahl erst den Sinn gibt. Diese beiden 
Voraussetzungen, Definition einer Meßvorschrift und Einführung einer Maß- 
einheit, sind immer notwendig, um eine anschauliche Größe mathematisch dar- 
zustellen. Die Meßvorschrift ist nichts anderes als eine experimentelle Verfügung, 
in bestimmter Weise vorzugehen, um eine solche mathematisch präzisierte Größe 
zu bestimmen. Ohne Experiment ist daher im Rahmen der Physik jeder mathe- 
matische Begriff sinnlos. Erst die genaue Vorschrift, wie man eine bestimmte 
physikalische Größe zu messen hat, gibt dieser Größe einen Sinn. 


Legt man zwei Längen /, und /, hintereinander und bezeichnet die sich dabei 


ergebende Gesamtlänge als I, so gilt zwischen diesen drei Größen 


+l,=1 (4) 


1* 
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Warum ist das so? Wenn diese Gleichung gelten soll, so muß sie, wie vorhin ge- 
sagt wurde, sowohl für die Maßeinheiten als auch für die Maßzahlen erfüllt sein. 
Wählen wir zur Messung der drei Längen die gleiche Maßeinheit /,, so verlangt 
Gleichung (4), daß sich die Maßzahlen zur Maßzahl der Gesamtlänge addieren 
müssen. Eine experimentelle Nachprüfung von (4) zeigt sofort die Richtigkeit 
dieser Gleichung. Bei ihrer Durchführung aber versteht man auch, warum 
Gleichung (4) grundsätzlich gelten muß. Die in (4) ausgedrückte Additivität 
der Längen folgt unmittelbar aus der speziell gegebenen Vorschrift, die Längen 
zu messen, nämlich durch mehrfaches Hintereinanderlegen des Einheitsmaß- 
stabes. Würden wir diese Meßvorschrift durch eine andere ersetzen, würde auch 
Gleichung (4) nicht mehr gelten. Die von uns gewählte spezielle Meßvorschrift 
hat also gerade die bequeme Eigenschaft (4) der Additivität von Längen zur 
Folge, und darin liegt ihr Vorteil. 


Der Weg von der anschaulichen zur mathematisch präzis definierten Länge 
wurde hier deshalb mit so besonderer Gründlichkeit behandelt, weil sich das 
gleiche prinzipielle Vorgehen bei der Einführung anderer physikalischer Größen 
ebenfalls erforderlich macht. Alle durch Meßvorschrift und Einführung einer Maß- 
einheit definierten physikalischen Größen werden als Grundgrößen bezeichnet. 
Aus zwei solchen Grundgrößen A und B läßt sich durch Produktbildung die 
physikalische Größe AB= ( einführen. Größen wie C werden als abgeleitete 
Größen bezeichnet und durch eine Rechenvorschrift wie die Gleichung AB=( 
definiert. Die Richtigkeit einer solchen Gleichung bedarf keiner experimentellen 
Nachprüfung. Die Gleichung ist immer richtig, denn sie definiert ja erst die 
Größe C. (Derartige Definitionsgleichungen werden durch das Zeichen „=" 
kenntlich gemacht.) 


Die Frage „Was ist eine Länge?“ darf in der Physik nicht mit der philosophisch 
klingenden Frage „Was ist eine Länge an sich?‘ verwechselt werden. Die letztere 
klingt so, als ob sie sich an das Wesen, den Sinn und das Sein einer Länge richtet 
und gehört nicht in die Physik. Die konkrete Antwort auf die erste Frage 
lautet: „Eine Länge ist eine physikalische Größe, die durch folgende Meß- 
vorschrift bestimmt wird... .‘“ Entsprechendes gilt für alle übrigen physikalischen 
Größen. 


112 Grundgrößen und abgeleitete Größen 


Die Überlegungen des voraufsehenden Abschnitts erlauben es, Längen als 
oO oO fe) 

physikalische Größen in mathematischer Präzisierung zu verwenden. Diese Über- 
legungen und die zugehörigen Experimente konnten in einer einzigen Ausdehnung 
oO I {=} 2 

(Dimension), nämlich auf einer Geraden, durchgeführt werden. Die Untersuchung 
von Längen im Raum führt als nächstes auf den Begriff des Winkels x, der 
in ° (Grad) gemessen wird, oder durch das Verhältnis von Kreisbogen zu Radius, 
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also durch eine dimensionslose Zahl. Weitere Erfahrungen mit Längen und Winkeln 
zeigen dann, daß es in dem Raum, in dem wir uns befinden, maximal drei auf- 
einander senkrechte Richtungen gibt, daß der Raum, wie man sagt, dreidimen- 
sional ist. Sämtliche Gesetze der ebenen und der sphärischen Trigonometrie 
können als Erfahrungsgesetze gewonnen werden, wobei man prinzipiell ähnlich 
vorzugehen hat wie in Abschnitt [111]. 


Andererseits aber sind im Rahmen der Mathematik sehr viele rein logische 
Zusammenhänge zwischen Längen und Winkeln bekannt. So stützt sich in der 
Mathematik die gesamte Eukrmwische Geometrie auf nur wenige Axiome, die 
als unbeweisbare Voraussetzungen betrachtet werden und aus denen alle übrigen 
Aussagen dieser Geometrie folgen. Nimmt man also die Kenntnisse der Mathe- 
matik hinzu, so ist es für den Physiker lediglich notwendig, die Grundaxiome 
auf ihre Gültigkeit (das bedeutet hier: Anwendbarkeit auf den physikalischen 
Raum) experimentell zu überprüfen. Gelten sie, so gelten auch alle Konsequenzen, 
die die Mathematik im Rahmen der Geometrie bereits ohne Anknüpfung an 
Erfahrungen gezogen hat. Die Axiome der Eukripischen Geometrie sind 
in der materiellen Welt mit ziemlich großer Genauigkeit erfüllt. Abweichungen 
machen sich erst im Bereich astronomischer Dimensionen bemerkbar. Ihre Unter- 
suchung wird im Rahmen der allgemeinen Relativitätstheorie durchgeführt und 
gehört hier nicht zum Gegenstand der Betrachtung. 


In der Kinematik, der Bewegungslehre, wird der Zeitablauf von.Vorgängen 
untersucht, die im Raume stattfinden. Hier ist neben Längen und Winkeln noch 
eine weitere physikalische Grundgröße erforderlich, die Zeit, im allgemeinen mit t 
(lateinisch: tempus) bezeichnet. Um auch dem Begriff der Zeit eine abstrakte 
Form zu geben, ist die Einführung einer Meßvorschrift und einer Maßeinheit 
erforderlich. Im allgemeinen besteht die Meßvorschrift in der Verwendung 
rotierender Zeiger, die die Zeitmessung auf eine Winkelmessung zurückführen. 
Wie das Experiment bestätigt, kann durch gleichmäßiges Rotierenlassen dafür 
gesorgt werden, daß die hierbei definierten Zeiten wieder additiv sind, daß also 
tı +1, =t gilt. Wie eine solche rotierende Anordnung, eine Uhr, im Detail 
funktioniert, interessiert dabei nicht. Als Maßeinheit der Zeit wird die auf den 
mittleren Sonnentag bezogene Sekunde gewählt. 


Diese Begriffe reichen zur Beschreibung von Bewegungen vollständig aus. 
Etwas Neues tritt erst in der Dynamik hinzu, wo auch die Ursachen der Bewegung, 
die Kräfte, mit in die Betrachtung einbezogen werden. Auch in anderen Ge- 
bieten der Physik tritt im allgemeinen noch je eine weitere physikalische Grund- 
größe hinzu: in der Elektrodynamik die Ladung, in der Thermodynamik die 
‘Temperatur und in der phänomenologischen Optik die Lichtstärke. Die nach- 
folgende Tabelle gibt einen Überblick über verschiedene physikalische Grund- 
größen, ihre mathematischen Symbole, die Maßeinheiten und deren Bezeich- 
nung. 
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Tabelle 112. Die wichtigsten physikalischen Grundgrößen 


Gebiet Größe Bezeich 
nung 


Geometrie Länge I Meter 
Winkel Bogenmaß 
Kinematik Zeit t Sekunde 


Mechanik Kraft Newton 
Masse Kilogramm 
Elektrodynamik Ladung Coulomb 
Thermodynamik Temperatur °Kelvin 
phänomenologische Lichtstärke Candela 
Optik 


Es bleibt zu bemerken, daß die Unterscheidung physikalischer Größen in 
Grundgrößen und abgeleitete Größen nicht eindeutig ist. So wäre es zum Bei- 
spiel durchaus möglich, daß man Zeiten grundsätzlich nur mit gleichschnell 
rotierenden Uhren mißt und die Zeit £ dann nicht in Sekunden ausdrückt, sondern 
durch den Winkel p, den der Zeiger anzeigt, also etwa im Bogenmaß. Eine solche 
Meßvorschrift, die dann aber Genaueres über den Mechanismus der Uhr sagen 
muß (der die Rotationsgeschwindigkeit hervorruft), würde die Einführung der 
Sekunde als neue Maßeinheit erübrigen. Dieses Beispiel zeigt, daß die Wahl be- 
stimmter Grundgrößen und Maßeinheiten mehr vom Gesichtspunkt der Zweck- 
mäßigkeit als der grundsätzlichen Bedeutung bestimmt wird. So werden in dieser 
Darstellung die Begriffe Masse und Kraft unabhängig voneinander als Grund- 
größen eingeführt. Die Maßeinheit der Kraft dagegen, das Newton, wird, den 
üblichen Gepflogenheiten entsprechend, später als abgeleitete Maßeinheit dar- 
gestellt. Die Zweckmäßigkeit eines solchen Vorgehens aber zeigt sich erst voll- 
ständig in [122] bei der Behandlung des Newroxschen Grundgesetzes. 


113 Kraft als physikalische Grundgröße 


Ebenso wie die Begriffe Länge und Zeit besitzt auch der Kraftbegriff eine 
unmittelbar anschauliche Bedeutung, die keiner weiteren Erklärung bedarf. 
Körperliche Kraft wird durch Muskeln ausgeübt, sie wird als eine Muskelempfin- 
dung vom Ausübenden erlebt. Dabei ist weiter zu beachten, daß verschiedene 
Kräfte sich nicht nur durch ihre Wirksamkeit unterscheiden, sondern auch 
durch den Punkt, an dem sie wirken, den sogenannten Angriffspunkt, und ferner 
durch die Richtung, in der sie wirken. Hier in Teil [1] werden nur Kräfte mit- 
einander verglichen, die die gleiche oder entgegengesetzte Wirkungsrichtung 
längs einer Geraden besitzen und die alle in ein und demselben Punkt angreifen. 
Entsprechend ihrer Wirksamkeit unterscheiden sich Kräfte voneinander und 
lassen sich dementsprechend wie die Längen in (111.2) in einer Zahlenreihe 
anordnen. 
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Um aber eine objektive Meßvorschrift für die Kraft zu finden. eignet sich ihre 
Wirkung als Muskelempfindung nicht. Es wird als qualitativ bekannt voraus- 
gesetzt, daß Kräfte Bewegungen auslösen und Spiralfedern zusammendrücken. 
In der Beschreibung der Bewegungsauslösung durch Kräfte liegt der eigentliche 
Gegenstand der Mechanik, der in Kapitel [12] noch ausführlich besprochen wird. 
Einstweilen wird die Eigenschaft der Kraft, Spiralfedern zusammenzudrücken 
oder auseinanderzuziehen, verwendet, um daraus eine Meßvorschrift für die Kraft 
herzuleiten und so dem Kraftbegriff eine mathematisch präzise Form zu geben. 
Das prinzipielle Vorgehen ist dabei genau das gleiche wie in [111] bei der Ein- 
führung der Länge als physikalischer Grundgröße. 


Um verschiedenen Kräften entsprechende Zahlen zuord- Tg 


nen zu können, wird der in Abb. 113.1 schematisch dar- Abb. 113.1. Aufbau 
gestellte Apparat konstruiert. Er besteht aus einer Spiral- eines Kraftmessers 
feder, die rechts befestigt ist und an deren linkem Ende 

die zu untersuchende Kraft — zum Beispiel die Muskelkraft — angreift. Die 
Konstruktion sorgt dafür, daß dieser Angriffspunkt sich nur längs der Feder- 
achse bewegen kann. Außerdem ist neben dem Angriffspunkt noch ein Zeiger 
angebracht, der über eine Skala läuft. Wirkt auf diesen Kraftmesser nun von 
links nach rechts eine Kraft, so kann auf der Skala ein Zeigerausschlag ge- 
messen werden, der um so größer ist, je stärker die wirkende Kraft ist. Dieser 
Apparat liefert also eine Meßvorschrift für die Kraft. Er ermöglicht uns, jeder 
auf den Angriffspunkt wirkenden Kraft K eine Zahl zuzuordnen. Entsprechend 
(111.1) ist beim Vergleich zweier Kräfte K,) und K, am Zeigerausschlag sofort 
zu erkennen, welche der drei Gleichungen 


Kı>K K,=K, Kı<K; () 
gültig ist. 


Zur weiteren Präzisierung des Kraftbegriffs ist nur noch die Auswahl einer ge- 
eigneten Skala an unserem Kraftmesser erforderlich. Zunächst wird der Punkt, 
an dem sich der Zeiger ohne äußere Krafteinwirkung befindet, mit Null bezeichnet. 
Eine nicht vorhandene Kraft bedeutet also X =0. In irgendeinem Abstand 
rechts davon wird ein zweiter Skalenstrich angebracht und mit 1 bezeichnet. 
Dieser Strich definiert die Maßeinheit, in der die Kraft gemessen werden soll. 
Zum Beispiel kann sich dieser Strich in 1 cm Abstand vom Nullpunkt befinden. 
Durch diese Angabe allein aber ist die Krafteinheit noch nicht definiert, hier- 
zu gehören vielmehr noch weitere Angaben über die charakteristischen Eigen- 
schaften des Apparates, insbesondere der Spiralfeder. Die wichtigste Krafteinheit 
ist das Newton, mit N, abgekürzt. Die genaue Definition dieser Einheit wird 
in [122] besprochen. (Einstweilen mag der Hinweis genügen, daß die Kraft IN 
erforderlich ist, um ein Gewicht von etwa 100 Gramm zu tragen.) 


Um die Skala des Kraftmessers zu vervollständigen, wäre der nächstliegende 
Gedanke. die Skala linear zu erweitern. im oben betrachteten Fall also in 2 em 
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Abstand vom Nullpunkt einen weiteren Strich zu machen und mit 2 zu bezeichnen 
und so fort. Auf diese Weise wird die Kraft durch 


K=aN (2) 


beschrieben. N bedeutet die gewählte Maßeinheit und x die von der Skala ab- 
gelesene, charakteristische Maßzahl der Kraft. Die Wahl der linearen Skala 
bedeutet dabei natürlich ein willkürliches Verfügen über den Kraftbegriff, und 
von der Wahl der Skala wird es im weiteren abhängen, welche Eigenschaften 
die durch diese Meßvorschrift eingeführte Kraft K besitzt. Die Skala sollte so 
gewählt werden, daß die Kraft X möglichst einfache Eigenschaften aufweist. 


Ki Kr Zur weiteren Untersuchung der Kräfte wird ein 
; Aa | | EN ; Gedankenexperiment angestellt. Derartige Ge- 
5.1790 Zusssmersrken dankenexperimente spielen in der Tiheoretischen 
zweiör. Kraflmesser Physik eine wichtige Rolle. Man überlegt sich dabei 
experimentelle Anordnungen, die nicht unbedingt 
so beschaffen sind, daß die Messung experimentell besonders einfach oder beson- 
ders präzis gelingt, sondern die vielmehr in ihrer Konstruktion besonders durch- 
sichtig sind und das Verstehen des betreffenden Vorganges erheblich erleichtern. 
Im Gedankenexperiment denken wir uns zwei der in Abb. 113.1 dargestellten 
Kraftmesser gegeneinandergedrückt, wie das in Abb. 113.2 gezeigt wird. Nun- 
mehr übt der linke Kraftmesser die rechts gemessene Kraft X, auf den rechten 
aus und der rechte Kraftmesser eine Kraft nach links, die links als X, gemessen 
wird. Ein Blick auf die Skalen überzeugt uns, daß im Ruhezustand beide Kräfte 
ihrer Richtung nach zwar entgegengesetzt, aber ihrer Wirksamkeit nach gleich- 
groß sind. Es muß also die Gleichung 


Kı=K, (3) 


erfüllt sein. (Eigentlich können wir uns das Experiment durch folgende Über- 
legung ersparen: Die Anordnung von Abb. 113.2 ist rechts-links-symmetrisch. 
Das bedeutet, wenn wir beide Seiten austauschen, die Anordnung also um 180° 
drehen, so ändert sich prinzipiell nichts. Infolgedessen müssen aus Symmetrie- 
gründen auch die beiden Zeigerausschläge gleichgroß sein.) 


Im nächsten Gedankenexperiment drücken wir zwei Kraftmesser verschiedener 
Bauart gegeneinander. Der rechte Kraftmesser sei geeicht und besitze eine lineare 
Skala. Indem wir die Kraftmesser nach und nach stärker gegeneinander drücken, 
kann der linke Kraftmesser mit Hilfe des rechten geeicht werden, da nach (3) die 
wirkenden Kräfte gleichgroß und entgegengerichtet sind. Das Ergebnis ist insofern 
enttäuschend, als wir auf der linken Seite keine lineare Skala erhalten, wenn 
die linke Spiralfeder bedeutend kräftiger oder schwächer ist. Die Linearität der 
Skala bleibt vielmehr nur bei kleinen Auslenkungen erhalten. Bei größeren 
Auslenkungen ergeben sich Abweichungen, die durch die spezifischen Eigenschaf- 
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ten der jeweils verwendeten Federn hervorgerufen werden. Soll der Kraftbegriff 
aber unabhängig von den zufälligen Eigenschaften der verwendeten Spiralfedern 
sein, so darf die lineare Skala nur bei kleinen Ausschlägen verwendet werden. 
Zur Messung der Kraft werden daher künftig nur Kraftmesser vom Typ 
Abb. 113.1 verwendet, die sehr kleine Ausschläge liefern. Zur Messung größerer 
Kräfte werden entsprechend stärkere Spiralfedern mit kleinen Ausschlägen 
benutzt. Damit haben wir den Kraftbegriff (2) von speziellen Eigenschaften 
einzelner Spiralfedern unabhängig gemacht. 


Ein weiteres Gedankenexperiment besteht in 
der Kombination von drei Kraftmessern ent- 
sprechend Abb. 113.3, die von rechts und links 
aufeine Fläche drücken. Beim Zusammendrücken 1 ? i 

i ß Kräfte. Die senkrechte Gerade ist 
wird an der rechten Skala ein doppelt so großer Angriiagunkt®, [omstenkiive 
Ausschlag wie links beobachtet. Nunmehr wer- Details interessieren nicht.) 
den die beiden linken Apparate verschieden 
stark gedrückt, und die von diesen Apparaten angezeigten Kräfte lassen in den 
verschiedensten Kombinationen von K, und X, die Gültigkeit von 


Kı+K,=K, (4) 


Abb. 113.3. Überlagerung dreier 


erkennen. Diese Gleichung besagt, daß die Kräfte X, und X, zusammen die 
gleiche Wirkung ausüben wie K, in (3) und daß sich ihre Maßzahlen bei Wahl 
der gleichen Maßeinheit N additiv überlagern, daß also x, + &, = a, gilt. 


Dieses Ergebnis ist keinesfalls selbstverständlich, sondern eine ganz spezielle 
Eigenschaft der gewählten linearen Skala (oder wenn man so sagen will: aller 
Spiralfedern). Würden wir anstelle der linearen Skalen unserer Kraftmesser die 
logarithmischen Skalen eines Rechenschiebers angebracht und die Ruhepunkte 
mit 1 statt O0 bezeichnet haben, so würden wir an den logarithmischen Skalen 
eine ganz andere Gesetzmäßigkeit ablesen, nämlich x,&, =a,. Die Maßzahlen 
würden sich nicht addieren, sondern multiplizieren. Zweifellos ist das Gesetz (4) 
einfacher, und wir bleiben bei der linearen Skala. 


Es ist nun leicht, dieses Prinzip der Additivität der Kräfte auf mehr als nur 
zwei Kräfte zu übertragen, indem man diese Kraftwirkungen einzeln zu je zweien 
zusammenfaßt. In diesem Sinne lassen sich n Kräfte durch eine einzige resul- 
tierende Kraft K, ersetzen: 

n 
K,+K,+--:+K,=K, bzw SVK=K,. (5) 
1 


Die zweite Gleichung ist als abgekürzte Schreibweise der ersten zu verstehen. 
Schließlich wird entsprechend Abb. 113.4 eine schräg wirkende Kraft unter- 
sucht. Durch Schienen wird dafür gesorgt, daß der gemeinsame Angriffspunkt 


beider Kraftmesser sich nur waagerecht bewegen kann. Wieder werden bei ver- 
schiedener Kraftausübung die Ausschläge an den Skalen beobachtet. Außerdem 
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wird der Winkel g gegen die waagerechte Bewegungsachse verändert. Es ist 
von vornherein zu erwarten, daß im Falle 9 = 0 wieder Gleichung (3) gilt, und 
ferner, daß im Falle = n/2 gerade X, = 0 ist, da die senkrecht von oben 
wirkende Kraft lediglich auf die Schienen drückt, nicht aber nach rechts, zumal 
sich für diesen Kraftmesser ‚rechts‘ und ‚links‘ in keiner Weise auszeichnen. 
Das Ergebnis K, = 0 folgt in diesem Falle also wiederum aus Symmetriegründen. 
Die Beobachtungen unter verschiedenen Winkeln liefern nun zwischen X; und 
K, anstelle von (3) den Zusammenhang 


der die Spezialfälle g = 0 und r/2 enthält. 


Diese Gleichung erlaubt entsprechend dem zu Abb. 113.4 hinzugefügten Pfeil- 
schema folgende Interpretation: Die Kraft K, wird ihrer Größe und Richtung nach 


Abb. 113.4. Wirkungsweise und Komponentenzerlegung von Kräften, 
die nicht in einer Geraden liegen 


durch einen Pfeil dargestellt. Diese Kraft wird durch das Dreieck der Abbildung 
in eine zur Schiene senkrechte und daher nicht wirksame Komponente und eine 
Komponente in Richtung der Schiene nach rechts zerlegt, die mit X bezeichnet 
wird. Aus der Figur folgt X} = K,cosg, und im übrigen muß K; = K, sein. 
Dann nämlich folgt (6). Diese Überlegungen zeigen, daß eine schräg wirkende 
Kraft nach dem Schema der Abb. 113.4 in bezug auf eine vorgegebene Richtung 
sehr einfach zerlegt werden kann in eine Komponente in der vorgegebenen 
Richtung und eine Komponente senkrecht dazu. Dieser außerordentlich wichtige 
Sachverhalt ist ein Spezialfall des bekannten Kräfteparallelogramms. Er wird 
in der weiteren Darstellung noch häufig benötigt. 


114 In der Natur vorkommende Kräfte 


Die Frage „Was ist eine Kraft?“ läßt sich nunmehr physikalisch einfach 
beantworten: Kraft ist alles, was eine Feder zusammendrückt und daher mit 
dem in [113] diskutierten Kraftmesser gemessen werden kann. Die Aufgabe. 
in der Natur vorkommende Kräfte zu untersuchen, besteht also darin, bei allen 
vorkommenden Naturerscheinungen Kraftmesser im obigen Sinn zu verwenden 
und dabei festzustellen, wo Kräfte auftreten. In diesem Abschnitt sollen solche 
Kräfte besprochen werden. 
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Als erstes Beispiel für eine Kraft ist die Muskelkrait zu nennen, da man einen 
Kraftmesser mit der Hand zum Ausschlag bringen kann. Als nächstes ist ent- 
sprechend (113.3) die Gegenkraft der gespannten Feder des Kraftmessers zu 
nennen, die in diesem Falle der Muskelkraft das Gleichgewicht hält. Weiter 
zeigen viele Substanzen im festen Zustand einen Widerstand gegenüber Form- 
änderungen, der als elastische Kraft bezeichnet wird (und letzten Endes auch die 
rücktreibende Kraft der Spiralfeder bewirkt). Bei Flüssigkeiten verschwindet 
dieser Widerstand gegen Formänderungen, dagegen wird bei ihnen ein Wider- 
stand gegenüber Volumenänderungen als elastische Kraft beobachtet. Gase 
haben die Tendenz, jede Form und jedes Volumen auszufüllen: sie üben auf die 
Gefäßwände einen Druck (= Kraft pro Flächeneinheit) aus. In diesen Beispielen 
sind die erwähnten Kräfte Nahwirkungskräfte, die nur im direkten Kontakt 
wirksam werden. Zu ihnen sind auch die Reibungskräfte zu zählen, die bei der 
Bewegung eines Körpers auftreten und ihr entgegenwirken. Sie werden in [116] 
genauer untersucht. 


Gleichfalls eine Nahwirkungskraft ist die Trägheitskrait, die man beim Auf- 
fangen eines Gegenstandes kurzzeitig spürt. Sie wird meßbar, wenn man den 
Gegenstand nicht direkt, sondern mit einem Kraftmesser auffängt. Die Durch- 
schlagskraft eines Geschosses ist ebenfalls eine Folge der Trägheit. Auch die 
später noch zu untersuchende Zentrifugalkraft ist eine Trägheitskraft. 


Neben den Nahwirkungskräften werden auch Fernwirkungskräfte beobachtet, 
deren Wirkung ohne direkten Kontakt durch den leeren Raum hindurch ausgelöst 
wird. Die bekannteste unter ihnen ist die Schwerkraft. Befestigt man bei senk- 
rechter Anordnung des Kraftmessers, wie in Abb. 115, am unteren Ende 
einen Gegenstand, so zeigt der Kraftmesser einen Ausschlag, der daher rührt, 
daß auf den Gegenstand eine Kraft ausgeübt wird, die zum Erdinnern hin gerichtet 
ist. Diese Schwerkraft wird in [115] genauer besprochen. Sie ist ein Spezialfall 


Gl. 


Abb. 114.1. Wirkung elektrostatischer Kräfte Abb. 114.2. Wirkung magnetischer Kräfte 


der allgemeinen Massenanziehung, der Gravitation. die nicht nur für die ins 
Erdinnere gerichtete Anziehungskraft auf alle Gegenstände verantwortlich ist. 
sondern auch die Monde und Planeten auf ihren Kreis- und Ellipsenbahnen 
hält (siehe [241)). 


Als weitere Fernwirkungskräfte seien die elektrostatischen Kräfte kurz erwähnt. 
die zwei elektrische Ladungen aufeinander ausüben. Je nachdem, ob in der 
Anordnung von Abb. 114.1 diese Ladungen gleiches oder entgegengesetztes Vor- 
zeichen aufweisen, entsteht Abstoßung oder Anziehung. Abb. 114.2 zeigt schema- 
tisch ein einfaches Beispiel für die Beobachtung magnetischer Kräfte. Links 
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befindet sich ein Hufeisenmagnet, der ein Stück Weicheisen anzieht und damit 
den Kraftmesser zum Ausschlag bringt. 


Diese Kräfte sind nur als Beispiele angeführt, um das Prinzipielle daran 
zu erläutern. Hat man die verschiedensten Kraftarten in der Natur studiert, 
so ist man in der Lage, den Kraitbegriff zu verallgemeinern. Es ist nämlich 
prinzipiell möglich, jede dieser Kraftwirkungen zur Konstruktion eines ent- 
sprechenden Kraftmessers auszunutzen und diesen Kraftmesser dann durch 
Vergleich mit dem zuerst in [113] besprochenen Federapparat zu eichen. Dies 
ermöglicht eine Verallgemeinerung des Kraftbegriffes, und die Frage „Was ist 
eine Kraft?‘ läßt sich nunmehr in etwas allgemeinerer Forın als zu Beginn 
beantworten: „Kraft ist alles, was von Kraftmessern beliebiger Konstruktion 
(im obigen Sinne: am Federkraftmesser geeicht) gemessen werden kann und 
dort einen Skalenausschlag hervorruft.“ 


115 Schwerkraft und Masse 


Die Untersuchung der Schwerkraft im Gedankenexperiment erfolgt am ein- 
fachsten gemäß Abb. 115. An einem vertikal angeordneten Kraftmesser werden 
nacheinander verschiedene Substanzen befestigt. Die Beobachtung der Skala 
zeigt, daß alle Substanzen eine Kraft auf das Meßgerät ausüben. Vergleicht 

man verschiedene Mengen der gleichen Substanz, so stellt sich 
heraus, daß die beobachtete Kraft K proportional zum Volumen Ö 
ist; eine Beobachtung, die durch die Gleichung 


K=@ G=fÖ a) 


ausgedrückt werden kann. Üblicherweise wird die Schwerkraft 
mit @ bezeichnet. f ist unabhängig von Ö. Daher bedeutet Glei- 
chung (1), daß zum Beispiel bei Verdoppelung des Volumens Ö 
sich auch die Schwerkraft @ verdoppelt. 


Abb. 115. 
Untersuchung Bei der Beobachtung verschiedener Substanzen mit gleichem 
en Volumen stellt sich heraus, daß @ verschiedene Werte annimmt. 
raft. 


Die in (1) enthaltene Konstante f hängt also offensichtlich von der 
gewählten Substanz ab. Zweckmäßigerweise zerlegt man f in 

= gu. u ist eine für die jeweilige Substanz charakteristische Größe. Beim 
Wasser erhält u den willkürlichen Zahlenwert 1000. Bei anderen Substanzen 
werden für u größere oder kleinere Werte durch vergleichende Experimente 
beobachtet. Die verbleibende Konstante g erhält auf diese Weise die Bedeutung 
einer allgemeingültigen, substanzunabhängigen physikalischen Konstanten. Sie 
wird als Erdanziehung (auch: Erdbeschleunigung, siehe [131]) bezeichnet. Das 
Produkt aus dem Volumen Ö und der charakteristischen Zahl » wird als Masse 


m = u (2) 


[115] 11 Kraft und Arbeit 13 


bezeichnet. Diese Größe wird im allgemeinen mit einer eigenen Maßeinheit ver- 
sehen, dem Kilogramm [kg]. Da Ü in m? gemessen wird, besitzt u nunmehr die 
Dimension kg m”? und wird in dieser Form als Dichte bezeichnet. Zum Beispiel 
besitzt 1 Liter — 10°? m? Wasser die Masse m = 10°?kgm"?- 10"?m? = Ike. 


Für die Schwerkraft gilt mit den gewählten Bezeichnungen nunmehr 


G=fD=guV. (3) 
Dieses Gesetz, das bei Verwendung von (2) die einfache Form 
G=mg (4) 


erhält, zeigt, daß die Schwerkraft proportional zur in (2) eingeführten Masse ist. 

Der Zahlenwert des Proportionalitätsfaktors g hängt entscheidend von den 
gewählten Maßeinheiten der Größen G und m ab. Früher war es vielfach üblich, 
einfach g = 1 zu setzen und nicht nur die Masse m, sondern auch die Kraft @ 
in kg zu messen. Dieses Vorgehen hat sich allerdings als wenig übersichtlich 
erwiesen, und man hat zur Unterscheidung von der Maßeinheit kg der Masse 
für die Kraft die Maßeinheit Kilopond (kp) eingeführt und g = 1 kp/kg gesetzt. 
Diese Konvention hat zur Folge, daß 1 kp gerade diejenige Kraft ist, welche als 
Schwerkraft auf eine Masse von 1 kg wirkt. Die Einheit 1 kp gehört zum sogenann- 
ten technischen Maßsystem und findet in der Physik kaum Verwendung. Bei 
Verwendung der in der Physik üblichen Krafteinheit N ist g = 9,81 N/kg. Hier 
ist über die Krafteinheit N anderweitig verfügt, siehe [122]. Der genaue Zahlen- 
wert von g wird dann nicht durch Definition festgelegt, sondern durch das 
Experiment ermittelt. 


Genaue Messungen der Erdbeschleunigung g zeigen, daß diese Größe sowohl 
von der Höhe über dem Meeresspiegel, als auch von dem gewählten Ort auf der 
Erde abhängt. In Sevres bei Paris wurde der Wert 


9 = (9,8092 + 0,0005) N/kg (5) 


gemessen, an anderen Orten dagegen folgende Werte: 


9,83 (Nordpol) 
g=1981N/kg (Paris) (6) 
| 9,78 (Äquator). 


Die Abweichungen sind also klein, sie liegen in der Größenordnung von 1/,%, 
sind aber sehr leicht meßbar. Prinzipiell können Messungen nach dem Prinzip 
von Abb. 115 erst erfolgen, wenn man einen Kraftmesser besitzt, der in N-Ein- 
heiten geeicht ist. Insofern sind also die soeben durchgeführten Überlegungen 
noch unvollständig. 
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116 Reibungskräfte 


Ein Gegenstand, der sich — wie in Abb. 116.1 — auf einer rauhen Unterlage 
befindet, setzt allen Lageänderungen auf der Unterlage einen Widerstand ent- 
gegen, der als Reibungskraft Kr bezeichnet wird. Wirkt auf diesen Körper eine 
Kraft K nach rechts, so besitzt die Kraft X, die entgegengesetzte Richtung 
und ist zunächst genauso groß wie.K. Erst wenn K einen gewissen Schwellwert 
überschritten hat, reicht die Reibung X, nicht mehr aus, um K zu kompensieren, 
und es entsteht eine Bewegung. Der Schwellwert der Reibungskraft ist der Auf- 
lagekraft X) von Abb. 116.1 proportional und 
im übrigen durch eine für die beiden reibenden 
Flächen charakteristische Zahl «,, die Reibungs- 
zahl für Haftreibung, bestimmt. Es gilt, wie 
entsprechende Versuche zeigen, die Gleichung 


Abb. 116.1. K K=< HEN 
Zur Wirkung der Haftreibung Kr= | . wenn (1) 


iz 


HoRN K=wKx: 


In Abb. 116.1 wird diese Kraft Äy durch das Gewicht mg hervorgerufen. Die 
nachstehende Tabelle liefert einige Zahlenwerte für die entsprechend Gleichung (1) 
dimensionslose Reibungszahl ug. 


Tabelle 116. Reibungszahlen für Haftreibung und gleitende Reibung 


Material 


Stahl- Stahl 0,03- 0,09 


Gußeisen — Gußeisen 0,16 0,15 
Stahl-Eis 0,027 0,014 
Holz--Stein 0,7 0,3 
Leder-Metali 0,6 0.25—0,5 


Die Reibungszahl u, besitzt eine einfache anschauliche Bedeutung. Betrachtet 
man nämlich die Situation von Abb. 116.1 auf der schiefen Ebene von Abb. 116.2. 
so wirkt das Gewicht @ = mg nach wie vor senkrecht nach unten. Entsprechend 
(113.6) läßt sich diese Kraft zerlegen in eine Komponente K in Richtung der 
schiefen Ebene und eine Komponente Äy senkrecht dazu. Vergrößert man den 
Winkel x der schiefen Ebene, so vergrößert sich 
die antreibende Kraft X, während sich gleich- 
zeitig die Auflagekraft Xy, die für den Schwell- 
wert der Reibungskraft verantwortlich ist, ver- 
kleinert. Von einem Grenzwinkel x, ab wird X 
schließlich größer als der Schwellwert, und der 
Gegenstand gerät ins Rutschen. Nach Abb. 116.2 


Abb. 116.2. Zur Veranschaulichung berechnen sich X und Ay aus 


von u, = tan ag K=Gsina Kxy=Gcosa. (2) 
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Am Grenzwinkel x = x, gilt entsprechend (1) 


Kr=K Kr=WKx: (3) 
Setzt man hier X und Ky aus (2) ein, so entsteht 
HG 608% = EG Sin Ag. (4) 
Demnach gilt 
Yo = tan ao. (5) 


Die Reibungszahl u, ist also gleich dem Tangens desjenigen Winkels x,, bei dem 
der Gegenstand gerade ins Rutschen gerät. 


Die durchgeführten Überlegungen gelten nur für ruhende Gegenstände. Wie 
die Beobachtung zeigt, genügt eine viel kleinere Kraft als u,K y, um einen Gegen- 
stand, der einmal in Bewegung geraten ist, weiterzubewegen. Offenbar besitzt 
also die Reibungskraft beim bewegten Körper einen kleineren Wert als u,Ky- 
Bei bewegten Körpern wird die Reibungskraft durch 


Kr=uKn (6) 


beschrieben. a ist die Reibungszahl für gleitende Reibung. Den erwähnten Be- 
obachtungen entsprechend ist 4 < u,. Im übrigen ist u nur wenig geschwindig- 
keitsabhängig und besitzt Zahlenwerte, die für einige Beispiele in Tabelle 116 
mit angegeben sind. 


Die gleitende Reibung tritt überhaupt nicht auf, wenn ein Gegenstand auf 
seiner Unterlage rollt. Aber auch hier treten Widerstandskräfte auf, die in 
Abb. 116.3 dargestellt und als rollende Reibung bezeichnet werden. Ihre Wirkung 
ist erheblich kleiner als die der gleitenden Reibung und 
wird dadurch hervorgerufen, daß das in Abb. 116.3 be- 
trachtete, nach rechts rollende Rad die Unterlage, auf 
der es sich bewegt, eindrückt. Die Schwerkraft drückt 
das Rad nach unten, von der Unterlage werden ent- 
gegengerichtete, gleichgroße Kräfte auf das Rad aus- 
geübt, die dafür sorgen, daß das Rad nicht noch tiefer Abb. 116.3. Entstehung 
sinkt. Im allgemeinen richtet sich die eingedrückte der rollenden Reibung 
Unterlage nicht sofort wieder auf. Daher wirken diese 
Kräfte unsymmetrisch und besitzen eine nach rückwärts gerichtete Komponente, 
welche die Bewegung bremst und als Reibungskraft wirkt. Die Bremswirkung 
hängt nicht nur von der Auflagekraft X} und einer charakteristischen Reibungs- 
zahl u, für rollende Reibung ab, sondern ist um so größer, je kleiner der Rad- 
durchmesser ist. Empirisch gilt die Gleichung 


Kı=7 Kr. (7 


r 2 


in der a, eine für die Eindrückbarkeit des Untergrundes charakteristische Größe 
von der Dimension einer Länge ist. Bei weichem Untergrund (Ackerboden) 
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besitzt u, recht große Werte, die man in der Praxis durch entsprechend große 
Werte der Raddurchmesser ausgleicht. 


Schließlich wäre noch die Luftreibung zu erwähnen, die dadurch entsteht, daß 
ein bewegter Körper die auf seiner Bahn befindliche Luft verdrängen muß. 
Ihre theoretische Behandlung ist ein Problem der Aeromechanik (siehe 134.9). 
Auch hier ist die Reibungskraft K, stets der Bewegung entgegengerichtet. 
Sie wird durch die Gleichung 

Kr=volo) (8) 


beschrieben. Bei kleinen Geschwindigkeiten ist X, proportional zu v, o(v) also 
eine Konstante. Erst bei großen Geschwindigkeiten wächst auch o(v). Da die 
Luftreibung der Bewegung entgegenwirkt, findet Bremsung statt. 


Eine vollständige Theorie der Reibung existiert nicht. Betrachtet man die ihr 
zugrunde liegenden mikroskopischen Ursachen, so wird man dabei auf sehr 
komplizierte "Vorgänge geführt, zu deren theoretischer Beschreibung die Fest- 
körpertheorie sowie die Hydro- und Aerodynamik herangezogen werden müssen. 
Im allgemeinen, und insbesondere für die hier vorliegenden Zwecke der Mecha- 
nik, begnügt man sich mit der Verwendung von Erfahrungswerten, die in empiri- 
schen Formeln zusammengefaßt sind. Ausführliches Zahlenmaterial ist in den 
bekannten Nachschlagewerken ‚„„HÜTTE“ und „LANDOLT-BÖRNSTEIN“ zu finden. 


117 Arbeit und Leistung 


Bei der Analyse mechanischer Vorgänge macht sich neben der Betrachtung 
der Kraft noch die einer weiteren Größe erforderlich, nämlich der Arbeit. Zum 
Beispiel ist die Kraft kein geeignetes Maß, um eine 
durchgeführte körperliche Tätigkeit zu bewerten. 
Man bezahlt vielmehr den Erfolg einer solchen Tätig- 
keit, der bei geringerer Kraft und längerer Tätig- 
keit der gleiche sein kann wie bei größerer Kraft 
und kürzerer Tätigkeit. Die für den Erfolg charak- 
teristische Größe ist gerade die Arbeit A als Maß für 
die aufgewandte Mühe. In der Physik wird die Arbeit 
Abb. 117. Einfaches physi- als das Produkt von Kraft K und Weg x definiert, 


kalisches System mit drei also AR ’ (ı) 
Zuständen 1. 2 und 3 

Die nebenstehende Abbildung soll diesen Begriff an 
einem Beispiel erläutern. Ein Gegenstand vom Gewicht G soll auf einen Tisch 
gehoben werden. Dazu ist eine Kraft K erforderlich, die ihrem Betrage nach 
größer als G@ sein muß. Bei sehr langsamer Durchführung braucht X nur sehr 
wenig größer als G zu sein. Es kann also X= @ gesetzt werden. Bei schnellerer 
Durchführung sind außerdem noch Trägheitskräfte zu überwinden, die hier einst- 
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weilen noch nicht berücksichtigt werden können. Besitzt der Tisch die Höhe x, 
so enthält (1) gerade diejenige Arbeit, welche erforderlich ist, um das Gewicht 
auf den Tisch zu heben. 


Eine weitere physikalische Größe ist die Leistung N. Sie wird definiert als 
Arbeit pro Zeiteinheit. Wird zum Anheben des Gewichts von Abb. 117 die Zeit t 
benötigt, so ist die für diesen Vorgang erforderliche Leistung 


4 Ka 

N=--=—. (2) 
Es ist nicht nur wichtig, daß man die Begriffe Kraft X, Arbeit A und Leistung N 
überhaupt versteht, sondern daß man sie routinemäßig beherrscht. Man betrachte 
folgendes Beispiel: Das Gewicht @ von Abb. 117 soll in 10 Sekunden auf den 
Tisch gehoben werden. Beim ersten Versuch, das Gewicht anzuheben, rührt es 
sich nicht von der Stelle. Beim zweiten Versuch gelingt es lediglich, das Gewicht 
bis zur halben Tischhöhe anzuheben; beim dritten Versuch schließlich gelingt es, 
das Gewicht auf den Tisch zu heben. Aber es werden dazu nicht 10, sondern 
15 Sekunden benötigt. Woran hat es in jedem dieser drei Fälle gefehlt, an Arbeit, 
an Leistung oder an Kraft? Die Beantwortung dieser Frage sei dem Leser über- 
lassen. 


Im technischen Maßsystem ist die Maßeinheit der Arbeit 1 mkp. Dies ist die 
Arbeit, welche erforderlich ist, um einen Körper der Masse 1 kg mit der hierfür 
erforderlichen Kraft 1kp um 1m anzuheben. In physikalischen Einheiten wird 
die Arbeit in Joule J und die Leistung in Watt W gemessen. Es gilt 


1Joule=1J=1Nm=1Ws. (3) 


Größere Arbeitsmengen werden oft in Kilowattstunden kWh) gemessen. Es ist 
1kWh = 10° - 3600 Ws. Um ein Gefühl für die Größenordnungen zu vermitteln, 
sei folgendes Beispiel betrachtet: Die Besteigung eines 2000 m hohen Berges 
durch einen Menschen mit dem Gewicht 70 kp kann als gute tägliche Arbeits- 
leistung bezeichnet werden. Die Umrechnung mit 1kp = 9,81 N ergibt 


70. 2000 mkp = 1,4: 10° Ws — En kWh » 0,4kWh. (4) 


Den üblichen Elektrizitätstarifen entsprechend ist der physikalische Arbeitswert 
dieser Tätigkeit also etwa 0,04 DM. Dieser außerordentlich niedrige Preis, für 
den uns so große Energien zur Verfügung gestellt werden, kann als Maßstab 
für den hohen technischen Stand unserer Zeit angesehen werden. 


118 Verfeinerte Definition von Kraft und Arbeit 


Für die weitere quantitative Verwendung der bisher durchgeführten Begriffs- 
bildungen sind noch verschiedene Präzisierungen erforderlich. Wir beschränken 
uns dabei auf die Betrachtung eines Körpers, der auf einer Geraden beweglich 


2 Macke, Teilchen. 3. Aufl. 
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angeordnet ist und bezeichnen diese Anordnung als physikalisches System. Der 
jeweilige Zustand des Systems wird hier durch die Ortsangabe x charakterisiert. 
Weiter nehmen wir an, daß auf den Körper eine Kraft übertragen wird (zum 
Beispiel durch eine Spiralfeder). Den Mechanismus dieser Kraftübertragung be- 
ziehen wir in das System mit ein und bezeichnen die Kraft als innere Kraft K'. 
Wir setzen ferner voraus, daß der Mechanismus der Kraftübertragung auf den 
Körper so beschaffen sei, daß der Kraft K' an verschiedenen Orten x verschiedene 
Werte zugeordnet werden müssen. Daher beschreiben wir die innere Kraft 
zweckmäßig durch eine Funktion 


K'=K(a)20, () 


der wir positive und negative Werte zuordnen, je nachdem ob die Kraftrichtung 
mit derjenigen der positiven x-Achse übereinstimmt oder ihr entgegengerichtet 
ist. Wirken auf den Körper mehrere Kräfte K,, Ks, .... K„ beider Vorzeichen, 
so kommen diese entsprechend (113.5) als eine einzige resultierende Kraft 


n 
2 K,=K(e) (2) 
zur Wirkung. 
In [113] wurde angedeutet, daß Kräfte als Bewegungsursachen wirken. Im 
Zustand x kann der Körper daher nur ruhen, wenn an dieser Stelle keine Kraft 
wirkt, wenn entsprechend (1) und (2) die Bedingungen 


(3) 


erfüllt sind. Dies ist Bedingung dafür, daß sich der Körper im Zustand x im 
statischen Gleichgewicht befindet. 


Um auch im Rahmen der Statik Betrachtungen durchführen zu können an 
Orten x mit X(x) # 0, an denen also kein Gleichgewicht herrscht, nehmen wir 
im Gedankenexperiment einen Eingriff in das System vor: Wir lassen auf den 
Körper neben der durch (1) gegebenen inneren, also zum System gehörigen 
Kraft K’ noch eine zusätzliche, äußere, also nicht zum System gehörige Kraft K 
wirken. Dann herrscht an jedem beliebigen Ort » statisches Gleichgewicht, wenn 
wir nur der Gleichgewichtsbedingung (3) entsprechend die äußere Kraft so 
wählen, daß K“ + K'=0 gilt. Weiter betrachten wir eine Verschiebung des 
Körpers von x nach x&+ dx. Das ist für 6% > 0 nur unter der Bedingung K*> — K! 
möglich, wenn also die innere Kraft durch die äußere überkompensiert wird. 
Führen wir die Zustandsänderung 6x sehr langsam durch, so braucht sich aber 
K“ von K' nur sehr wenig zu unterscheiden. In der Grenze unendlich langsamer 
Durchführung gilt 


ox+6x K*=—K' (quasistatisch). j (4) 
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Dies nennen wir eine quasistatische Zustandsänderung. Bei rascherer Durch- 
führung des Prozesses muß K“ größer sein, weil die hierbei auftretenden und 
in der Dynamik [12] genauer untersuchten Trägheitskräfte neben K’ zusätzlich 
kompensiert werden müssen. 


Als Arbeit, die mit der Zustandsänderung (4) zusammenhängt, lassen sich ent- 
sprechend (117.1) die Größen 


8A = K"öx 84A=K'ör bei x>xr-+6r (5) 


bilden. Hier bedeutet 8A die Arbeit, welche die äußere Kraft K“ bei der Durch- 
führung der Zustandsänderung dx leistet. Sie ist positiv, wenn Kraft K“ und 
Verschiebung ö. gleichgerichtet sind. $ A bedeutet demnach die dem System von 
außen zugeführte Arbeit. Die in (5) noch enthaltene Größe ö6 A dagegen bedeutet 
die Arbeit, welche die innere Kraft des Systems leistet. ö&4 ist daher die vom 
System abgegebene Arkeit. Bei quasistatischer Durchführung der Zustands- 


änderung gilt Kı__K 5sA= 5A. (6) 
6A und 84 sind also entgegengesetzt gleich. 


Als Anwendungsbeispiel berechnen wir die Arbeit, die erforderlich ist, um 
eine Feder von 0 bis zum Ausschlag x > 0 zu spannen. Die von der Feder aus- 
geübte innere Kraftwirkung ist nach den Ausführungen von [113] der Auslenkungx 
proportional und entgegengerichtet. Es gilt daher 


K'=K(x)= —ax (7) 


mit « als einer für die jeweilige Feder charakteristischen Konstanten. Die ge- 
wünschte Auslenkung x aus der Gleichgewichtslage 0 kann nur durch die Wirkung 
einer zusätzlichen äußeren Kraft Ä“ herbeigeführt werden, die bei: langsamer 
Durchführung der Änderung an allen Orten so gewählt werden muß, daß sie K’ 
kompensiert. Die Bedingung hierfür ist (6). Zur Berechnung der Gesamtarbeit 
denken wir uns entsprechend 


«=T 
A=N6A'= N K'ıl&)de = — NK (X) 8x = ar dr (8) 
«=0 


das GesamtintervallO...x in kleine Einzelintervalle dx’ 
unterteilt und summieren über die zu den einzelnen Inter- 
vallen 6x gehörigen Arbeiten 64’. 84’ wird in Abb. 118 
durch den Flächeninhalt des schräg schraffierten Recht- 
ecks charakterisiert. A ist gleich der Summe über alle der- 
artigen Rechtecke in der Grenze sehr kleiner Intervallbreite 
62 —0 und daher gleich dem Inhalt des Dreiecks von Abb. 118. Bestimmung 


Abb. 118. Wir erhalten der zum Spannen einer 
A = Kx/2 = aa? Feder erforderlichen Ar- 
= 1) Ye. 0 Rubelnes, 

für die zum Spannen der Feder erforderliche Arbeit. x = x Endlage 


Y%* 


r 
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Die Bedingung (3) dafür, daß x einen Gleichgewichtszustand darstellt, läßt 
sich auf noch andere Weise formulieren: Wir denken uns an der zu untersuchenden 
Stelle x durch eine äußere Kraft K“ die sehr kleine Verschiebung ö.r (sogenannte 
virtuelle Verrückung) durchgeführt. Die hierzu erforderliche und dem System 
zuzuführende Arbeit ist nach (5) und (6) 

8A=Kör= — SK,ödr. (10) 


Herrscht an der Stelle x Gleichgewicht, so folgt aus der Gleichgewichtsbedingung (3) 
8A=0. (11) 


Dieses Ergebnis besagt: Befindet sich das System im Zustand x im Gleichgewicht, 
so ist für eine virtuelle Verrückung keine Arbeit erforderlich. 


Gleichung (11) gilt nicht mehr für endliche Verrückungen /x aus der Gleich- 
gewiehtslage x, weil sich dann entsprechend (8) die zugehörige Arbeit 


+4% 
AA=— 3 IK,@) dr (12) 
z=2 v 
aus Beiträgen verschiedener Intervalle zusammensetzt, in denen die wirkenden 
Kräfte K,(x') bereits einen anderen Wert als bei x aufweisen. Wir unterscheiden 


für solche endlichen Verrückungen aus einer Gleichgewichtslage die folgenden 
drei Fälle: 


AA>0: Arbeit nötig stabil 
.gGA=0 AA=0: wieder Gleichgewicht indifferent (13) 
AA<O: Arbeitsabgabe instabil. 


Im ersten Fall muß bei einer endlichen Verrückung des Systems aus dem Gleich- 
gewicht Arbeit zugeführt werden. Bleibt das System sich selbst überlassen, so 
steht ihm eine solche Arbeit nicht zur Verfügung, und es kann sich von selbst 
nicht aus der Gleichgewichtslage entfernen. Das Gleichgewicht wird als stabil 
bezeichnet. In zweiten Fall befindet sich das System offenbar im ganzen Inter- 
vall 4x im Gleichgewicht. Im dritten Fall schließlich wird vom System während 
der Verschiebung Ax Arbeit abgegeben. Eine derartige Änderung kann selbst- 
tätig stattfinden, daher ist in diesem Falle das Gleichgewicht instabil. 


119 Potentielle Energie 


Wir betrachten ein allgemeines mechanisches System in verschiedenen Zu- 
ständen 1, 2,... und denken dabei speziell an die Anordnung von Gewicht und 
Tisch in Abb. 117. Die quasistatische Zustandsänderung 1 — 2 kann durch Ein- 
griff in das System mittels äußerer Kraft herbeigeführt werden. Dabei muß die 
Arbeit 4,, zugeführt werden. Hiervon zu unterscheiden ist A,, als die bei der 
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umgekehrten Zustandsänderung zugeführte Arbeit. Für die Zustandsänderungen 
von Abb. 117 gilt nun 


4,>0 4,5, <0 Ay)g= — Ay 


1 
A,;>0 As,>0 Agz + — Ass: (1) 


Während die Arbeit A,, beim umgekehrten Prozeß 2— 1 also vom System 
wieder abgegeben wird, ist dies bei Zustandsänderungen wie 2— 3, bei denen 
im wesentlichen Reibungskräfte (für das Verschieben auf dem Tisch) über- 
wunden werden müssen, grundsätzlich nicht der Fall. Von Kräften der letzteren 
Art sehen wir in den weiteren Betrachtungen dieses Abschnitts ab. 


Um eine größere Übersicht zu gewinnen, empfiehlt es sich, einen weite- 
ren physikalischen Begriff einzuführen, der mit der Arbeit eng zusammenhängt, 
aber doch eine Eigenschaft des Systemzustands selbst darstellt. Ein solcher Be- 
griff ist die potentielle Energie. Sie wird definiert als die Arbeitsreserve eines 
Systems, als die Fähigkeit dieses Systems zur Arbeitsleistung. Dieses Vermögen 
eines Systems, gegebenenfalls Arbeit abzugeben, wird mit V bezeichnet und 
potentielle Energie (kurz: Potential) genannt. Ist für eine Zustandsänderung 
1-2 die Arbeit A,, in das System hineinzustecken, so ändert sich dessen 
potentielle Energie entsprechend 


1,=V,+A,:- (2) 


Für die umgekehrte Zustandsänderung 2—> 1 muß 
V,=V,+ As (3) 


gelten. Das ist aber gleichzeitig mit (2) nur unter der Voraussetzung 
Aa=—Azı (4) 


möglich. Diese Bedingung, daß die bei einer Zustandsänderung hineingesteckte 
Arbeit sich bei der umgekehrten Zustandsänderung wieder aus dem System 
herausholen läßt, ist also die Voraussetzung dafür, daß sich eine potentielle 
Energie des Systems als Zustandsgröße definieren läßt. Sie ist offenbar bei der 
Überwindung der Schwerkraft wie auch beim Spannen einer Spiralfeder erfüllt. 
Bei der Überwindung von Reibungskräften dagegen ist sie nicht erfüllt. Also 
besitzen nur ganz bestimmte Kräfte ein Potential. Sie werden als konservative 
Kräfte bezeichnet. 


Beim Anheben einer Masse m von 0 nach x steigt deren potentielle Energie 
nach (2), (115.4) und (117.1) auf 
V@)=V(0)+mge. (5) 


Die potentielle Energie einer von 0 nach x ausgelenkten Feder wächst nach 
(118.9) auf 
”(x)=V(0)+ SR. (6) 
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Die Orte 0 und x spielen hier die Rolle der Zustände 1 und 2 von (2). Über den 
Wert der Anfangsenergie V (0) ist dabei nichts weiter ausgesagt. Die potentielle 
Energie V eines Systems ist nur bis auf eine unbestimmte Konstante definiert, 
die im allgemeinen keine Rolle spielt, da der Arbeitsvorrat ja doch nur in einem 
begrenzten Bereich von Zustandsänderungen interessiert. (Zur totalen Aus- 
schöpfung der Energiereserve eines Systems würde schließlich auch gehören, daß 
man die Apparatur verheizt und ihre Atomkerne zerstrahlt!) 


Die Gleichungen (2) und (3) lauten für infinitesimale Zustandsänderungen 
zoxr+6r 


$A=87 Shan 5V/= —-K(a)öx. | (7) 


K (x) ist hierbei die innere Kraft des Systems (und darf z. B. keine Reibungskraft 
sein). Die Gleichungen (7) besagen, daß bei Arbeitsaufnahme bzw. -abgabe der 
Arbeitsvorrat Y des Systems entsprechend vergrößert bzw. verkleinert wird. 
Sie ermöglichen eine Betrachtung der statischen Gleichgewichtsbedingungen 
von (118.11 und 13) vom Standpunkt des Potentials: 


stabil 
SV =0 AV=0 indifferent (8) 


instabil. 


bei x in einem statischen Gleichgewichtszustand befindet, 
wenn die Potentialfunktion Y(x) an dieser Stelle einen 
Extremwert (oder Wendepunkt mit horizontaler Tangente) 
besitzt. Je nachdem, ob V (x) dort ein Minimum besitzt, 
über einen größeren Bereich konstant ist oder ein Maxi- 
Verschiedene Bleikk: mum aufweist, ist das Gleichgewicht stabil, indifferent 
gewichtslagen einer Oder instabil. In Abb. 119 ist die Bedeutung der Glei- 
Kugel: a) stabil, b)in- chungen (8) an dem sehr übersichtlichen Beispiel einer 
different, c)instabil beweglichen Kugel veranschaulicht. 


» (0) _ Diese Gleichungen lassen erkennen, daß sich der Körper 
Peg 


Abb. 119. 


Übungsaufgaben 


11.1. Man gebe die Dimension der Größen Impuls, Drehimpuls, Kraft, Arbeit, Leistung und 
Wirkung (= Energie x Zeit) zunächst in Potenzen der Dimensionen der Grundgrößen 
Masse m, Länge l und Zeit t an. Welche Dimensionen besitzen diese Größen in einem 
Maßsystem, in dem 
a) Länge, Masse, Geschwindigkeit, 

b) Zeit, Masse, Geschwindigkeit als Grundgrößen gewählt werden? 


c) willkürlich die Grundeinheit einer Geschwindigkeit c durch die Festlegung ce = 1 
dimensionslos gemacht wird (Potenzen von m, 1)? 
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d) willkürlich die Grundeinheit einer Geschwindigkeit c und die einer Wirkung } 
(= Energie x Zeit) durch die Festlegung 3 = c = 1 dimensionslos gemacht werden 
(Potenzen von 2)? x 


11.2. Man berechne folgende Kräfte (in N): Massenanziehung zwischen 
Sonne — Erde, Erde — Mond; die Massenanziehung und Coulomb- 
kraft zwischen 2 Protonen im Atomkern, Proton — Elektron im 
Atom. ' 


11.3. Welche Arbeit ist erforderlich, eine Masse m = 1kg von der Erd- 
oberfläche aus ins Unendliche zu bringen? 


11.4. Nebenstehende Anordnung wird auf konstanter Temperatur gehal- 
ten und zur Kraftmessung verwendet. Für K=0 sei der Gas- 
druck ?,, das Volumen Ö,, die Länge der Gasfüllung I. Was für 
eine Skala ist zu wählen, wenn für das Gas p(D) = 9 O,/O gilt 
(ideales Gas)? 


12 Analytische Beschreibung von Bewegungen 


Zusammenfassung: Starre Gegenstände von nicht zu großer Ausdehnung werden als 
Punktmassen idealisiert. Ihre Bewegung kann graphisch durch eine Kurve in der xt-Ebene 
dargestellt werden. Die analytische Beschreibung erfolgt durch Funktionen x = x(t). In 
einem Beispiel (Eisenbahnwaggon auf einem Gleis) werden als charakteristische Größen unter- 
sucht: der Ort = = x(t), die Geschwindigkeit v = ä#(t), die Beschleunigung b = ä(t) und die 
Kraft K = K(t). Dabei wird das Newroxsche Gesetz in der Form K =amb beobachtet, 
mit &=1 bei spezieller Wahl IN=1kgms* für die Maßeinheit der Kraft. — Die wichtigsten 
Regeln der Differential- und Integralrechnung werden zusammengestellt. Viele Funktionen 
lassen sich durch TAyrorreihen x(a + d) = exp[a(d/db)] x(b) darstellen. Hierbei bedeutet 
expx die bekannte Exponentialreihe. Für die quantitative Formulierung physikalischer 
Sachverhalte besonders wichtige Funktionen sind die 9-Funktion und die 6 Funktion. -- 
Differentialgleichungen erster und zweiter Ordnung lassen sich nur in Sonderfällen durch 
direkte Integration lösen. Ihre allgemeinsten Lösungen enthalten einen bzw. zwei willkürlich 
wählbare Parameter. Einen qualitativen Überblick über die Lösungen von Differential- 
gleichungen erster Ordnung liefert das Richtungsfeld, bei solchen zweiter Ordnung das 
Krümmungsfeld. Analytische Lösungen erhält man allgemein in Form von Potenzreihen. — 
Das Grundgesetz der Mechanik (Nrwronsches Kraftgesetz) lautet K = mä. Die Grund- 
aufgabe der Mechanik besteht in der Bestimmung der Bahnkurve x(f) unter dem Einfluß 
beliebig vorgegebener Kräfte K(t,x, &). Im einfachsten Falle K = 0 entsteht die kräftefreie 
Bewegung. Sie ist beschleunigungsfrei und: erfolgt daher mit konstanter Geschwindigkeit. 
Der Zustand der Ruhe ist ein Spezialfall der kräftefreien Bewegung mit der Geschwindig- 
keitv=0. 


121 Graphische Beschreibung einer Bewegung 


In [11] wurde der Kraftbegriff eingehend untersucht. Dies geschah unabhängig 
von der Eigenschaft der Kraft, Bewegungen zu verursachen. Jetzt aber soll 
gezeigt werden, wie Kräfte Bewegungen hervorrufen. Zu diesem Zweck macht 
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es sich erforderlich, zunächst für den anschaulichen Vorgang ‚Bewegung‘ die 
zugehörige abstrakte Form zu finden. Dies soll am Beispiel eines graphischen 
Fahrplans durchgeführt werden. 


In Abb. 121.1 ist der Fahrplan der auf einer Eisenbahnlinie mit Stationen A. 
B, C, D und E verkehrenden Züge graphisch dargestellt. Nach rechts sind die 
Uhrzeiten aufgetragen und nach oben die verschiedenen Bahnhöfe. Ihr Abstand 
ist der Kilometerzahl der Strecke entsprechend gewählt. Die mit I bezeichnete 
Kurve beschreibt einen Zug, der sich bis 1.00 Uhr am Bahnhof A aufgehalten 
hat, dann losfährt und um 2.00 Uhr am Endbahnhof E ankommt. Ein anderer 
Zug fährt um 2.00 Uhr bei A ab, kommt um 2.20 Uhr bei B an, fährt um 2.40 Uhr 
bei B ab, usw. Die entsprechende Kurve Il 
enthält Knicke, wogegen die Kurve 1 zeigt. 
daß es sich hier offenbar um einen Schnell- 
zug handelt, der an den Stationen B, C. 
und D nicht gehalten hat. Ein anderer 
Zug III fährt in entgegengesetzter Richtung 
von E nach A. 


le ce er 7 DE Ze u 
Abb. 121.1. Graphischer Fahrplan für ‚ ü ’ 
drei Eisenbahnzüge als Ort-Zeit-Dia- Die Kurven verlaufen um so steiler, je 

gramm der Bewegung schneller die Züge fahren. Die Steilheit der 
Kurven ist ein Maß für die Schnelligkeit. 
Findet keine Bewegung statt, so verläuft die Kurve in dem betreffenden Zeitab- 
schnitt parallel zur i-Achse. Weiter zeigen die Überlegungen, wie eine Bewegung 
durch eine Kurve dargestellt werden kann. Allerdings sind bei dieser Darstellung 
stillschweigend einige Voraussetzungen gemacht, die wir uns vor Augen halten 
wollen: Die ganze Darstellung ist nur sinnvoll, wenn die räumliche Ausdehnung 
des Eisenbahnzuges keine Rolle spielt, also klein ist gegen die sonst auftretenden 
Entfernungen. Liegen zwei Orte so dicht beieinander, daß die Lokomotive eines 
sehr langen Zuges sich schon am nächsten Bahnhof befindet, während der letzte 
Waggon noch aus dem vorigen herausrollt, so macht es sich erforderlich, einen 
einzigen Punkt des Zuges als charakteristisch für die Bewegung herauszugreifen, 
zum Beispiel den Scheinwerfer der Lokomotive. Bei physikalischen Problemen 
wählt maı im allgemeinen den erst später in [212] behandelten Schwerpunkt 
als den für die Bewegung charakteristischen Punkt. Weiter ist bei der obigen 
Beschreibung von inneren Bewegungen der einzelnen Wagen gegeneinander, die 
ja nur federnd miteinander verbunden sind, völlig abgesehen. 


Die sich bewegenden Gegenstände müssen zweckmäßig idealisiert werden. 
damit ihre Bewegung einfach beschrieben werden kann. So betrachten wir 
künftig im Rahmen dieses Teils nur Gegenstände, deren räumliche Ausdehnung 
vernachlässigbar klein ist gegenüber den Strecken des Bewegungsablaufs. Außer- 
dem sollen innere Bewegungen des Gegenstandes ohne Einfluß auf den zu be- 
schreibenden Bewegungsablauf sein. Solchermaßen gekennzeichnete Gegenstände 
nennen wir Punktmassen (Teilchenkonzeption). Sie werden zunächst in [1] und [2] 


[122] 12 Analytische Beschreibung von Bewegungen 25 


ausführlich untersucht. Die Bewegungssituation einer solehen Punktmasse ist 
schematisch in Abb. 121.2a wiedergegeben. Die durch einen dicken Punkt 
markierte Punktmasse bewegt sich längs einer mit x bezeichneten Geraden. 
Die Kurve von Abb. 121.2b zeigt den Bewegungsablauf. Bei der in der Abbildung 
gewählten Kurvenform bewegt sich also der Massenpunkt zunächst nach rechts 
in Richtung zunehmender x (positive Steigung der Kurve). Im mittleren Abschnitt 
dagegen wird die Steigung negativ, mit zuneh- 


——— menden Zeiten t verringern sich die zugehörigen 
a) Zahlenwerte auf der x-Achse, der Massenpunkt. 
’ läuft hier also nach links. Im rechten Kurven- 
abschnitt findet wiederum eine Bewegung nach 
Are) rechts statt. Analytisch beschreiben wir die ein- 
dimensionale Bewegung des Massenpunkts durch 
eine Funktion 
f R z=ell). (l) 
Abb. 121.2. Eindimensionale Be- Diese Beziehung soll ausdrücken, daß jedem 
wegung einer Punktmasse Zahlenwert i der Zeit ein Zahlenwert x des Orts 


zugeordnet ist, nämlich durch die mit x(t) bezeich- 
nete Funktion. In [3] wird gezeigt, daß die Bzschreibung durch Punktmassen 
keine wesentliche Einschränkung der realen Gegebenheiten bedeutet. Wir werden 
sehen, daß sich die Schwerpunkte ausgedehnter Gegenstände nach den gleichen 
Gesetzen bewegen wie die hier betrachteten Punktmassen. 


122 Newronsches Grundgesetz der Mechanik als Erfahrungssatz 


Mit den Ausführungen von [121] kann man nun graphisch und analytisch 
untersuchen, auf welche Art eine Kraft eine Bewegung verursacht. Als konkretes 
Beispiel betrachten wir den in Abb. 122.1 dar- 
gestellten Eisenbahnwaggon. Wir setzen diesen eu, BEE BE 
Waggon im Gedankenexperiment durch An- 
schieben in Bewegung, führen ihn ein Stück : j 
über die Gleisstrecke und halten ihn wieder Modell zen se 
an. Dabei beobachten wir sowohl die Bahn- des Zusammenhangs a 


kurve als auch die für diesen Vorgang jeweils Kraft k und Bewegungsänderung 
erforderliche Kraft. 


Die Bahnkurve der Bewegung ist in Abb. 122.2a dargestellt. Es sind ins- 
gesamt 5 Abschnitte des Bewegungsablaufs zu unterscheiden: 


1. Der Waggon befindet sich am ursprünglichen, mit x = 0 bezeichneten Ort 
in Ruhe. 


2. Der Waggon wird durch äußere Kraft angeschoben. 
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3. Der Waggon wird mit gleichmäßigem Lauf weitergeschoben. Dies entspricht 
dem geraden Teil in der Mitte der Kurve. 


a) 
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Abb. 122.2. Bewegungsablauf beim Transport 
eines Waggons. a) Bahnkurve x(t), b) Ge- 
schwindigkeitsverlauf v»(t), c) graphische Dar- 
stellung der Beschleunigung 5(t), d) Darstellung 
der Zeitabhängigkeit der zugeführten Kraft &(t), 
e) Reibungskraft K,(t), f) Gesamtkraft K(t) 


Abb. 122.3. Grenzübergang zur Geschwindig- 


keit v in P, als Übergang von der Sehne PP, 
zur Tangente 


4. Der Waggon wird durch ent- 
gegenwirkende Kraft gebremst. 


5. Der Waggon befindet sich am Ziel 
in Ruhe. 


Unter der Geschwindigkeit v (ve- 
locitas) wird der pro Zeit zurück- 
gelegte Weg verstanden. Die Ge- 
schwindigkeit ist also das Verhält- 
nis x/t, wenn sich ein Gegenstand in 
der Zeit £ um eine Strecke x be- 
wegt. Bewegt sich der Gegenstand 
im Zeitraum von t, bis it, auf der 
Strecke von x, nach x,, so gilt ent- 
sprechend 


er I — 3%, 
v= 


wer (1) 
Dies ist die zwischen zwei Orten 
und Zeiten vorhandene sogenannte 
mittlere Geschwindigkeit. Sie ent- 
spricht gemäß Abb. 122.3 der Stei- 
gung der Verbindungslinie zwischen 
den Punkten P, und P,, also der 
der Sehne. Die Geschwindigkeit in 
einem Punkt 1 erhalten wir, indem 
wir den Punkt 2 längs der Kurve 
bis an den Punkt 1 heranrücken. 
Bei diesem Grenzübergang geht die 
Sehne in die Tangente über. Ana- 
lytisch bedeutet dies 


%— 3 


t=lim =tangpmaer!. (2) 


2 a 
Verschieben wir in Abb. 122.3 den 
Punkt P, längs der Kurve nach ?}. 
so ist v die im Punkt P, der Bahn- 
kurve vorhandene Geschwindigkeit. 
v wird in ms”! gemessen. Im Dia- 
gramm wird x inm und tins ein- 
getragen. Dann ist tan p hier das Ver- 
hältnis der Maßzahlen von x, — x; 
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und t, — t,. Das Auftreten der Maßeinheiten in (2) ist nicht weiter verwunderlich. 
Ändert man in Abb. 122.3 die Maßstäbe, indem man auf der Skala Im durch 2m 
ersetzt, so wird die zugehörige Kurve flacher, und bei gleicher Geschwindigkeit v 
besitzt tangp nur den halben Wert. Dieselbe Aussage ist auch im zweiten 
Gleichheitszeichen von (2) enthalten, wie man leicht nachprüft. 


Die zur Bahnkurve x(f) gehörige Geschwindigkeit ist in Abb. 122.2b dar- 
gestellt. Im waagerechten Bereich von x(f) ist v= 0. In den gekrümmten 
Bereichen nimmt v zu bzw. ab, und im gleichmäßig ansteigenden Bereich ist v 
konstant. Als Beschleunigung 5b wird die Geschwindigkeitsänderung pro Zeit- 
einheit bezeichnet, die in gleicher Weise aus v hervorgeht wie v aus x. Es gilt 
entsprechend 
u! 


b=lim =tanyms”. (3) 


b—t fa — 1 
Dabei ist y der Steigungswinkel der Tangente an die Kurve v(t) zur betrachteten 
Zeit t. In der untersuchten Bewegung von Abb. 122.2 entsteht eine Beschleunigung 
nur beim Anschieben und Bremsen. Die Beschleunigungskurve ist als dritte 
in Abb. 122.2c dargestellt. 


Nunmehr denken wir uns die zugeführte Kraft k, die zur Erzeugung der Be- 
wegung x(t) erforderlich war, laufend gemessen. (Das kann dadurch geschehen, 
daß zwischen der angreifenden Kraft und dem Waggon ein Kraftmesser vom Typ 
der Abb. 113.1 angeordnet wird.) Das Ergebnis ist in Abb. 122.2d als % dargestellt. 
Zunächst ist eine erhebliche Kraft erforderlich, bis sich der Waggon überhaupt 
in Bewegung setzt und die gewünschte Geschwindigkeit erreicht. Mit verhältnis- 
mäßig. geringem Kraftaufwand dagegen läßt sich der Waggon mit konstanter 
Geschwindigkeit weiterschieben, und erst zum Bremsen ist wiederum eine Kraft, 
diesmal in entgegengesetzter Richtung, erforderlich. Weiter ist noch zu berück- 
sichtigen, daß neben der durch unsere Hand ausgeübten Kraft k noch die in 
[116] untersuchten, der Bewegung entgegengerichteten Reibungskräfte (hier: 
Kr <0) wirksam sind; im ersten Bereich der Kurve also die Haftreibung (u. a. 
in den Lagern) und in den weiteren Bereichen die rollende Reibung, beide 
dargestellt in Abb. 122.2e. Zählt man wegen k + Kr =K beide zusammen, so 
entsteht die untere Kurve K(t) für die jeweilige Gesamtkraft, die erforderlich 
war, um die in der obersten Kurve dargestellte Bewegung x(t) hervorzu- 
rufen. 


Vergleicht man die Kurven K(t) und b(t) in Abb. 122.2, so stellt sich heraus, 
daß beide während des gesamten Bewegungsablaufs einander proportional sind. 
Die Kraft K ist also bis auf einen Proportionalitätsfaktor gleich der Beschleuni- 
gung b. Dieser noch zu untersuchende Faktor ist aber nicht bei allen Bewegungen 
der gleiche. Beladen wir den Waggon so weit, daß er seine Masse verdoppelt, 
so stellen wir fest, daß auch die doppelte Kraft X erforderlich ist, um die gleiche 
Beschleunigung hervorzurufen. Die erforderliche Kraft ist also der Masse m des 
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zu bewegenden Gegenstandes proportional. Die Berücksichtigung auch dieser 
Erfahrung liefert das Newronsche Kraftgesetz 


K=oamb. (4) 


Der in dieser Gleichung noch offengebliebene Faktor « ist bei allen Bewegungen 
verschiedenster Massen gleichgroß. Sein Zahlenwert hängt natürlich von den 
_ gewählten Maßeinheiten der Größen K, m und b ab. Wegen der außerordent- 
lichen Bedeutung von Gleichung (4) hat man, um diese Gleichung möglichst 
einfach zu schreiben, die Maßeinheit der Kraft so gewählt, daß& = 1 wird. Durch 
diese Forderung wird das Newton definiert als 


1IN=1kgms””. (5) 


An die Stelle der bislang vier Grundgrößen Länge, Zeit, Masse und Kraft 
treten nunmehr nur noch drei. Auch Energie und Leistung lassen sich unter 
Zuhilfenahme von (5) durch kg, m und s allein ausdrücken. 


Bemerkenswert ist hier, daß die Masse m offenbar zwei ganz wesensverschiedene 
physikalische Eigenschaften besitzt, die in der Gleichung K = mg ausgedrückte 
Schwere und die in (4) ausgedrückte Eigenschaft, die als Trägheit bezeichnet 
wird. Dieser Unterschied wird in [131] genauer besprochen. Übrigens wird bei 
Bewegungen unter dem Einfluß der Schwerkraft mg =amb, so daß ga’!'=b 
gilt. g&”! ist die Beschleunigung, die einem Körper durch die Schwerkraft 
erteilt wird. Sie wird als Schwerebeschleunigung bezeichnet und stimmt im hier 
gewählten Maßsystem mit g überein. 


123 Differentialrecehnung 


Die Ableitung des NewTosschen Kraftgesetzes in [122] erfolgte an Hand von 
anschaulichen Überlegungen und Kurven. Für entsprechende analytische Über- 
legungen ist es erforderlich, bestimmte Grundregeln der Differential- und Integrai- 
rechnung zu beherrschen, die in diesem und in den nächsten Abschnitten 
kurz zusammengestellt sind. Dabei ist besonders wichtig für das Erlernen 
der Theoretischen Physik, daß der Leser das mathematische Rüstzeug routine- 
mäßig beherrscht, damit er später bei der analytischen Formulierung physi- 
kalischer Gedankengänge nicht laufend durch mathematische Überlegungen 
abgelenkt wird. (Für den Leser, der diesen Stoff im großen und ganzen bereits 
beherrscht, verfolgen diese Abschnitte den Zweck einer Wiederholung und 
Kontrolle. Sie sollen ferner auf die spezifische in der theoretischen Physik übliche 
Schreibweise und ihre Vorteile hinlenken.) 


Wieder wird die Bewegung einer Punktmasse m betrachtet, dargestellt durch 
eine Kurve, wie in Abb. 121.2, oder durch den funktionalen Zusammenhang 


z=x(t) (1) 
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Neben dem Zeitpunkt f wird ein benachbarter Zeitpunkt £ + di betrachtet, zu 
dem sich die Punktmasse am Ort .(t£ + d.t) befindet. Die zugehörige Geschwindig- 
keit wird, weil sie aus x(£) hervorgegangen ist, mit 2 (f) bezeichnet und ist 


a: z(t+dt)—x(t) _ det) 
a dt de “ 


Sie wird als Differentialquotient der Funktion x(f) nach der Variablen t bezeichnet 
(kurz: Ableitung oder Zeitableitung). Zum Unterschied von (122.2) braucht 
dieser Gleichung nicht mehr hinzugefügt zu werden, daß der Grenzübergang 
längs der Kurve erfolgen soll. Hier wird vielmehr der funktionale Zusammen- 
hang (1) vorausgesetzt'und dann zur Grenze dt— 0 übergegangen. (Im Gegensatz 
zu der in der Mathematik üblichen Schreibweise werden hier auch endliche 
Intervalle mit d bzw. dx bezeichnet. Das bedeutet keine mathematische Un- 
exaktheit; es setzt vielmehr künftig beim Leser so viel mathematische Bildung 
voraus, daß er selbst weiß, wann mit diesen Größen der Grenzübergang d! > 0 
ausgeführt ist und wann nicht.) Die auf der rechten Seite von (2) auftretende 
Bezeichnung dx/di wird oftmals neben der Bezeichnung x, die nur für Zeit- 
ableitungen verwendet wird, gewählt (bei Ableitung nach anderen Variabeln: 
x’ statt &). 


Der Differentialquotient (2) bedeutet graphisch die Neigung einer Tangente. 
Deshalb kann die Gleichung 
re (3) 


nur für solche t-Werte erfüllt werden, an denen die Tangente waagerecht verläuft. 
Dies ist der Fall, wenn die Kurve c=x(t) dort ein Maximum, ein Minimum 
oder einen Wendepunkt mit horizontaler Tangente besitzt. 


Die wichtigste Aufgabe der Differentialrechnung besteht in der Berechnung 
des Differentialquotienten (2) für vorgegebene Funktionen (1). Bei den folgenden 
Überlegungen werden x und t nur noch als rein mathematische Größen unabhängig 
von ihrer physikalischen Bedeutung betrachtet (also auch ohne Rücksicht auf 
eventuelle Maßeinheiten). Zunächst wird die Funktion 

z()= ar (4) 
betrachtet. Der Differentialquotient ist nach (2) 


.__. d(at) (+ dt" — m mHnaidt+...+ (dert PEN x 
a Rn =x Fr) =ant (5) 


Hier ist zunächst in (2) «(#) vor Durchführung des Grenzüberganges durch (4) 
ersetzt und ausmultipliziert. Dabei kompensieren sich die beiden Glieder t" 
Beim anschließenden Grenzübergang verschwinden alle übrigen Glieder mit dt, 
(dt)?... Obwohl der Grenzübergang hier nicht explizit bezeichnet ist, muß er 
natürlich in Gedanken trotzdem durchgeführt werden. Im vorletzten Ausdruck 
von (5) ist der Grenzübergang noch nicht durchgeführt, im letzten dagegen ist 
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er es bereits. Das Ergebnis besagt für n = 0, daß die Ableitung einer Konstanten 
verschwindet. Für n = 1 liefert es als Ableitung die Konstante «. 


Ist die Funktion x(t) Summe zweier Funktionen v und v, so gilt, wie man beim 
Einsetzen in (2) sofort erkennt, 
<(t)=ult) + vlt) g=üt. (6) 
Die Ableitung eines Produkts 
=) = ul) vlt) (7) 
dagegen ist komplizierter. Beim Einsetzen in (2) werden entsprechend 


g ae er a 3 UN ee] (8) 


zwei Terme hinzugefügt, die sich gegenseitig kompensieren. So läßt sich der 
ganze Ausdruck erkennen als 


z=iült)v(t+dt)+ult)öl)=ür+ ui. (9) 
Dies ist die sogenannte Produktregel. Im letzten Teil von (9) ist wieder der Grenz- 
übergang bereits durchgeführt, im mittleren erst teilweise. 
Ist die Funktion x(f) nur indirekt in der Form 
= u(v) v=v(t) (10) 
vorgegeben, so erfolgt das Differenzieren nach der sogenannten Kettenregel. 
Zunächst wird v in u eingesetzt, und es entsteht 
2()=u(v(t)) (11) 
Nun wird der Differentialyuotient 
du _ u(v(t+di))— wulv(t)) 


> di a2 
gebildet und mit 
dv=v(t+dt)—v(t) (13) 
erweitert. Dabei läßt sich in 
_ wol) +de)— u(v(t)) dv _uw+dv)— ul) dv du dv (14) 


dv dt dv dt dv» dt 


der erste Faktor als Differentialquotient von uw nach v erkennen, und es entsteht 
am Schluß dieser Gleichung die Kettenregel. Ist der Zusammenhang zwischen 
x und i nur in der Form der Umkehrfunktion i(x) bekannt, die aus Abb. 122.3 
durch Vertauschung von x und t, also durch Spiegelung an der Geraden x =t 
hervorgeht, entsteht als Differentialquotient 


dx 1 
de de (15) 
de 


Zum Beweis wenden wir auf die Funktion £(x(t)) = t die Kettenregel an. 
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In der Theoretischen Physik wird ihrer anschaulichen Bsdeutung wegen vorzugs- 
weise mit Differentialen gerechnet. Als Differential dx wird 


EERTERDERTEETT (16) 


eingeführt, wie immer unter der Voraussetzung, daß dt zwar so klein ist, daß 
Glieder mit di? vernachlässigt werden können, daß di andererseits aber noch von 
Null verschieden ist. Für das Differential einer Potenz gilt dann 


Pr REEEER 
dm) =nm-tdt. | (17) 
Für das Differential von Summe und Produkt gilt 


du+v)=du+dv d(uv)=udv+vdu. (18) 


Im Grunde ist hier nur gegenüber (6) und (9) der ‚Nenner‘ di fortgelassen. 


Schließlich ist es. vielfach üblich und zweckmäßig, Differentialquotienten in 


der Form ä 
<= (19) 


zu schreiben. Dabei erhält das Symbol d/dt die Bedeutung eines Operators, 
welcher der ursprünglichen Funktion x(t) eine andere Funktion, nämlich &(t), 
zuordnet. Er wird als Differentialoperator bezeichnet. Stehen mehrere Differential- 
operatoren in einem Produkt nebeneinander, so ist zuerst der am weitesten rechts 
stehende Operator auf alle rechts von ihm stehenden Funktionen anzuwenden 
und dann der jeweils nächste davor stehende Operator. Die zweite Ableitung 


wird durch ; 
nz = kr =0)=(4 Ye = Zr: (20) 


dargestellt, und ein kombinierter Ausdruck erhält in der Operatorschreibweise 
zum Beispiel folgende Form 


ai +be=|ai, +b Im |e. (21) 


Bei Funktionen mehrerer Variabeln wie f(x, y) werden partielle Differential- 
quotienten durch 


07 _ etde.) en) 07 _ evtan-iem | (9) 
9x dx (7 dy 


definiert. Sie werden wie gewöhnliche Differentialquotienten nach den betreffenden 
Variabeln x bzw. y gebildet, während gleichzeitig die jeweils übrige Variable bei 
der Differentiation als Konstante angesehen wird. Zum Beispiel gilt 


PER: of _ 2% 0 3.2 
Er wp Kr 


(23) 
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(Vorsicht: die beim Rechnen mit Differentialquotienten verbreitete Unsitte, 
d/dt einfach als gewöhnlichen Quotienten aufzufassen, führt hier sogleich zu 
Fehlschlüssen!) 


Sind x und y wieder Funktionen x(t) und y(t), so gilt für die Zeitableitung 
von f(x, y) mit der Kettenregel (14) 


af _ Flatt+di), yierdt)) - Ile), yW) 
dt dt 


Ie+dae.y+dn)-fay+dy) , Ia»y+dy)- I y) 
di dt 
af _9f de , df dy 
dt 9x dt  9y de 


(24) 


für die vollständige Ableitung nach t. Wir erhalten (24) sofort, wenn wir be- 
achten, daß die durch Änderungen von x und y bewirkte Änderung von f durch 


z=f&,y) of 


U > 

d/=, dr+ dy dy (25) 

beschrieben wird. (25) heißt totales Differei- 
tial. 


z 

Um die anschauliche Bedeutung von (22). 
zu verstehen, fassen wir z= f(x, y) als Glei- 
chung einer Fläche über der xy-Ebene auf. 
Jedem Punkt x, y der Ebene wird die Zahl 
z = f(x, y) zugeordnet, die die Höhe der 
3 Fläche im betreffenden Punkte angibt. Die 
” . Ebene y= konst. schneidet die Fläche, und 
en De an 9f/dx ist der Ditferentialquotient der in dieser 

Differentialquotienten 9f/dx=tanı j 
und 9f/dy = tanß x2-Ebene liegenden Schnittkurve. Entspre- 


chendes gilt für 9f/dy. 


Im allgemeinen ist eindeutig klar, was unter den konstant zu haltenden „,je- 
weils übrigen‘‘ Variabeln zu verstehen ist. In der Thermodynamik allerdings 
sind die Verhältnisse komplizierter. Dort treten Funktionen wie E = E(Ö, r) 
mit Ö= Ö(p, T) auf, und man hat sorgfältig zwischen (0Z/Or), und (0E/Or), 
zu unterscheiden, je nachdem, ob Ö oder p konstant gehalten werden soll. Die 
letztere Ableitung bezieht sich auf die Funktion E(Ö(p, r). r). so daß mit der 


Kettenregel 
oE 3E\ _[OE\ (90 u 
Er (art 35). | or ), ee) 


offenbar verschiedene Ausdrücke entstehen. je nachdem, ob p oder D konstant 
gehalten wird. 
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124 Unendliche Reihen 


In diesem Abschnitt werden Funktionen x(t) untersucht, die sich durch kon- 
vergierende Potenzreihen 


N) =n tat tg + +a,l"+--- (l) 


darstellen lassen. |Die Frage, unter welchen Voraussetzungen eine auf andere Art 
vorgegebene Funktion sich durch eine Reihe vom Typ (1) darstellen läßt, wird 
hier nicht berührt.] Zunächst berechnen wir die Koeffizienten a,. Beim Differen- 
zieren geht diese Reihe in 

E —ay+ 2agt + 3a? + + nat itee- (2) 
über und nach zweimaliger Ableitung in 


d’x 


"IE —=29+2-3azt 4. +nn — 1)a,t" "+... (3) 


Entsprechendes gilt bei mehrfachem Differenzieren. Betrachtet man die Gleichun- 
gen (1) bis (3) für 2 = 0, so ergibt sich 


x(0)= a, 
&(0) = (&),= a, (4) 
(0) = (7) Ba 


und bei Berücksichtigung höherer Differentialquotienten 


dd 
(ar)=2 30 

BR (5) 
Be Fe En Er =n! 

| Ir |! 2.3...na,=nla,. 

Diese Differentialquotienten ersetzen also in (1) die Koeffizienten a,, so daß sich 

endgültig 
im (de 

<= 2 (Fr), (6) 
für die Reihe ergibt. Dies ist die sogenannte TavLorsche Reihe. Ersetzt man in 
Gleichung (6) i durch  — ti, und bezeichnet x(t — t,) mit y(t), so entsteht 


=), u) 


! 
n=0 n 


Schließlich Kann man in (7); t = t,+ r setzen, dann entsteht die Form 


dr 


ylo+ Tr) = Dir: 5 y Wo. (8) 


3 Macke, Teilchen. 3. Aufl. 
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Einige Potenzreihen spielen eine besonders wichtige Rolle. Es sind dies die 
Reihen 


sınt= t a7 20 Saas sale 
ER t? Be; 
cost —= Bars; Pe (9) 
t? 1? tt 
n(l+ti)= { 3 sr 


Die erste von ihnen wird als Exponentialreihe bezeichnet. Ihre Umkehrfunrktion 
ist nach (17) der Logarithmus. Die in (9) durch die entsprechenden Reihen de- 
finierten Funktionen sint und cos? sind mit den von der Geometrie her bekannten 
trigonometrischen Funktionen identisch, wie in (144.6) bewiesen wird. Die letzte 
in (9) angeführte Reihe ist als Binomische Reihe bekannt. Die Symbole (}) heißen 
Binomialkoeffizienten und sind durch 


n\ am—1)...nr-v+l) n! 
(;) 1-.2.3....v v!(n — »)! (10) 


Hl 


definiert. Die letzte Gleichung von (9) gilt für beliebige gebrochene, positive und 
negative n. Für ganzzahlige, positive n bricht sie nach n + 1 Gliedern ab, was 
sofort aus (10) zu ersehen ist. 


Die Exponentialreihe besitzt die bemerkenswerte Eigenschaft 
a t= t 11 
ar SPP —eXpE; (ıl) 


da sie bei der Anwendung des Differentialoperators unverändert bleibt. Außerdem 
besitzt diese Reihe eine gewisse Ähnlichkeit mit der TavyLozschen Reihe (8). Er- 
setzt man dort zur besseren Übersicht r und {, durch a und b, so läßt sich diese 
Reihe als 


"dr ı (_d\n 
a + = meb= Tr (a5) =) (12) 
schreiben, was sich formal durch 
d 
x(a+b) =exp(a4;) x(b) | (13) 


ausdrücken läßt. Daß im zweiten Gleichheitszeichen von (12) die Reihenfolge von 
a und d/db vertauscht wird, spielt keine Rolle, da die Ableitung da/db ver- 
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schwindet. Betrachtet man Gleichung (13) speziell für die Exponentialfunktion, 
so gilt 

exp(@a-+b)=exp (a5) expb. (14) 
Der Operator exp(ad/db) in dieser Gleichung ist wieder als Abkürzung für die 
entsprechende Reihe (9) aufzufassen. Dabei liefert jede einfache wie auch mehrfache 


Anwendung von d/db auf expb entsprechend (11) lediglich einen Faktor 1. Man 
kann also überall innerhalb der Reihe d/db durch 1 ersetzen, und es gilt 


| exp(a+b)=expaexpb | (15) 


als zweite außerordentlich wichtige Eigenschaft der Exponentialreihe. Diese 
letztere Eigenschaft aber hat die Reihe mit den Exponentialfunktionen a? ge- 
meinsam. Sie wird deshalb oft in der Form 


xz=expi=el el=e=32,/718... (16) 


geschrieben. Hier ist e die Basis des natürlichen Logarithmus. e wird aus (9) mit 
i=1 direkt berechnet. Die Umkehrfunktion 


t=Inx (17) 


wird als natürlicher Logarithmus bezeichnet. 


125 Integralrechnung 


Das Integral einer Kurve wird im Sinne der na = 
Abb. 125.1 als Flächeninhalt zwischen der Kurve Zi: 
und der waagerechten Achse zwischen den Gren- Abb. 125.1. 
zen t, und t, definiert. Denkt man sich das Inter- Zur Berechnung des Flächen- 
vall zwischen i, und t, in kleine Teilintervalle der inhalts unter einer Kurve 
Breite d£ zerlegt, so ist für beliebige Zerlegungen 

t, 
em Salt)dt= [atz(ı) mtraus tsSt<st-+dt (1) 
dio h 


der gesuchte Flächeninhalt F als Grenzwert der Flächen entsprechender Treppen- 
stufenkurven, die in der Grenze dt— 0 in die Kurve übergehen, dargestellt. 
Der letzte Ausdruck von (1) enthält die übliche Bezeichnungsweise für eine 
solche Summenbildung mit anschließendem Grenzübergang. 


Andererseits kann die Integration als Umkehroperation der Differentiation 
(s. Abb. 125.2) dargestellt werden. Wir bilden im Sinne von (1) das Integral 


3* 
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über ein Intervall von t, nach t, diesmal aber nicht über x(t). sondern über die 


abgeleitete Funktion &(f): : 


J= [dtä(t). (2) 
to 
Ist die obige Behauptung richtig, so muß J mit x(t) übereinstimmen. Zunächst 
wird J durch die der Gleichung (1) entsprechende Summe 


_ [et +d)—- lt) , ii +2dt)-zlto+di) | z(t) — x(t- di) 
u dt | di al due Sn 


dt (@) 


ersetzt, von der nur die ersten beiden Glieder 
und das letzte hingeschrieben sind. Noch vor 
dem Grenzübergang wird in diesem Ausdruck dt 
gekürzt. Alle verbleibenden Summanden heben 
% ? sich nunmehr wie der erste und vierte in (3) fort, 
und es bleiben nur noch Anfangs- und Endglied 

übrig, womit (3) in 
J=x()+e mit c=—x{t,) (4) 


übergeht. Der nun noch durchzuführende Grenz- 
übergang ändert dieses Ergebnis nicht mehr. Es 
stellt sich also heraus, daß J bis auf eine beliebig 
; ; wählbare Konstante c, die die Bedeutung der 
schen Integration und Differen- munktion x an der unteren Grenze i, des Integrals 
tiation. Die obere Kurve be- . hi 2 i ö 
schreibt die Steigung der unteren. besitzt, mit x(f) übereinstimmt. 
Die untere Kurve beschreibt bei Bei der Integration analytisch gegebener Funk- 
«(t) den Flächeninhalt unter der tionen geht man im allgemeinen so vor, daß man 
ARSTER EREUE Si chen u une mit Kenntnis der Differentiationsregeln Funktio- 
nen sucht, die durch Differentiation in die ge- 
gebene Funktion übergehen. Dabei wird also die Eigenschaft der Integration als 


inverse Operation zur Differentiation ausgenutzt. Als Anwendungsbeispiel wird 
das Integral 


t= 0 t 


EN SE ( = w__ 
[ae > ih d(—at)e = 
{) 


t=0 1= 


& t 


Abb. 125.2. Zusammenhang zwi- 


berechnet. Die obere Grenze oo in diesem Integral ist wieder als eine abgekürzte 
Schreibweise für einen entsprechenden weiteren Grenzübergang zu verstehen, 
ohne dessen sorgfältige Durchführung das Integral (5) möglicherweise keinen 
mathematischen Sinn hat. Vor Durchführung der Integration wird —at statt t 
als Variable eingeführt und mit y bezeichnet. Die Integration von e’ aber liefert 
wieder e’. Da die Exponentialfunktion sich beim Differenzieren nicht ändert. 
kann sie sich auch beim Integrieren nicht ändern. e ist also an den Grenzen 
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y= —-® und y = 0 einzusetzen und liefert 1/x. Durch einen einfachen Trick 
läßt sich das Integral 


at ot 
[rate =, [dte eure 
6 6 


berechnen, das, wie man sich leicht überzeugt, aus (5) durch Differentiation 
nach —x hervorgeht. Genaugenommen sind Differentiation und Integration 
in ihrer Reihenfolge nur bei Integralen mit endlichen Grenzen vertauschbar, 
so daß sich eine sorgfältige Durchführung der Rechnung erforderlich macht; 
die obere Grenze & ist durch ? zu ersetzen und später der Grenzübergang t -> © 
durchzuführen. Der Differentialoperator wird auf das bekannte Ergebnis (5) 
angewendet, wobei 1/2 entsteht. Ersetzt man £ in (6) durch t”, so entsteht 
nach n entsprechenden Differentiationen n!/a”*}. 


Besitzt der Integrand des zu berechnenden Integrals die Form udv/di, so läßt 
sich die weitere Integration oftmals leichter durchführen, wenn man folgende 
Umformung des Integrals vornimmt, die als partielle Integration bekannt ist: 


- [as (7) 


Zunächst wird dieser Integrand durch .dwv/dt ersetzt. Wie aber die Produkt- 
regel (123.18) zeigt, entsteht dabei ein Glied zuviel, nämlich v du/dt, das wieder 
abgezogen werden muß, so daß schließlich das Ergebnis (7) entsteht. Außerdem 
ist in (7) die der Summenregel (123.18) der Differentialrechnung entsprechende 
Summenregel der Integralrechnung verwendet, deren Beweis einfach durch- 
zuführen ist und dem Leser überlassen sei. 


A 
EG  fulir-4 ar o=uo|, 
to 


Als Beispiel eines Mehrfachintegrals berechnen wir das Volumen einer Halb- 
kugel über der xy-Ebene. Es setzt sich aus kleinen Säulen von der Höhe 
R2 — x? — y? und Grundfläche df = dx dy additiv zusammen: 


O=/fdfz=[fArdyzla,y). (8) 


Dies ist ein zweifaches Integral, weil bei der Aufsummation über alle Grund- 
flächen df die Größen x und y alle Intervalle im Integrationsbereich x?+ y’s R? 
der xy-Ebene durchlaufen. 


Bei der Auswertung des Integrals (8) denken wir uns eine Koordinate, zum 
Beispiel x, festgehalten, während wir über die andere, also y, integrieren. Dabei 
kann y wegen x? + y? < R? nur zwischen y, (x) = + JR? — x? variieren: 

Y+(2) + YR’-a2 
O-/[de f dyz(&,y) = Tas) [| dyYR-22- f. (9) 


Y_(&) pe a 
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Y.(x) stellt die obere und untere Randkurve des Integrationsbereichs dar. Das 
Ergebnis ist nur noch eine Funktion von » allein und wird nach den üblichen 
Regeln über x integriert. Zur Durchführung der Rechnung wird gesetzt: 
+R +4 
Ü= f dxzJ (x) J= fü dy Va? — y? a= YR— 2. (10) 


-R a 
Das Integral J ist 


gt BG — y? + adare sin | R aaresinl= ". (11) 
2 u a Er 2 


Das Ergebnis mit v = arcsinu als der Umkehrfunktion von u = sin» (mit 
arcsin] = rn/2 wegen 1 = sin r/2) entnimmt man einer der üblichen Integral- 
tabellen (z. B. BRONSTEIN-SEMENDJAJEW, Taschenbuch der Mathematik, Leipzig 
1958), oder man bestätigt es durch Differenzieren. Die restliche Integration 
liefert dann 


+R 

BRL.EE 0 a3 Te, 3 HR 2r 3 

0-5 | de(R- 2-5 (RP 7), TR (12) 
-R 


für das Volumen der Halbkugel. 


Oft, so auch hier, ist es bei Mehrfachintegralen zweckmäßig, in der xy-Ebene 
solche Koordinaten einzuführen, die den Symmetrieeigenschaften des Problems 
am besten entsprechen. Im vorliegenden Fall führen wir Polarkoordinaten r, @ 
um den Koordinatenursprung ein und summieren über kleine Ringstücke von 
der Größe dr rd. Der Integrand wird z = JR? — r? und hängt nicht vongab. 
r und @ werden über die Bereiche 


0<r<R 0O<p<2r (13) 
integriert. So wird 
R 2r MEER R PRISON 
Ü= [rar f dyYR—- r= [ 2rrdrYR 
ö ö Ö 


- (ra) YR—r 2 an(R _ 29 


und es entsteht wieder das Ergebnis (12). 


126 Die Einschaltfunktion $(t) und ihre Ableitung ö(t) 


Bei der Aufgabe des Physikers, gewonnenen Erfahrungen eine mathematische 
Formulierung zu geben, spielt die in Abb 126 dargestellte sogenannte Einschalt- 
funktion 6 (f) eine wichtige Rolle. Sie ist dadurch definiert. daß sie entsprechend 


1 t 
(= nie (1) 
0 i<—e 
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für Vergangenheit und Zukunft die Zahlenwerte 0 und 1 besitzt und in einer 
&-Umgebung von ti = 0 bei glattem Verlauf die Zahlenwerte 0 und 1 verbindet. 
Auf den genauen Verlauf im e-Bereich kommt es im allgemeinen nicht an. In 
der Praxis sind die beiden Grenzfälle 


E> 0x quasistatisches Einschalten 


2 
) plötzliches Einschalten 2) 


von besonderer Bedeutung. 


Im vorliegenden Band wird diese Funktion hauptsächlich zur Darstellung 
rascher Einschaltvorgänge verwendet, also für 


” kleine e. Beim praktischen Rechnen allerdings 


090) achte man stets darauf, daß & zwar als klein an- 

gesehen werden kann, aber der Grenzübergang 

= er { nach e= 0 grundsätzlich verboten ist, wenn 
Abb. 126. neben der Funktion 9 selbst auch ihre Ableitun- 


Die Einschaltfunktion 0() und gen in den Gleichungen auftreten. Es kann 
ihre Ableitung ö(t) y n 
tz (t) (wenn e klein) (3) 


gesetzt werden, wie für alle Funktionen, die im wesentlichen nur die Funktions- 
werte 0 und 1 besitzen. Als Anwendungsbeispiel sei hier lediglich die Gleichung 


b +00 
far = f ati) 96-19 -a) (4) 


angeführt. Die Intervallgrenzen des Integrals lassen sich auf + °o ausdehnen. 
wenn der Integrand mit den entsprechenden 0-Funktionen multipliziert wird. 


Eine andere für die mathematische Formulierung physikalischer Probleme 
ebenfalls sehr wichtige Funktion ist die mit 0 über die Gleichungen 


t 
u = far ötr) (5) 


eng zusammenhängende Deltafunktion. Sie ist ebenfalls in Abb. 126 dargestellt 
und wird im wesentlichen durch die Eigenschaften 


ölt) x für ltlse/2 faö=1 (6) 


charakterisiert. Diese Funktion verschwindet überall außerhalb der &-Umgebung 
und ist so normiert, daß eine Integration, die die e-Umgebung von t = 0 minde- 
stens einschließt, gerade 1 ergibt. In dieser &- Umgebung muß ö(t) daher von der 
Größenordnung 1/e sein. Auch hier ist wie vorher bei #(f) der genaue analytische 
Verlauf ohne Belang. 
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Bei der ö-Funktion ist der Grenzübergang e — 0 streng verboten. Beim prak- 
tischen Rechnen wird & stets als klein, aber von Null verschieden angesehen. 
Lediglich wenn ö(f) unter einem Integral auftritt, kann im Anschluß an die 
Integration (aber nicht vorher!) der Grenzübergang e > 0 durchgeführt werden. 
Schreiben wir zur Verdeutlichung vorübergehend ö,(t), so bedeutet 


[ar oe ie) 10% @ 


wegen der Normierungsbedingung (6) eine Mittelwertbildung der Funktion f(!') 
über die e-Umgebung von t’ = t. Der genaue Zahlenwert von (7) hängt natürlich 
von der speziellen analytischen Form der Funktion 6, (t' — t) ab. Gehen wir jedoch 
im Anschluß an die Integration (7) zur Grenze e — 0 über, so wird unter sehr 
weitgehenden analytischen Voraussetzungen für die Funktion f(t') 


lim [dr ö,( 9 FW) = lim fl) = fl), (8) 
Ee>0 


e>0 


denn der Mittelwert einer Funktion über eine unendlich schmale Umgebung 
von {' = t ist im allgemeinen einfach gleich dem Funktionswert bei t selbst. In 
diesem Sinne ist die Gleichung 


far ser) = 10 | (9) 


als abgekürzte Schreibweise der Gleichungen (7) und (8) zu verstehen. ö(t) be- 
deutet also stets eine Funktion (6) mit kleinem, aber endlichem &e, und nur im 
Anschluß an Integrationen wird stillschweigend zur Grenze &— 0 übergegangen. 


Wichtige Anwendungsbeispiele der Funktionen #(t) und ö(t) werden in [148] 
und [157] gegeben. Weitere Eigenschaften dieser Funktionen werden in [447] 
untersucht. 


127 Differentialgleichungen und ihre Lösungen 


Das Newronsche Gesetz der Mechanik nach (122.4) mit x = 1 lautet X = mb. 
Hier kann b durch ä&, den zweiten Differentialquotienten von xz(f) nach t, ersetzt 
werden. Außerdem hängt die Kraft K möglicherweise explizit vom Ort x (wie 
bei der Federkraft), von der Geschwindigkeit & (wie bei den Reibungskräften von 
[116]) oder auch von der Zeit £ (wie in [122]) ab, so daß im allgemeinsten Falle 
die Gleichung 

m&= Kt, x, &) (1) 


entsteht. Bei gegebener Bahn «(t) ist es verhältnismäßig einfach, durch zweimalige 
Differentiation die wirkende Kraft zu berechnen. Im allgemeinen aber liegt in 
der Mechanik die umgekehrte Aufgabenstellung vor, daß nämlich X eine ana- 
lytisch vorgegebene Funktion von f, x und & ist, während die Bahn «(t) aus 
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Gleichung (1) berechnet werden soll. Entsprechend der üblichen Gepflogenheit, 
die Unbekannte auf die linke Seite zu schreiben, wird die NewTronsche Gleichung 
deshalb künftig stets in der Form (1) geschrieben. Mit x(t) als Unbekannter 
ist (1) eine sogenannte Differentialgleichung. Vor ihrer Behandlung hat man sich 
daher noch ganz allgemein zu überlegen, welche Aussagen in derartigen Differen- 
tialgleichungen enthalten sind. 


Die einfachste Differentialgleichung lautet 


ds 
I=10 2) 


mit f(t) als gegebener Funktion. Ihre Lösung erhält man analytisch einfach 
durch direkte Integration dieser Gleichung über die Zeit 


t 
(= [Atf)+e c=x(k). (3) 
to 


Zu diesem Ergebnis ist noch eine beliebige Konstante c hinzugefügt, die ja bei 
Ableitung von (3) verschwindet und dementsprechend die Reproduktion von 
Gleichung (2) nicht stört. Außerdem kann die untere Grenze ti, des Integrals 
beliebig gewählt werden. Setzt man in Gleichung (3) t=1t,, so verschwindet 
das Integral, und der Rest c läßt seine Bedeutung als x(t,) erkennen. Die 
Differentialgleichung (2) besitzt daher nicht nur eine Lösung x(t), sondern 
unendlich viele, die sich durch verschiedene Zahlenwerte x (f,) = c unterscheiden. 
(3) stellt also eine ganze Schar von Lösungen mit c als einem beliebigen Para- 
meter dar, der alle Zahlen durchlaufen darf. 


Ähnlich einfach ist die Lösung der Differentialgleichung 
Fra) (4) 


zu finden, mit f(&) als einer wiederum willkürlichen Funktion, die diesmal aber 
von x statt wie vorher in (2) von t abhängt. Zur Lösung wird f auf die linke Seite 
gebracht und über £ integriert: 


t t 
dt ds s 
IE En - [dt=1-%. (5) 
[73 t 


o 


Dabei kann mit d& = dtä zur Variabeln x übergegangen werden, so daß 
T dr 
Ka)=t+ [75 (6) 
%, 


entsteht. Durch Übergang zur Umkehrfunktion erhält man die gesuchte Funktion 
x(f). Formal einfacher und daher für das Gedächtnis einprägsamer entsteht 
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diese Lösung, wenn man (4) in die Differentialform 


de 

——dt 7 

Te) n 
bringt. Diese Gleichung wird links über x und rechts über £ integriert und 
liefert wiederum das Ergebnis (6). 


Die bisher behandelten Differentialgleichungen (2) und (4) werden als Differen- 
tialgleichungen erster Ordnung bezeichnet, weil in ihnen als höchste Ableitung 
die erste Ableitung von «(f) auftritt. Entsprechend ist (1) eine Differential- 


iu gleichung zweiter Ordnung. Die allgemeinste 


. Differentialgleichung erster Ordnung lautet 
4 gl, 2,2) 0 (8) 
Pr» ee mit beliebiger Funktion g. Zur Lösung 
ee Tr =“ dieser Differentialgleichung wird zunächst 
= Ra —. nach & aufgelöst, so daß sich eine Gleichung 

= N NE vom Typ 
N s=/(, 2) (9) 
\ N ergibt. Der Übergang von (8) auf (9) ist ein 


rein algebraisches Problem, das hier nicht 

Abb. 127.1. Richtungsfeld einer Diffe- weiter behandelt werden soll. Eine Lösung 
rentialgleichung # = f(t, x) durch direkte Integration, wie in den 
Fällen (2) und (4), ist für beliebige Funk- 

tionen f(t, x) im allgemeinen nicht möglich. Man ist in diesen Fällen oftmals auf 
Näherungsmethoden angewiesen. Zuvor aber wird man zu überlegen haben, 
welche qualitativen Aussagen in der Differentialgleichung (9) enthalten sind. 


Einen guten Überblick über die Aussagen von (9) liefert deren graphische Dar- 
stellung im sogenannten Richtungsfeld. Jedem Punkt der xt-Ebene von Abb. 127.1 
ist nach (9) ein Richtungselement & zugeordnet, welches in der Abb. 127.1 durch 
einen kleinen Strich gekennzeichnet wird. Man betrachte in (9) nacheinander 
alle Punkte der xt-Ebene und zeichne die entsprechend (9) vorgegebene Richtung 
ein. Das Ergebnis wird als Richtungsfeld bezeichnet. Nunmehr werden alle 
denkbaren Lösungen von (9) zu einem vorgegebenen Wert {= t, betrachtet. Da 
auf der zugehörigen strichpunktierten Geraden überall Richtungen liegen, muß es 
durch jeden Punkt dieser Geraden eine Lösung geben. Das bedeutet: Zu einem 
willkürlich vorgegebenen Wert t = t, gibt es Lösungen x(f) von (9) mit beliebigen 
Anfangswerten x(f,) = xy. Wird durch Festlegung eines bestimmten Zahlen- 
werts x, ein Punkt der gestrichelten Geraden herausgegriffen, so erkennt man 
aus der Abbildung sofort die Steigung der Kurve in diesem Punkt. Damit sind 
aber auch die Nachbarpunkte der durch x, laufenden Kurve festgelegt. Auch 
für die Nachbarpunkte liefert das Richtungsfeld wiederum die Steigungen und 
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damit die Orte weiterer Nachbarpunkte. Man erhält daher die zu x, gehörige 
Lösungskurve, indem man von diesem Punkt aus nach beiden Seiten eine Kurve 
zeichnet, die überall die Richtungselemente des Richtungsfeldes als Tangenten 
besitzt. Damit aber ist die Bedeutung des Richtungsfeldes klar: Es liefert die 
Gesamtheit aller Lösungskurven, die sich in diesem Sinne eintragen lassen, und 
damit einen qualitativ vollständigen Überblick über die Aussagen der Differen- 
tialgleichung (9). 

Als nächstes werden die analytischen Aussagen der Differentialgleichung (9) 
mit willkürlich vorgegebener Funktion f(t, x) untersucht. Ist x(t) gegeben. so 
erhält man den Nachbarwert x(t# + dt) im Sinne einer Tavtorschen Reihe, 


zt +d)=ell)+E(l)de=et) + ft, x(t)) de, (10) 


die nach dem ersten Entwicklungsglied abgebrochen wird. x(f) wird also als be- 
kannt vorausgesetzt, &(t) kann nach (9) durch die gegebene Funktion f mit be- 
“ kannten Argumenten x(f) und £ ersetzt werden. Damit ist aber die rechte 
Seite von (10) vollständig bekannt. Die Differentialgleichung (9) liefert daher 
für jeden Punkt einer Kurve die infinitesimal benachbarten Punkte. Da man 
dieses Verfahren prinzipiell beliebig oft wiederholen kann, lassen sich auch end- 
liche Kurvenstücke auf diese Weise bestimmen. Bei gegebenem Anfangspunkt 
liefert also, wie auch diese Untersuchung zeigt, die Differentialgleichung (9) die 
gesamte Kurve für alle t. 


Als nächstes soll die Lösung x(t) durch Reihenentwicklung bestimmt werden. 
Zunächst wird für x(t) entsprechend (124.7) eine TayLoRsche Reihe 


det 5) dezit, 
ze 
1) 
t—-t) aAflto. ztt 
=%+ (Et) flo, 2) + au in zo) ee 


angesetzt. x(f,) wird durch den willkürlich vorgegebenen Anfangswert x,, über 
den die Differentialgleichung nichts aussagt, ersetzt. dx/dt wird gemäß (9) durch 
f ersetzt, und die höheren Ableitungen von x an der Stelle i, durch entsprechende 
Ableitungen von f. Da aber f und seine Ableitungen bei i, und x(fy) = x, alle 
bekannt sind. ist die ganze rechte Seite von (11) bekannt und die Differential- 
gleichung (9) somit durch eine unendliche Reihe vollständig gelöst. 


Weiter werden Differentialgleichungen zweiter Ordnung betrachtet. Die all- 
gemeinste dieser Art ist ae (12) 
mit beliebiger Funktion y. Sie wird mit algebraischen Methoden nach & aufgelöst 
und erhält dann die Form 


mit irgendeiner Funktion f. In dieser Gleichung können die Zahlenwerte für t, 
x und & im Gegensatz zu früher willkürlich vorgegeben werden. Den zugehörigen 
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Zahlenwert von ä legt dagegen die Differentialgleichung (13) fest. Ein Richtungs- 
feld läßt sich für diese Differentialgleichung nicht angeben, da hier in jedem 
beliebigen Punkt der xt-Ebene die Richtung auch noch beliebig vorgegeben 
werden kann. Geben wir aber Punkt und Richtung vor, so folgt die zweite Ab- 
leitung, die ein qualitatives Maß für die Krümmung ist, eindeutig aus (13). 


Um einen graphischen Überblick uber die Aussagen der Differentialgleichung 
zu bekommen, muß man also zu allen Punkten alle Richtungen und die ihnen ge- 
mäß (13) zugeordneten Krümmungen betrachten, wie das in Abb. 127.2 für einen 
Y einzigen Punkt durchgeführt ist. In diesem allgemein- 

sten Fall ist das Krümmungsfeld allerdings wenig durch- 
sichtig. Bei verschiedenen Spezialfällen jedoch (siehe 


> nn [132]) spielt es eine wichtige Rolle. Im übrigen ent- 
spricht die Untersuchung der allgemeinsten Diffe- 
: rentialgleichung (13) zweiter Ordnung genau der 


bo t Untersuchung der allgemeinsten Bewegung (1) mit 

Abb. 127.2. Mögliche willkürlich vorgegebener Kraft X, die ohnehin Haupt- 

Werte für die Krümmung gegenstand aller weiteren Untersuchungen von [1] 
im Punkt t,, &% ist. 


128 Grundaufgabe der Mechanik 
Entsprechend (127.1) lautet das Grundgesetz der Mechanik 


mäl)=Klt, x(t), &(t)]. (1) 


Es beschreibt die Bewegung einer punktförmig konzentrierten Masse m auf einer 
Bahn x(t) unter dem Einfluß einer Kraft X, die von Zeit, Ort und Geschwindig- 
keit abhängen kann. Als Grundaufgabe der Mechanik bezeichnen wir die Be- 
stimmung der Bahn x(t) bei gegebenem Kraftgesetz K (t, x, &). Die Lösung dieser 
Grundaufgabe ist gleichbedeutend mit der Lösung der Differentialgleichung 
zweiter Ordnung (127.13). Im allgemeinsten Fall, wenn über die analytische 
Form von K nichts Näheres ausgesagt ist, ist eine direkte Integration der 
Gleichung nicht möglich. Das Krümmungsfeld liefert oft einen anschaulichen 
Überblick, siehe zum Beispiel [132]. 


Sind Ort und Geschwindigkeit der durch (1) bewegten Masse zuı Zeit t in der 
F 

a <()=a &(t)=b (2) 
gegeben, so gilt für diese Größen im nächsten Augenblick, nämlich zur Zeit 


t + dt, 
x(t+di)=eft) --&(t)dt=a+bdi 


st +d)=al)+älda=bı eh. 


lt. (3) 
mM 
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Diese Gleichungen folgen durch Entwicklung, die letzte nach Einsetzen von (1). 
Sie lassen erkennen, daß bei gegebenem Kraftgesetz die Kenntnis von a und b 
vollkommen ausreicht, um x und & im nächsten Augenblick t + dt zu bestimmen. 
In gleicher Weise lassen sich diese Größen für das nächste infinitesimale Zeit- 
intervall bestimmen usw. Hieraus folgt, daß durch die Anfangsbedingungen «a 
und d der Zeitablauf des Systems, repräsentiert durch x(t) und &(t), für alle Zeiten 
eindeutig bestimmt ist. Die Berechnung dieser Größen ist daher nur noch eine 
Frage der Integration (im allgemeinsten Sinn). 


Es erhebt sich als nächstes die Frage, ob die Lösung der Differentialgleichung 
wie in (127.11) als unendliche Potenzreihe gefunden werden kann. Zur Ver- 
einfachung der Schreibweise wird t, = 0 gesetzt. Dann lautet die Potenzreihe 


z() = 200) +) 1480) HE) +. (4) 


Bei {= 0 (genau wie bei irgendeinem anderen Zahlenwert) können x(0) und 
%(0) in (1) willkürlich gewählt werden. Wir setzen daher 
2(0)=a &(0)=b (5) 


mit beliebigen Zahlenwerten a und b. & dagegen ist nicht mehr willkürlich wählbar, 
sondern nach (1) durch 


(0) = K(0, 2(0), &(0)) =-- K(0. a. b) (6) 


festgelegt. Auch x(0) kann nicht willkürlich gewählt werden. Leitet man Glei- 
chung (1) nämlich nach t ab, so entsteht mit (123.24) 


1 dk 1 /9K oK .,0K .\ r 
Ind = ot d® Er 8 &). “ 
Für {= 0 geht dieser Ausdruck in 
de 1 /9Klt.a,b) ‚0K(0,a,b),  9K(0,a,b) K(0.a,b) 
(0) = m ( ot io" da ea P m ) (8) 


über. Die rechte Seite von (8) kann also als bekannt vorausgesetzt werden. 
Ganz entsprechend kann man auch alle höheren Ableitungen bei £ = 0 aus (1) 
bestimmen, wenn a und b bekannt sind. Somit lassen sich grundsätzlich alle 
Koeffizienten der Potenzreihe (4) bestimmen, und die Lösung der Differential- 
gleichung lautet mit X(0,a,b) =K, 


zl)=a+bt+ 4 te (9) 


Kt 1/dk\e® 
m 2 "m ( ), 

Mit willkürlichen Zahlenwerten a und 5 ist dies gleichzeitig die allgemeinste 
Lösung der Bewegungsgleichung (1). Die allgemeinste Lösung einer Differential- 
gleichung zweiter Ordnung enthält zwei willkürlich wählbare Konstanten. Das 
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geschilderte Verfahren ist, wie die Durchführung zeigt, nur anwendbar, wenn K 
als Potenzreihe nach t darstellbar ist. Ist dies nicht für alle i der Fall, so kann 
man möglicherweise eine andere Stelle als {=0 betrachten und dort ent- 
wickeln. Oft aber, wenn K explizit angegeben wird, ist es möglich, besondere 
Eigenschaften dieser Funktion zu benutzen, um die Lösung der Differential- 
gleichung in einfacherer Weise zu erhalten. Daher werden nacheinander die 
verschiedensten Funktionen K(t, x, &) betrachtet und die zugehörigen Lösungen 
der Differentialgleichung (1) untersucht. Dieses Programm entspricht der physi- 
kalischen Untersuchung aller möglichen Bewegungen x(t) unter den verschie- 
densten vorgegebenen Kräften X(t, x, &). 


Der einfachste Fall einer Bewegung ist die kräftefreie Bewegung, also die Be- 
wegung unter der Voraussetzung K = 0. In diesem Falle erhält das Kraftgesetz 
die einfache Form ; 

mä—0. (10) 


Die allgemeinste Lösung dieser Differentialgleichung läßt sich auf verschiedenen 
Wegen leicht erhalten. Entweder man betrachtet die Potenzentwicklung (4) bzw. 
(9) und berücksichtigt das Verschwinden von £ und dementsprechend von allen 
höheren Ableitungen von x. Dann verschwinden alle Summanden in (4) und (9) 
bis auf die beiden ersten, und als Ergebnis entsteht 


z()=a-+bt (11) 


mit beliebigen Zahlenwerten a und b. Das gleiche Resultat aber läßt sich auch 
durch zweimalige direkte Integration von (10) über die Zeit erhalten. Die will- 
kürlichen Konstanten a und 5 treten dann auch auf, nämlich als Integrations- 
konstanten. Schließlich stößt man ebenfalls auf (11), wenn man die allgemeinste 
Funktion x(t) sucht, die bei zweimaliger Differentiation verschwindet. Durch 
Einsetzen von (11) in (10) überzeugt man sich leicht von dieser Eigenschaft. 


Die Bedeutung der Konstanten a und b erhalten wir beim Betrachten von (11) 
und deren erster Ableitung zur Zeit t= 0. Es entstehen wieder die beiden 
Gleichungen (5), welche zeigen, daß a den Anfangsort der Bewegung beschreibt 
und b die Anfangsgeschwindigkeit. Bei .der kräftefreien Bewegung ist die Ge- 
schwindigkeit im gesamten Zeitablauf konstant. 


In den Gleichungen (10) und (11) drückt sich das Newronsche Trägheitsgesetz 
aus, demzufolge die kräftefreie Bewegung als einfachster Fall einer Geradeaus- 
bewegung beschleunigungsfrei und daher mit konstanter Geschwindigkeit abläuft. 
Der Zustand der Ruhe eines Körpers ist in der kräftefreien Bewegung als Spezial- 
fall verschwindender Geschwindigkeit b = 0 enthalten. Die große Schwierigkeit, 
das einfache Gesetz (10) der Mechanik zu erkennen, liegt darin, daß kräftefreie 
Bewegungen auf der Erde kaum beobachtet werden. Jede Bewegung unter- 
liegt mindestens irgendwelchen Reibungskräften, so daß der durch (10) und (11) 
beschriebene Fall einer reibungsfreien Bewegung auf der Erde praktisch nicht vor- 
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kommt. Nur so ist es zu verstehen, daß vom Erkennen der statischen Gesetze bis 
zum Verstehen der Dynamik ein Zeitraum von 2000 Jahren vergehen konnte und 
daß diese dynamischen Gesetze ihre ersten großen Erfolge nicht bei der Be- 
schreibung irdischer Bewegungen, sondern bei der Bestimmung der Planeten- 
bahnen hatten. 


Erst nachdem es Newron 1666 gelungen war, die KepLerschen Gesetze der 
Planetenbewegung aus speziellen Lösungen der Gleichung mä&= K (bzw. ihrer 
dreidimensionalen Verallgemeinerung) zu erkennen, war die volle Tragweite 
dieser Gleichung erkennbar. 


Übungsaufgaben 
12.1. Welche Lösung f(x) besitzt die Funktionalgleichung f(x + y) = af(a)f(y)? 
12.2. Die Bahn einer Punktmasse sei mit s als beliebigem Parameter durch 
a) i(x) b) x=xl(s) s=sit) c)z=x(s) t=L{(s) d)i=t(s) s=s(&) 
e) flt,x) = 0 
gegeben. Man berechne ä. 
12.3. Die Richtungsfelder der Differentialgleichungen (x, i dimensionslos) 


i xcH+t PR. = i t er 
a) Bee b) ar ı c) i=c— für <>0O 


sind mit Hilfe der Isoklinen (= Verbindungslinien von Punkten mit gleicher Feld- 
richtung) darzustellen und zu diskutieren. 


12.4. Man suche die allgemeinste Lösung x(t) von &+ fi(t) © + fu({)x = 0 durch den An- 
satz x(f) = g(f) D(t) mit D(t) als einer bekannten Lösung auf! . Anwendung auf 
t2+2&+tx= 0 mit D(t) = (1/8) sin t. j 


_ 
[S 
& 


. Man bestimme die allgemeinste Lösung von & + fi (t) & + fu(t) «= f{t) durch den Ansatz 
x = cı(t) D(t) + c,(t) Pt) mit P(t) und YX(t) als bereits bekannten linear unabhängigen 
Lösungen der zugehörigen homogenen Differentialgleichung (d.h. für /= 0). 
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Zusammenfassung: Die mechanische Grundaufgabe, bei bekannter Kraft K(t, x, &) die 
zugehörigen Bewegungen x(t) aus der Bewegungsgleichung m& = K zu berechnen, wird in 
einfachen Fällen untersucht. Mit X = 0 wird die kräftefreie Bewegung beschrieben. K = const: 
tritt bei der Wurf- und Fallbewegung auf. Die einfachste ortsabhängige Kraft K = — ax wird 
als rücktreibende Kraft beim harmonischen Oszillator beobachtet und führt auf periodische 
Bewegungen. Eine direkte Integration ist über den Energiesatz möglich. In der als Phasen- 
fläche bezeichneten px-Ebene sind die Bahnen geschlossene Kurven. Die umschlossene 
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Phasenfläche J(E) erfüllt die Gleichung dJ(E)/dE = r, mit r als Umlaufszeit. — Die ein- 
fachsten geschwindigkeitsabhärgigen Kräfte sind K= Fmr für &=20 und K= —myä. 
Sie beschreiben gleitende Reibung und Luftreibung. Die zugehörigen Bewegungen sind ge- 
dämpft. Eine Kraft K, die aus einem konstanten und einem geschwindigkeitsabhängigen 
Term besteht, tritt beim gedämpften Wurf auf. In allen angeführten Fällen läßt sich die 
Lösung der Differentialgleichung durch direkte Integrationen finden. 


131 Fall und Wurf 


Nachdem in [128] die Grundaufgabe der Mechanik allgemein formuliert und 
besprochen wurde, sollen nunmehr zu den verschiedenen, praktisch vorkommen- 
den Kräften K die zugehörigen Bewegungen x(t) bestimmt werden. Diese Aufgabe 

wird im vorliegenden Kapitel für einige besonders einfache Fälle genau 
x studiert, während [14] die spezielle Klasse von Kräften behandelt, bei 
denen Schwingungen auftreten. In [15] wird das Bewegungsproblem 
noch einmal von sehr allgemeinen Gesichtspunkten aus untersucht. 


Im vorliegenden Abschnitt wird die Bewegung der in Abb. 131.1 

m schematisch dargestellten Punktmasse m betrachtet, die sich auf 

einer vertikalen Achse frei bewegen kann. Die Koordinaten x dieser 

Achse werden nach oben positiv gezählt. Die Bewegung der Masse 

wird durch den Zusammenhang x = xt) beschrieben. Als wirksame 
Kraft wird die von (115.4) her bekannte Schwerkraft 


Abb. 131.1. K=—m,9 N) 


berücksichtigt (Minuszeichen, weil nach unten, also der positiven x-Achse ent- 
gegengerichtet). Weitere denkbare Kraftwirkungen, wie zum Beispiel die Reibung, 
bleiben einstweilen unberücksichtigt. Die Bewegungsgleichung lautet dann 


m&=K. (2) 


Schon in [122] wurde darauf hingewiesen, daß die Masse m irgendeines Körpers 
oder einer Substanz offenbar zwei ganz verschiedene physikalische Wirkungen 
besitzt, nämlich die der Schwere und die der Trägheit. Da von vornherein nicht, 
wie bislang angenommen, gesichert ist, ob die bei diesen beiden Wirkungen in 
(1) und (2) auftretenden „Massen“ exakt gleich sind, wird die schwere Masse 
hier mit m, und die träge Masse mit m, bezeichnet. Die aus (1) und (2) hervor- 
gehende Bewegungsgleichung lautet dann 


ge tg, (3) 


m, 


Die Annahme, daß schwere und träge Masse unter beliebigen physikalischen 
Voraussetzungen, d.h. also auch für beliebig gewählte Substanzen, den gleichen 
Zahlenwert besitzen, würde zu der Gleichung 


m=m—=m (4) 
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führen und der Bewegungsgleichung die Form 
a 6) 


geben, in der die Masse überhaupt nicht mehr auftritt. Die aus dieser Gleichung 
berechnete Bahn x(f) muß daher unabhängig von der gewählten Substanz und 
auch von deren Masse sein. Physikalisch würde die Voraussetzung (4) zur Folge 
haben, daß alle Körper bei verschwindender Reibung, also im Vakuum, gleich- 
schnell fallen. Dieser Sachverhalt wird vom Experiment durchaus bestätigt. Sehr 
viel genauere Messungen mit der Eötvösschen Waage, auf die hier nicht näher 
euigegangen werden soll, beweisen darüber hinaus die Gleichheit von schwerer 
und träger Masse mit sehr großer Genauigkeit (107%). In der Eınsteinschen 
allgemeinen Relativitätstheorie wird die Gleichheit (4) von schwerer und träger 
Masse als Grundpostulat verwendet. Aus den angeführten Gründen wird im 
weiteren die Richtigkeit von Gleichung (4) vorausgesetzt, so daß der Index s 
bzw. t künftig wieder fortfallen kann. 

In der Bewegungsgleichung (5) tritt die von (115.5) her bekannte Schwere- 
beschleunigung g auf, die unter der im Zusammenhang mit (122.4) und «=1 


2 


gemachten Voraussetzung über die Maßeinheit IN=1.mkgs’? zu 


= T 25-2 
EP 9,81 re 


kg 


g—=1 —=9,81ms°? 


wird und hier also die Maßeinheit einer Beschleunigung erhält, wie man bereits 
Gleichung (5) unmittelbar ansieht (daher die übliche Bezeichnung Schwere- 
beschleunigung für g) x 

Obwohl sich die Lösungen der Differentialglei- 
chung (5) leicht angeben lassen, soll trotzdem zur 
Übung untersucht werden, welche Aussagen die Diffe- | 
rentialgleichung (5) unmittelbar über die Lösungs- 
funktionen enthält. Da sie von zweiter Ordnung ist, be- 
trachten wir ihr Krümmungsfeld. Nach Gleichung (5) e 
muß die Krümmung (genauer: die zweite Ableitung bb. 131.2. Mögliche Krüm- 

ER mungen der Bahnkurve im 

der Bahnkurve!) unabhängig von x und { auf der ge- Bunikb X 2) hab verschiede: 
samten xt-Ebene den gleichen Wert — g besitzen, der nen Geschwindigkeiten 
im übrigen auch geschwindigkeitsunabhängig ist. 
Wie Abb. 131.2 zeigt, muß jede Bahn einer Punktmasse, die einen Punkt mit 
beliebiger Geschwindigkeit durchläuft, stets nach unten gekrümmt sein. Hieraus 
folgt bereits qualitativ, daß nur parabelähnliche Kurven möglich sind, deren 
Zweige beide nach unten ins Unendliche verlaufen. 


Integriert man die Bewegungsgleichung (5) zweimal über die Zeit, so entstehen 
die Gleichungen 


engl ent Lr (7) 


4 Macke, Teilchen. 3. Aufl. 
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mit x, und v, als beliebig wählbaren Integrationskonstanten. Auch hier sind 
wieder zur Berechnung der Lösung (7) weitere Wege möglich. Zunächst kann man 
die Integrationen direkt durchführen. Weiter lassen sich diese Gleichungen auch 
durch Erraten finden, indem man die jeweils allgemeinste Funktion & bzw. x 
sucht, die nach ein- bzw. zweimaliger Differentiation wieder Gleichung (5) er- 
gibt. Drittens eignet sich in diesem Falle auch die allgemeine Lösung (128.4), da 
die Reihe nach dem dritten Glied abbricht, weil x und alle höheren Ableitungen 
verschwinden. 


In Abb. 131.3 sind einige Bahnkurven wiedergegeben, die alle im gleichen 
Anfangspunkt x, beginnen, aber zu verschiedenen Geschwindigkeiten v, gehören. 
Die mittlere Kurve entspricht einer Be- 
wegung mit der Anfangsgeschwindigkeit 
vo = 0, also dem freien Fall. Die obere Kurve 
mit v, > 0, die den senkrechten Wurf nach 
oben wiedergibt, erreicht an einer Stelle 
x = x, einen Maximalwert, der als Steighöhe 
bezeichnet wird. An dieser Stelle liegt der 
Umkehrpunkt der Bewegung, und es gilt 

de 


T=0=n— gm. (8) 


Beim Einsetzen in (7) entsteht 
Abb. 131.3. Bahnen mit verschiedener 


Anfangsgeschwindigkeit 1 matt En (9) 


für die Zeit t„, und den Ort x, des Umkehrpunktes. Die allgemeinste Lösung (7) 
kann auch anstatt durch die Anfangswerte x,, vg der Bewegung durch die 
Größen x, im als Parameter ausgedrückt werden. Beim Einführen dieser Größen 
(9) in (7) entsteht 

m (tm)? (10) 
für die Bahngleichung. 


Die beiden Gleichungen (7) stellen Ort x und Geschwindigkeit & der Bewegung 
als Funktion der Zeit t dar. Eliminiert man t aus diesen beiden Gleichungen, so 
entsteht ein direkter Zusammenhang zwischen & und z, 


‚2 
1% 


>) 


y—i& 1 12 8 


1 
= %+ %g 7 29 (W-E)=%4 29 RE ıl) 
der sich auch in der Form 
gel) + za)? =ga,+ 2 ı3= konst. (12) 


schreiben läßt. 


Bei näherer Betrachtung von (12) fällt auf, daß trotz der zeitlichen Ver- 
änderlichkeit der Größen x(f) und &(t) auf der linken Seite die spezielle Kombi- 
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nation dieser Größen gerade so beschaffen ist, daß die zeitlichen Änderungen 
sich in der Summe kompensieren. Nimmt also x(t) zu, so muß &2 entsprechend 
abnehmen und umgekehrt. Diese Aussage läßt sich auch unmittelbar aus der 
Bewegungsgleichung (5) erhalten. Bringt man g dort auf die linke Ssite und 
multipliziert mit & (und dem hier unwesentlichen m), so entsteht eine Gleichung, 


die sich in der Form 


zm@+ = | mar] =0 (13) 


durch eine Zeitableitung darstellen läßt. Den Beweis erhält man durch Aus- 
probieren, denn beim Differenzieren der eckigen Klammer und Berücksichtigung 
der Kettenregel (123.14) entsteht wieder die linke Seite der Gleichung. Nach (13) 
aber muß die eckige Klammer im Zeitablauf unverändert bleiben. Sie muß also 
zu einer beliebigen Zeit t den gleichen Wert wie zur Zeit i = 0 besitzen. Es muß 
also 
(14) 


gelten in Übereinstimmung mit (12). Der Faktor m ist hier nur hinzugefügt, 
damit die mit E bezeichnete Konstante eine durchsichtige physikalische Be- 
deutung bekommt. mg« ist nämlich nach (119.5) die zur Überwindung der Schwer- 
kraft über eine Strecke x hinweg erforderliche Arbeit, also die potentielle Energie 
der Masse m am Ort x. Sinkt die Masse zum Beispiel nach unten, so verändert 
sich die potentielle Energie, sie nimmt ab. Gleichzeitig nimmt aber nach (14) die 
mit der Bewegung zusammenhängende Größe mä?/2 in gleichem Maße zu, so 
daß die Summe beider Größen während der ganzen Bewegung konstant bleibt. 
E ist die Gesamtenergie, und m&?/2 wird als kinetische Energie bezeichnet. 
Gleichung (14) enthält den Energiesatz mit der Aussage, daß die Summe von 
kinetischer und potentieller Energie eine Konstante ist. Dieser Satz gilt nicht 
nur hier bei der Fallbewegung, sondern auch bei vielen anderen Bewegungen. 
Er wird in [133] noch weiter untersucht und schließlich in [154] in allgemeinster 
Form ausgesprochen. 


132 Harmonische Schwingung 


Beim Studium der einfachsten Bewegungen wurde zunächst am Schluß von 
[128] der kräftefreie Fall X = 0 untersucht. Die nächst einfache Bewegung 
entsteht unter dem Einfluß einer konstanten Kraft. Sie betrifft den Fall und Wurf 
und wurde in [131] behandelt. Eine ebenfalls einfache Form einer Kraft erhält 
man unter der Voraussetzung, daß K nur von x allein abhängt, und zwar linear. 
Ein solches Kraftgesetz 

K=-—ax (1) 


trat bereits in (118.7) mit a > 0 als rücktreibende Kraft einer Spiralfeder auf. 
Daher wird jetzt die in Abb. 132.1 schematisch dargestellte Apparatur unter- 
4* 
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sucht, bei der sich eine Masse m am linken Ende einer Feder bewegt, die ihrer- 
seits am rechten Ende befestigt ist. Die Auslenkungen der Masse aus der Ruhe- 
lage der Feder werden (nach rechts positiv) durch die Koordinate x beschrieben. 
Für die Bewegungsgleichung der Punktmasse entsteht dann die Differential- 
gleichung 

mi=—ax. (2) 


Ein solches System wird als harmonischer Oszillator bezeichnet. 


Einen Überblick über die möglichen Bahnkurven erhält man durch Betrach- 
tung des Krümmungsfeldes der Differen- 
tialgleichung (2). In Abb. 132.2 ist dieses 
Krümmungsfeld für einige Punkte der = 
tx-Ebene wiedergegeben. Nach (2) hängt 
die Bahnkrümmung (gemeint ist wieder >< 
die zweite Ableitung) weder von £ noch 


N 
N 
von & ab, sondern nur von x allein. Für x 
% 
x 


x>0 wird &<0; für x <O entsprechend 
&2>0. Es entsteht also eine Bahn, die 
stets zur t-Achse hin gekrümnit ist. Eine 


wrirs 


mL 
m x 
Abb. 132.1. Abb. 132.2. 
Schema eines harmonischen Oszillators Krümmung der Bahnkurven für x > 0 


Bahn, die bei irgendeinem positiven x-Wert «> 0 mit positiver Steigung & > 0 
beginnt, erfährt also entsprechend (2) eine solche Krümmung, daß die Bahn- 
kurve zunächst flacher und dann waagerecht wird. An dieser Stelle hat sie ihre 
maximale Auslenkung erreicht und wird nun wieder zur t-Achse zurückgeführt. 
In dem Maße, wie x kleiner wird, wird auch die linke Seite von (2) dem Betrage 
nach kleiner, die Krümmung also geringer und die Kurve glatter. Die Kurve 
durchläuft die t-Achse gerade. Der Schnittpunkt ist gleichzeitig Wendepunkt. 
Auch im Bereich x < 0 sorgt das Krümmungsfeld dafür, daß die Bahnkurve 
wieder — und nunmehr von unten — zur t-Achse zurückkehrt. Auf diese Weise 
ist von vornherein erkennbar, daß eine oszillierende Bewegung entstehen muß 
(in dem hier betrachteten Falle a > 0). 


Eine Kraft (1) mit « < 0 stellt keine rücktreibende, sondern eine abstoßende 
Kraft dar, die von der Ruhelage fort nach außen gerichtet ist. Die Bahnen streben 
also von der t-Achse fort, und es entstehen keine periodischen Bewegungen. 
sondern Bewegungen mit Bahnen vom Typ einer Exponentialfunktion. 


Nachdem das Studium des Krümmungsfeldes der Differentialgleichung (2) 
bereits qualitativ gezeigt hat, daß mit a>0 ihre Lösungen periodisch sein 
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müssen, machen wir formal einen Lösungsansatz mit der einfachsten periodi- 
schen Funktion 


= coswt = —osinwt = —@?cosot. (3) 


Die erste und zweite Ableitung dieser Funktion sind gleich hinzugefügt, die 
Bedeutung der Größe o ist noch offengelassen. Der Vergleich des ersten Ausdrucks 
von (3) mit dem letzten zeigt, daß diese Funktion die Differentialgleichung 


t=—o’r . (4) 


befriedigt. Diese Gleichung aber stimmt mit der Bewegungsgleichung (2) unter 


der Voraussetzung 
/qa 
= — 
Mm 


(5) 


überein. Aus diesem Grunde ist die in (3) angesetzte Bahn x(t) unter der Vor- 
aussetzung (5) eine Lösung der Differentialgleichung (2). 


Die periodische Lösung (3) der Differentialgleichung ist in Abb. 132.3 
dargestellt. Die Periode wird mit r bezeichnet und muß der Bedingung 
cosw(l + T) == coswi genügen. Das ist bekanntlich nur möglich, wenn der 
Kosinus sein Argument dabei um 2x ändert, wenn also wr = 2r ist. Die als 
Sehwingungsdauer bezeichnete Größe r hängt also mit & über 


2r 1 

= =; (6) 
zusammen. Die gleichzeitig definierte reziproke Schwingungsdauer » bedeutet 
dieSchwingungszahl pro Sekunde. dx 
Sie wird als Frequenz bezeichnet 
und in Einheiten s”! gemessen. 
& ist das 2r-fache der Frequenz T 
und wird Kreisfrequenz genannt. 
Bei theoretischen Überlegungen 
bevorzugt man oft die Verwen- 
dung von w statt » und bezeich- Abb. 132.3. Die Schwingungsdauer z einer 
net diese Größe, wenn keine Ver- harmonischen Schwingung 
wechslung mit » möglich ist, 
trotzdem kurz als Frequenz. Dabei spart man in den Formeln das Schreiben 
des Faktors 2x ein. Die Lösung (3) der Federbewegung ist also eine harmo- 
nische Schwingung mit der Frequenz 


1 1 1/a 
‚== 2./4. M) 


Offenbar erfolgt die Bewegung um so rascher, je größer die rücktreibende Kraft, 
und damit a. und je kleiner die bewegte Masse m ist. 
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In Gleichung (3) ist nur eine spezielle Lösung des Bewegungsproblems (2) an- 
gegeben, und es bleibt noch die Gesamtheit aller sonstigen Lösungen aufzusuchen. 
Weil (2) eine Differentialgleichung zweiter Ordnung ist, muß die allgemeinste 
Lösung zwei willkürlich wählbare Parameter (Integrationskonstanten) besitzen. 
Weiter ist (2) linear und homogen, das heißt: alle Terme der Differentialgleichung 
enthalten & oder die Ableitungen von x nur in erster Potenz. Führt man durch 


Le=[m 5 tale (8) 


den Differentialoperator L ein, so erhält die Bewegungsgleichung (2) die ein- 
fache Form 
Te=0, (9) 


Der in (8) eingeführte Operator besitzt die Eigenschaften 
L(&, + 2%) = Lx, + I LAx=ALr, (10) 


wovon man sich durch Einsetzen und Anwendung der Differentiationsregeln 
(123.6 und 9) für Summe und Produkt leicht überzeugt. Ein Operator mit den Eigen- 
schaften (10) wird als linearer Operator bezeichnet. Sind x,(f) und x;(f) zwei 
Lösungen der Differentialgleichung, befriedigt also jede einzeln die Gleichung (9), 
so verschwindet die rechte Seite der ersten Gleichung von (10). Hieraus folgt, daß 
neben zwei Lösungen x, und x, auch x, + x, eine Lösung derselben linearen 
homogenen Differentialgleichung ist. Die zweite Gleichung von (10) sagt ent- 
sprechend aus, daß neben x(t) auch Ax(t) eine Lösung derselben Differential- 
gleichung ist. Aus diesem Grunde läßt sich die spezielle Lösung (3) mit einem 
beliebigen Faktor A versehen und ist in der allgemeineren Form 


z(t)=Acoswt (il) 
wieder eine Lösung der Differentialgleichung. 


Die Lösung (11) enthält nur einen willkürlich wählbaren Parameter, nämlich A. 
Ein zweiter Parameter läßt sich im Falle der Differentialgleichung (2) auf einem 
ebenfalls sehr allgemeingültigen Wege finden. Angenommen, x, (f) sei irgend- 
eine spezielle Lösung der Differentialgleichung (2). Wir betrachten dann die 
Funktion 

Merl) =r(f) (12) 


mit beliebigen Zahlenwert {,. Diese Funktion unterscheidet sich von der ur- 
sprünglichen nur dadurch, daß t durch !' = t — t, ersetzt wurde. Der Übergang 
von t nach !' aber bedeutet eine Verschiebung der Zeitachse um ein Stück ty. 


Zwischen beiden besteht der Zusammenhang 
d d 


Tas rigen 
en dt dr 


(13) 


Überführt man nun die Differentialgleichung (2) in eine solche, bei der t durch {' 
ersetzt wird, so ändert sie sich nicht. Sie bleibt, wie man sagt, gegen Trans- 
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lationen der Zeit invariant. Aus diesem Grunde muß auch (12) eine Lösung der 
Differentialgleichung sein. Durch eine solche Verschiebung der Zeit aber geht 
die Lösung (11) in 


x(t)=4Acosw(t—1,) = A cos(wt — 9) (14) 
mit beliebigen Zahlenwerten für A und £, bzw. p über. Dies ist wieder eine Lösung 
der Bewegungsgleichung (2). Sie enthält zwei willkürlich wählbare und von- 


einander unabhängige Parameter und ist daher die allgemeinste Lösung der 
Differentialgleichung (2). 


133 Direkte Integration über den Energiesatz 


Beim Aufsuchen der Lösung (132.14) für die Differentialgleichung 
mäö=K K=-—ax (1) 


taucht die Frage auf, ob man diese Lösung x(f) nicht auch auf direktem Wege 
durch Berechnung statt durch Erraten erhalten kann. Diese Aufgabe soll im 
vorliegenden Abschnitt gelöst werden. Nach Multiplikation mit & läßt sich auch 
diese Bewegungsgleichung wie in (131.13) durch eine Zeitableitung darstellen: 


& " d[m. a 
ms + aa) 22H = 0. (2) 
Die eckige Klammer muß also zeitunabhängig sein, sie wird wieder mit E als 
Energie bezeichnet: 

m a 


Z#+ze=E. (3) 


Hier bedeutet ax?/2 wieder die von (119.6) her bekannte potentielle Energie 
der Feder und mä?/2 die kinetische Energie der bewegten Masse. Beide zusammen 
liefern, wie durch (2) und (3) bewiesen ist, die Energie als zeitunabhängige 
Größe. 


Neben der hier durchgeführten formalen Rechnung lassen sich die bei 
Gültigkeit des Energiesatzes wichtigen physikalischen Aussagen leichter unter 
Verwendung von Differentialen durchschauen. Es wird die Bewegung in einem 
kurzen Zeitabsehnitt zwischen den Zeiten t und i + dt betrachtet. In diesem 
Abschnitt bewegt sich die Masse um das Stück dx = x(t + dt) — x({t). Zu dieser 
Verschiebung leistet die Federkraft am Teilchen die Arbeit 


dA=Kda=—arde=—d E ®| 
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und verringert die potentielle Energie V(x) = ax?/2 der Feder. Gleichzeitig mit 
dieser Arbeitsleistung findet der Bewegungsgleichung (1) entsprechend eine 
Beschleunigung der Masse statt, bei der die geleistete Arbeit entsprechend 


| =d7T 


dA=mäde=mäidt=d 5 


(5) 


eine Vergrößerung d7' der kinetischen Energie T = mä?/2 herbeiführt. Die Glei- 
chungen (4) und (5) zeigen also, wie in einem kleinen Zeitabschnitt der potentielle 
Energievorrat um dV verringert wird, wäh- 
rend sich gleichzeitig die kinetische Energie 
um den gleichen Betrag d7 vermehrt. Daher 
gilt 


dT+dV=0 AT+N=0. (6) 


Ev Vin 


Die Summe aus kinetischer und potentieller 
Energie muß in dem betrachteten Zeitinter- 
vall konstant bleiben. Diese Überlegung gilt 
für beliebig viele kleine Zeitintervalie nach- 
einander und somit auch für endliche Zeit- 
intervalle. 


Der in (3) enthaltene Energiesatz wird 
durch Abb. 133 dargestellt. Das Potential V (=) 
Veranschanlichung des Energiesatzes ist eine Parabel. E darf sich im Zeitablauf. 
Y+T=E und Darstellung der während die Masse verschiedene Orte x(f) 

Bewegung in der Phasenebene durchläuft, nicht ändern, muß also auch von x 

unabhängig sein. #£(x) ist daher in Abb.133 

eine Parallele zur x-Achse. Verschiedene Bahnen im Potential V unterscheiden sich 

u.a. durch verschiedene Zahlenwerte von E, also durch verschiedene Lagen dieser 
Waagerechten in Abb. 133. Für den Energiesatz (3) bzw. (6) gilt allgemein 


V+T=E. (7) 


Abb. 133. 


Der Abstand zwischen der Horizontalen E und der darunter befindlichen Kurve 
V (x) liefert daher für jeden x-Wert die an dieser Stelle vorhandene kinetische 
Energie T. Da .T positiv definit ist (das heißt: nur positive Werte annehmen 
kann), ist eine Bewegung außerhalb der beiden Schnittpunkte von V (x) mit der 
Geraden E = konst. unmöglich. In den Schnittpunkten ist 7 = 0 und demzufolge 
% = 0. Dies sind die Umkehrpunkte der Bewegung. Von ihnen aus nimmt die 
kinetische Energie 7’ im Bewegungsablauf ständig zu und erreicht, wie Abb. 133 
erkennen läßt, bei x = 0 ihr Maximum. 


Hinsichtlich der Aufgabe, x(t) zu berechnen, stellt (3) ein erstes Integral der 
Bewegungsgleichung (1) mit EZ als Integrationskonstante dar. (3) ist eine Diffe- 
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rentialgleichung erster Ordnung und ergibt bei Auflösung nach der Geschwindig- 
keit & 


EV @-V@). (8) 


Mit dieser Gleichung verläuft die Berechnung der Bahn in der Form t(x) ent- 
sprechend (127.6). Es entsteht 


ih: 
er [r (E- va) (9) 


Die Integration und Auflösung dieser Gleichung nach iv liefert wieder die all- 
gemeinste Lösung (132.14) der Differentialgleichung (siehe [Ü 13.2]). 


Schließlich sei noch die anschauliche Darstellung der Bewegung in der so- 
genannten Phasenebene erwähnt. Statt durch x und t wird ein Bahnpunkt hier 
durch x und & charakterisiert. Das Produkt von Masse m und Geschwindigkeit 
wird formal durch m& = p eingeführt und als Impuls bezeichnet. Gleichung (3) 
lautet dann 


P|_4 2, (10) 


Alle Bahnen (10) sind Ellipsen in der xp-Ebene (siehe Abb. 133). Sie werden, 
wie man sich leicht selbst überlegt, im Uhrzeigersinn durchlaufen. (Bei & > 0 
nimmt x zu!) Mit zunehmendem E vergrößern ‚sich auch die Halbachsen der 
Ellipsen gleichmäßig. Die Halbachse x,..x erhält man aus (10) für einen Punkt 
der Bewegung, an dem p = 0 ist und die Halbachse pay an einer Stelle der 
Bahn mit x = 0. Daher ist 

2E 
a 


Pax = V2mE. (1l) 


max — 


Zwischen der vom Massenpunkt umlaufenen ‚Phasenfläche“ J und der Energie E 
des harmonischen Oszillators besteht eine einfache Beziehung 


I= N Pmax max = rn V2mE y* == IR? E= er E=rE. (12) 


Sie ist ein Spezialfall der für beliebige periodische Systeme gültigen Beziehung 
(13) 


die in [155] allgemein bewiesen wird. 
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134 Gedämpfte Geradeausbewegung 
Eine Masse m befinde sich auf einer horizontalen Geraden und sei lediglich 


dem Einfluß einer Reibungskraft unterworfen. Sie genügt daher der Bewegungs- 
leich 

gleichung er: M) 

mit X, als der wirkenden Reibungskraft. Zunächst wird der Fall der gleitenden 


Reibung betrachtet, bei dem nach (116.6) für die Reibungskraft 
IKr 


gilt. Als Normalkraft Xy wird hier die Schwerkraft angesehen, ug wird ab- 
kürzungsweise mit r bezeichnet und als konstant vorausgesetzt. 


-uKy=uygm=rm (2) 


Weiter ist sorgfältig auf das Vorzeichen der 
Reibungskraft zu achten. Wir wählen r > 0, dann 


=: lautet die Bewegungsgleichung 
i — mr 
: mö=! 0 für &20. 3 
Abb. 134.1. | = in 
Bewegung nach (4) mit positiver +mr 


Anfangsgeschwindigkeit 

Auf diese Weise ist dafür gesorgt, daß die Rei- 

bungskraft stets der Geschwindigkeit entgegen wirkt, die Geschwindigkeit sich also 

nur vermindern, aber nicht vergrößern kann. Für positive Geschwindigkeiten 

&>0 stimmt der Bewegungsablauf mit der in [131] diskutierten Wurfbewegung 

qualitativ überein. r besitzt wie g die Dimension einer Beschleunigung, aber 
natürlich einen anderen Zahlenwert. 


Betrachten wir nun das Krümmungsfeld der Differentialgleichung (3). Im 
Gegensatz zu Abb. 131.2 trägt die Krümmung bei Bahnen negativer Geschwin- 
digkeit © <0 das umgekehrte Vorzeichen. In beiden Fällen ©=20 bewirkt 
die Kraft also im Zeitablauf eine Verflachung der Bahn. Qualitativ ist diese 
Situation in Abb. 134.1 dargestellt. Hat die Steigung bis nach £ = 0 abgenommen 
(bzw. zugenommen), so verläuft die Kurve x(f) von hier ab horizontal, da an 
dieser Stelle nach (3) @ = 0 ist und auch bleibt. Die Masse bleibt also liegen. 
Nach zweimaliger Integration von (3) entsteht 


i=uFrt ent neFyri für 20 (4) 


für die Berechnung der Bahn x(t) mit gegebenen Werten x, und v, für Anfangsort 
und Geschwindigkeit. Den voraufgehenden Ausführungen entsprechend gelten 
diese Gleichungen allerdings nur im Bereich 


v2]: +0. (5) 


so lange also, bis die Geschwindigkeit den Wert & = 0 erreicht hat. 
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Der Energiesatz gilt für diese Bewegung nicht. Bei einer Bewegung um ein 
Stück dx > 0 nach rechts leistet die Reibungskraft die Arbeit 


dA,=—mrde=dT<0, (6) 


die die kinetische Energie entsprechend verkleinert. Bewegt sich das Teilchen 
auf demselben Stück rückwärts, also mit dx < 0, so ist die zugehörige Arbeit 


dA=+mrde=—mride|=dT<0, (7) 


also wird die kinetische Energie auch bei umgekehrter Bewegungsrichtung ver- 
kleinert. Das bedeutet aber, die kinetische Energie kann unter dem Einfluß 
der Reibungskraft nur abnehmen. Die Reibungskräfte enthalten kein Arbeits- 
reservoir, das die kinetische Energie bei anderer Gelegenheit wieder vergrößern 
könnte. Quantitativ erhält man für die zeitliche Änderung der kinetischen Energie 
unter Verwendung der Bewegungsgleichung (3) 


7 dd r 
= = 3] =mis=Fmr=-—mr|s] <d. (8) 


sie nimmt also ständig ab. 


Schließlich soll noch die entsprechende Bewegung unter dem Einfluß des in 
(116.8) für die Luitreibung angegebenen Gesetzes untersucht werden. Mit der 
speziellen Kraft X = — o& lautet die Bewegungsgleichung 


Mi——OR k (9) 


Die darin auftretende Reibungskonstante wird formal durch die entsprechende 
Größe y ersetzt: stya=0. (10) 
Dies ist eine Differentialgleichung zweiter Ordnung, in der die gesuchte Größe x 
selbst nicht auftaucht. Man kann in solchen Gleichungen stets & = v als Un- 
bekannte einführen und erhält die einfachere Differentialgleichung 


ö=—yv mit i=v, (11) 
die von erster Ordnung, linear und homogen ist. 


(11) enthält die Aufgabe, eine Funktion v(f) zu suchen, deren Ableitung 
bis auf einen Faktor —y mit der Funktion selbst übereinstimmt. Da 
die Exponentialfunktion e’ nach (124.11) die Eigenschaft besitzt, daß ihre 
Ableitung mit der Funktion selbst übereinstimmt, überzeugt man sich mit der 
Kettenregel (123.14) leicht, daß hier e”’' eine Lösung ist. Die Linearität 
der Differentialgleichung erlaubt entsprechend (132.10), einen willkürlichen 
Faktor A zur Lösung hinzuzufügen. Die Invarianz der Differentialgleichung 
gegen Zeitverschiebungen würde gestatten, t durch t — t, zu ersetzen, was eben- 
falls dem Hinzufügen eines willkürlichen Faktors, nämlich e”", gleichkäme und 
nichts Neues lieferte. Die allgemeinste Lösung ist daher 


sl) =vlt)=Aett. (12) 


UNIV.-BIBL. 


DORTMUND 
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Sie enthält genau eine willkürliche Konstante und ist damit bereits die all- 
gemeinste Lösung von (11), weil dies eine Differentialgleichung erster Ordnung ist. 


Die Integration von (12) über die Zeit liefert die Bahnkurve 
t 
zo [at v)=— zer +B (13) 


mit den zwei willkürlichen Konstanten A und B. Bei Einführung der Konstanten 
% = x (0) r9 = &(0) (14) 
für die Anfangswerte der Bahn entstehen die Beziehungen 


n=—,+B „4A (15) 


zwischen x,, v, und A, B. Mit diesen Konstanten lautet die Lösung (13) 


<= + 2 11— et]. 
PR ? 


Sie ist in Abb. 134.2 wiedergegeben. 


% Der Endpunkt der Bewegung liegt 
bei PR 

t A)=-un+—- (17) 
Abb. 134.2. 2 

Gedämpfte Geradeansbewegung. K = -ym& Er wird nur asymptotisch erreicht. Die 


durch (9) definierte Konstante y= p/m 
besitzt, wie (12) erkennen läßt. offenbar die Dimension einer reziproken Zeit. 
In der Zeit = 1/y verringert sich die Geschwindigkeit um den Faktor e. 1/y 
ist also eine für das Abklingen der Bewegung charakteristische Zeit. 


135 Gedämpfter Wurf 


Eine Masse m bewege sich vertikal unter dem Einfluß der Schwerkraft und 
der Gleitreibung. Die wirkende Kraft ist dann nach (131.1) und (134.3) 


en 
K=—mg+ | 0 für 730. (l) 
(+mr 


Die Bewegungsgleichung lautet entsprechend 


—r 
&=—g+T! 0 für 230. (2) 
+r 
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Aufwärtsbewegung & > 0 und Abwärtsbewegung & < 0 genügen also verschie- 
denen Gleichungen. Prinzipiell aber ist die Bewegung von ähnlichem Typ wie 
diejenige in [131], weil die rechte Seite von (2) in beiden Fällen konstant ist. 


Unter der Voraussetzung nicht zu großer Reibung r <g ist der qualitative 
Verlauf der Bahnkurve «(f) nebenstehend abgebildet (Abb. 135.1). Die gestrichelte 
Kurve ist eine Parabel, die im Falle r = 0 gelten würde. Die ausgezogene Kurve. 
die die Reibung r > 0 berücksichtigt, verläuft hr 
im aufsteigenden Ast steiler als die Kurve der ?° 
ungedämpften Bewegung, denn dort ist ent- 
sprechend (2) g durch g+r zu ersetzen. Im ab- 4 
steigenden Ast der Kurve dagegen ist y durch 
ee er ea wer 
sprechend flacher, die Reibung wirkt sich hier Ey) = mir, Die gestrichelt, gezsich- 
also so aus, daß ein Gegenstand bei vorhan- nete Kurve gilt für verschwindende 
dener Reibung etwas später, aber mit größerer Dämpfung 
Geschwindigkeit abgeworfen werden muß, 
wenn er zur gleichen Zeit die gleiche Steighöhe erreichen soll wie im ungedämpf- 
ten Fall. Bei starker Reibung r > g kommt auch eine Bewegung nach unten all- 
mählich zur Ruhe. 


Die Bewegungsgleichung für die Wurf- und Fallbewegung mit Luftreibung 


lautet mit (134.9) 
Et yi=—g. (3) 


Im Vergleich zu (134.10) ist noch der Term —g hinzuget:: :; Anstelle der dort 
eingeführten Variablen » wird hier die Größe 


u=i+2 a=-i=—yig (4) 


eingeführt. In der zweiten Gleichung ist die Bewegungsgleichung (3) berück- 
sichtigt. Der Vergleich von u und ü zeigt die Gültigkeit von 

a=—yu u=4e!!. (5) 
u befriedigt also hier dieselbe Gleichung wie v in (134.11) mit der zugehörigen 
Lösung (134.12). Die Geschwindigkeit & folgt hieraus mit (4) als 

3 Aert—gly | (6) 
mit A als beliebig wählbarer Konstanten. 
Die allgemeinste Bahnkurve x(t), deren Ableitung (6) ergibt, ist 


A x g 
tl) =—- —ertıB— -t 7 
ct) 3 er r (7) 
mit der ebenfalls willkürlichen Konstanten B, die beim Ableiten verschwindet. 


Auffällig an dieser Lösung (7) der Differentialgleichung (3) ist, daß sie bis 
auf den letzten Term mit der Lösung (134.13) der Differentialgleichung (134.10) 
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übereinstimmt. Der hier noch hinzugetretene Term x;(t) = — yt/y befriedigt 
auch allein die Differentialgleichung (3), wovon man sich durch Einsetzen über- 
zeugt. Hinter dieser Ähnlichkeit der Lösungen beider Differentialgleichungen 
verbirgt sich ein sehr allgemeiner mathematischer Satz. Nach Einführung des 
linearen Differentialoperators 


L=|e+r Sr | (9) 


läßt sich die Differentialgleichung (3) in der Form 
Lz=—g (9) 
schreiben. Sie ist linear, aber inhomogen, da die rechte Seite von (9) nicht von x 


abhängt. Kennt man irgendeine Lösung x(t) dieser Gleichung und fügt ihr 
irgendeine Funktion x, (t) hinzu, wobei x + x, ebenfalls (9) erfüllen soll, so gilt 


Lc+n)=Le+1l,=—9. (10) 


Da x voraussetzungsgemäß der inhomogenen Differentialgleichung (9) genügt, 
muß die Funktion x„(t) die Gleichung 


Ly=0 (11) 


befolgen und somit eine Lösung der homogenen Gleichung (134.10) sein. Ist x, 
insbesondere die allgemeinste, zweiparametrige Lösung der homogenen Gleichung, 
dann ist x + x, bereits die allgemeinste Lösung der inhomogenen Differential- 
gleichung, weil sie die hierzu erforderlichen zwei Integrationskonstanten enthält. 
In der Lösung (7) entsprechen die ersten beiden Terme der hier mit .r, bezeichneten 
homogenen und der dritte der innomogenen Lösung x. 


Die in (7) beschriebene allgemeinste gedämpfte Wurfbewegung besitzt zur Zeit 
= 0 die Anfangswerte 


20-- +rB=% :0)=A-T=y (12) 
[2 


für Ort und Geschwindigkeit. Eliminiert man J und B mit Hilfe dieser Glei- 
chungen aus (7), so entsteht 


für die Wurfbewegung. 


Betrachtet man die Wurfbewegung (13) nach sehr kurzen Zeiten {, für die die 
Bedingung yt<1 erfüllt wird, so läßt sich die Exponentialfunktion von (13) 
entwickeln, und es gilt 


l ; 1 ) 
<y=n+|1—-1+r Ye [+4] Ki 


g.__| q 1 
+ = ren 
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Die Bewegung stimmt näherungsweise mit der ungedämpften Wurfbewegung 
(131.7) überein, und der Einfluß der Dämpfung macht sich erst in einem in t 
quadratischen Glied bemerkbar. Dieses Glied ist mit v, > 0 kleiner als Null, 
wirkt also bremsend. Nach langer Zeit, wenn yt > 1 ist, geht e°”'—> 0 und kann 
neben 1 vernachlässigt werden. Dann gilt 


t>yt: x (=. et 15 
>Y ze) (13) 
Die Geschwindigkeit wird entsprechend 

tipp: =>. (16) 


Die Geschwindigkeit nähert sich also asymptotisch einem konstanten negativen 
Wert: Der Körper fällt nach langer Zeit mit 
konstanter Geschwindigkeit. Abb. 135.2 zeigt 
eine derartige Bewegung. 


Abb. 135.2. Gedämpfter Wurf bei K,„= —-myä&. Für 
große Zeiten # nähert sich © der Grenzgeschwindigkeit 
v= —-g/y. Die Asymptote genügt der Gleichung 
x=-gtjy-+ c. Die gestrichelte Kurve (quadratische 
Parabel) gilt für verschwindende Dämpfung 


Übungsaufgaben 


13.1. Man berechne den Zeitablauf von Ort und Geschwindigkeit einer Punktmasse mit 
den Anfangswerten x =,0, ö = 0 bei £ = 0 unter der Kraft K = At’! sinat. 


13.2. Bestimmung der Bahnkurve (132.14) für das Oszillatorpotential Y (x) = mw; x?/2 
über den Energiesatz (133.9)! 


13.3. Man berechne und zeichne x(t) und v(t) für den senkrechten Wurf mit dem Reibungs- 
gesetz R= —my&|z#]| (y = konst.). 


13.4*. Man berechne die Bewegung einer Punktmasse m unter dem Einfluß der Kraft 
a) K= — m (a?tl?x/4 + ati) für #&>0,b) K= +m(ä?/e +axlnße) für >0,&<0 
(a,&, ß Konstanten). 


14  Gedämpfte Schwingungen 


Zusammenfassung: Die für viele technische Anwendungen so wichtige Gruppe der 
gedämpften Schwingungsbewegungen wird geschlossen untersucht. Unter dem Einfluß einer 
rücktreibenden Kraft und einer geschwindigkeitsproportionalen Reibung entstehen für 
y/2 Z w, kriechende, rasch gedämpfte oder gedämpft schwingende Bewegungen. Die Energie- 
abnahme besitzt beim Durchgang der Masse durch die Ruhelage jeweils kleine Maxima. 
Die Energie klingt exponentiell mit 1/y als mittlerer Abklingzeit ab. — Komplexe Zahlen 
sind besonders geeignet zur Beschreibung schwach gedämpfter Bewegungen. Die allge- 
meinste lineare Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten besitzt T,ösungen, die 
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sich aus logarithmischen Spiralen in der komplexen Ebene additiv zusammensetzen. Der 
Realteil einer solchen logarithmischen Spirale beschreibt eine gedämpfte Schwingung. - 
Unter dem Einfluß einer periodischen äußeren Kraft entstehen neben den rasch abklingenden 
Lösungen homogener Differentialgleichungen statioräre Schwingungen, bei denen x{t) die 
gleiche Periode wie K (ft) hat. Ihre Amplitude besitzt bei kleiner Dämpfung ein Maximum in 
der Nähe von = w, mit der Halbwertsbreite Aw = y. Das Verhältnis der Amplituden 
A(w,)/A(0) = w,/y wird als Resonanzüberhöhung bezeichnet. Die Energiebilanz zeigt, daß 
im Zeitmittel gleichviel Energie durch äußere Kraft zugeführt, wie durch Reibung verbraucht 
wird. Nach der Zeit y°! ist die im Oszillator vorhandene Energie E einmal „ausgewechselt“. — 
Zur Untersuchung des durch beliebige Kräfte angestoßenen Oszillators wird K(t) zunächst 
in einzelne Kraftstöße zerlegt. Die Bewegung des durch einen einzelnen Kraftstoß angeregten 
Oszillators läßt sich leicht angeben. Für die Gesamtbewegung läßt sich durch Superposition 
solcher Bewegungen die Integraldarstellurg (148.14) finden. Bei gleitender Reibung klingt 
die Maximalamplitude des Oszillators nicht exponentiell, sondern linear ab. 


141 Freie gedämpfte Schwingungen 


Wie in [132] wird auch jetzt wieder eine Masse m betrachtet, die am Ende 
einer waagerecht angeordneten Spiralfeder befestigt ist und sich längs der -Achse 
bewegt. Im Zeitablauf beschreibt sie dabei eine Bahn :(f). Zusätzlich soll neben 
der rücktreibenden Kraft —ax noch eine Reibungskraft — o& wirken. Die Be- 
wegungsgleichung lautet dann 

mMä==—axr— 08. (1) 


m, a und o sind hier die charakteristischen Eigenschaften des mechanischen 
Systems. Für den Bewegungsablauf wesentlich sind aber nur die Verhältnisse 
zwischen ihnen. Zur Abkürzung werden 


= \ y=Z (2) 


eingeführt. &, ist hier also eine Eigenschaft des Systems und nicht des Bewegungs- 
ablaufs. Im Grenzfall verschwindender Reibung y — 0 allerdings entsteht gerade 
eine periodische Bewegung mit w, als Kreisfrequenz. y ist die Reibungskonstante. 


Mit den Abkürzungen (2) lautet die Bewegungsgleichung (1) 
m(&+y&ü-+wir)=0, (3) 


oder unter Benutzung von Differentialoperatoren 


d? d 
m He+rar teile =0. | (4) 
Beim Lösungsansatz 
&(t) = ef = xt) = Aet (5) 


lassen sich alle Operatoren d/dt in (4) durch A ersetzen. Die Differentialgleichung 
geht in die Bestimmungsgleichung 


A+Hyl+o=0 (6) 
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für A über mit den Lösungen 


r»=-4+)(2) zo u) 


Sind die beiden Wurzeln A, und A_ reell und verschieden, so ist die allgemeinste 
Lösung von (4) leicht angebbar. Da die Differentialgleichung linear ist, lassen sich 
einzelne Lösungen (5) zu beiden Wurzeln (7) additiv überlagern, und 


x(t) = A, +! + A_e-! (8) 


ist die allgemeinste Lösung mit beliebigen Zahlenwerten A, und A_. 


Für die weitere Diskussion der Bewegung müssen die drei Fälle 
IE: (9 


unterschieden werden. Im ersten Fall sind die Wurzeln A, und }_ reell. Die all- 
gemeinste Lösung wird durch (8) beschrieben. Sie läßt sich auch in der Form 


er ns cr 
x()=e ? (A,e!+A_ et) mit T= Ve) — {3 er 
darstellen. Nach langer Zeit überwiegt das langsamer abklingende Glied mit 
),= —-y/2+ T<0. Beispiele solcher Bewegungen sind in Abb. 141.1 dargestellt. 


(10) 


Im zweiten Fall von Gleichung (9), x 
y/2 = w,, fallen beide Wurzeln zu- 
sammen. Die zugehörige Bewegung 
wird als aperiodischer Grenzfall be- 
zeichnet. Auch in diesem Fall ist (8) 
eine Lösung. Wegen A, = A_ lassen 
sich aber beide Terme von (8) zu- 
sammenfassen, wobei erkennbar 
wird, daß diese Lösung nur eine un- 
abhängige Konstante enthält. Trotz- | 
dem läßt sich aus (8) die allgemeinste App. 141.1. Lösungen der Schwingungsgleichung 
Lösung durch einen Grenzübergang für y/2 > @, 
gewinnen, indem man durch leichte 
Variation von y oder w, zunächst A_=4,+ 64-7, wählt und dann zu 640 
übergeht. In diesem Fall geht (8) zunächst in 


z(t) =eHH!(A, + A_e) = et+!(A, + A_(1 + 8At)) (11) 
über. Nunmehr werden die Konstanten 
A=A,+4_ B=A_61 (12) 


eingeführt. Dann folgt der Grenzübergang 6% — 0 so, daß A und B endlich bleiben. 
Das ist nur möglich, wenn gleichzeitig A,> oo und A_> — o gilt. Die dabei 
erhaltene Lösung lautet 2; 
x()=e ? (A+Bi). (13) 


5 Macke, Teilchen. 3. Aufl. 


66 l Punktmasse auf der Geraden [141] 


Mit ihren zwei Konstanten 4 und B ist sie die allgemeinste Lösung von (3), 
was auch durch direktes Einsetzen leicht nachkontrolliert werden kann. (Siehe 
auch die allgemeinere Behandlung dieses Problems in [145] und [Ü 14.2].) 


Der dritte Fall von Gleichung (9), y/2 < w,, läßt sich in der vorgegebenen Form 
nicht lösen. Die Wurzeln (7) von Gleichung (6) werden komplex. Da x(t) aber nur 
als reelle Funktion definiert ist, wird der Lösungsansatz (5) zunächst sinnlos. 
Durch Einsetzen läßt sich zeigen, daß hier 

Y 


&(t) —Ae ? eosw(i—t,) mit = s- (4) (14) 


mit beliebigen Konstanten A und t, eine Lösung der Differentialgleichung (3) ist. 
Die erste Ableitung von (14) ist 


w|X 


&()=— 2 xll)- wAe ? sinolt—i), (15) 


E7 


und für die zweite Ableitung erhält man unter Verwendung von (15) und (14) 


30=— Li) or) 2 («0+ 4 =) = vi) —ogett). (16) 
Der Vergleich von (16) mit (3) zeigt, daß die gedämpfte Sehwingung (14) die 
Differentialgleichung tatsächlich befriedigt. 


Die Lösung (14) ist in Abb. 141.2 dargestellt. » bedeutet die Kreisfrequenz, 
aus der sich, wie in [132], Frequenz » = »/2r und Schwingungsdauer r'= 2r/® 
bestimmen lassen. Neben ihrem periodischen Verhalten klingt die Amplitude 
exponentiell ab. Nach einer Zeit 7’ = 2/y ist sie auf den e-ten Teil gesunken. 
Eine für dieses Abklingen charakteristische Größe ist das logarithmische De- 
krement, definiert als der natürliche Logarithmus vom Verhältnis zweier auf- 


einanderfolgender Maximalamplituden 
=(t) 


d=1n eure (17) 
Beim Einsetzen von (14) entsteht zunächst 
=yij2 
d= In orap = ner” (18) 
und schließlich 
I A E3 EN 
i=,T=- mit er (19) 


l/d = r’/r ist daher die Zahl der Schwin- 
gungen, die der Oszillator ausführt, bis seine 
Amplitude auf den e-ten Teil abgeklungen 
ist. 


Abb. 141.2. Gedämpfte Schwingung Zum Abschluß soll untersucht werden. 
für y/2<o, wie groß y bei gegebenem w, gewählt 
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werden muß, damit der Oszillator aus irgendeiner Bewegung heraus am raschesten 
zur Ruhe kommt. Wählt man y > w,, so ist (10) die Lösung des Problems, 
und nach langer Zeit klingt diese Lösung wie besprochen mit 


y/2- T = yM)LL- YI- @o,y)]r oily<on (20) 


als Dämpfungskonstante, also nur sehr langsam ab. Wählt man dagegen y < w,, so 
entsteht die gedämpfte Schwingung (14), welche ebenfalls nur langsam, nämlich 
mit y/2 < w,, abklingt. Raschestes Abklingen entsteht im aperiodischen Grenz- 
fall mit y/2 = w,. Würde man die Dämpfung von Pendeltüren dem aperiodischen 
Grenzfall entsprechend einstellen. so würden sie sich so rasch wie möglich 
schließen. In der Praxis wird darauf jedoch meist wenig geachtet, so daß y/2 + @, 
wird und entweder mit y > w, Kriechbewegungen im Sinne. von (10) oder mit 
y< o, lang anhaltende Pendelbewegungen entsprechend (14) beobachtet werden. 


Beim Vergleich der gedämpften Schwingung von Abb. 141.2 mit Beobachtungen 
muß folgendes beachtet werden: Die Maxima und Minima dieser Kurve sind 
Umkehrpunkte der Bewegung mit & = 0, an denen die Masse kurzzeitig ruht. 
Daher macht sich die an diesen Stellen bei einer Versuchsanordnung nach 
Abb. 132.1 auftretende, hier in (4) aber nieht berücksichtigte Haftreibung (quanti- 
tative Durchführung in [Ü 14.5]) verzögernd bemerkbar, und zwar um so mehr, 
je geringer die Auslenkung x aus der Ruhelage und daher die rücktreibende 
Kraft ist. Mit abnehmender Amplitude bricht die Bewegung außerhalb der 
Ruhelage plötzlich ab, wenn nämlich |x| an einem der Extremwerte so klein 
geworden ist, daß die rücktreibende Kraft nicht mehr ausreicht. um die Haft- 
reibung zu überwinden. 


142  Energiebilanz 


Die Energie (133.3) des ungedämpften Oszillators 
B= + ofa () 


ist eine Erhaltungsgröße, da sie wegen 
dE d fm.» m 


En Fre > 0) =im(ö+ gr) = 0 (2) 


nicht von der Zeit abhängt. Mit 
x(t) = A coswot (3) 


als Lösung erhält man hier für potentielle und kinetische Energie einzeln 
Exin = - A?’ sin?’ wot Eyot = > A’, cos met. (4) 
‘Die Gesamtenergie folgt hieraus zu 


Mm 
# LE, — 
E Exin j Eyot 


2 


Ars. (5) 
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In diesem Ausdruck ist die Zeitunabhängigkeit unmittelbar ersichtlich. (5) ent- 
hält den Zusammenhang zwischen Maximalamplitude A und Energie E. 


Für die weiteren Überlegungen werden Zeitmittelwerte von der Art 
Ö=, [ arm (6) 


benötigt. f(t) ist irgendeine in Abb. 142.1 dargestellte Funktion, die in der Um- 
gebung von t über ein Intervall 7’ zwischen t — T/2 und t + T/2 entsprechend (6) 
gemittelt werden soll. (Das Zeitintervall 7’ darf hier nicht mit der früher auch 
mit 7 bezeichneten kinetischen Energie 
verwechselt werden.) Multipliziert man (6) 
mit T, so steht auf der rechten Seite der 


Acos wt 


7 


Et) 


Ba 


e-T/2 t brT2 8 
a Ze 
Abb. 142.1. Veranschaulichung der Mittel- Abb. 142.2. Zur Bildung des Mittel- 
wertbildung (6) wertes cos? wi 


Flächeninhalt unter der Kurve f(t) in Abb. 142.1. Diese Fläche muß mit der 
Fläche des Rechtecks aus den Seiten T und f übereinstimmen. Man erhält also 
den Mittelwert (6) der Funktion f(f) anschaulich dadurch, daß man im Intervall 7 
die unterhalb der Kurve befindliche Fläche ‚‚verflüssigt‘‘. Der obere Spiegel dieser 
Flüssigkeit liefert dann f. Für die Zeitableitung von (6) gilt: 


_ 5 t+T]2 ie ie 1+Tj2 ir 
di’ 1 n _ SE+TB-Fa-T2) _ 1 fo; _ I (ap 
44 [arım- nen -7 [u | WM 

t-T]2 18 
Für Mittelwerte vom Typ (6) gilt also ganz allgemein der Satz 
d,;_d 
l=5 (8) 


Die Zeitableitung des Mittelwerts von f(t) ist gleich dem Mittelwert der Zeit- 
ableitung. 
Zur Bestimmung der Mittelwerte von (4) werden die Größen 
sin’ot=1/2 cos’wt = 1/2 (9) 
benötigt. Die Kurve cos?’wt in Abb. 142.2 läßt nämlich erkennen, daß sie um 
den Wert 1/2 gleichmäßig schwankt. Wählt man also die halbe Schwingungszeit 
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oder ein Vielfaches von ihr als Intervallbreite 7’, so entsteht 1/2 als Mittelwert. 
Entsprechendes gilt für sin®ot. Die Mittelwerte von kinetischer und potentieller 
Energie sind also 


RE 
En = 4 [077 


(10) 


| 


Aus (10) und (5) folgt somit 
Ein = Epot = E12. (11) 


Diese Beziehung gilt nur für den harmonischen Oszillator. Sie ist Spezialfall 
eines viel allgemeineren Gesetzes, das in der statistischen Mechanik eine wichtige 
Rolle spielt und als Virialsatz bezeichnet wird, siehe [S 143]. 


Die Energie beim gedämpften Oszillator kann auch durch (1) definiert werden. 
Da die hier hinzutretende Reibungskraft kein Potential besitzt, gilt kein Er- 
haltungssatz für die Energie. Für deren Zeitabhängigkeit gilt vielmehr unter 
Verwendung der Bewegungsgleichung 


dE 


Ir =im(ä tage) = —my@—=—2yEyn- (12) 


Die rechte Seite dieser Gleichung ist negativ definit und stets von Null verschieden, 
solange & =+# 0 ist, solange also eine Bewegung stattfindet. Die Energie des ge- 
dämpften Oszillators kann also 
im Zeitablauf nur abnehmen. 
Die Energieabnahme im Bewe- 
gungsverlauf ist am stärksten, 
wenn & groß ist, also beim 
Durchlaufen des Nullpunkts. 
Sie verschwindet an den Um- 
kehrpunkten, weil dort © =0 
wird. Diese Eigenschaften von 
E(t) machen den Verlauf der 
Kurve in Abb. 142.3 qualitativ 
verständlich. 


Abb. 142.3. Energieverlauf beim 
gedämpften Oszillator 


Bei kleiner Dämpfung y< o, 
gilt näherungsweise der Virialsatz (11). Somit kann für den entsprechend (6) 
gebildeten Energiemittelwert unter Verwendung von (8), (12) und (11) ausgesagt 
werden: .. IE 


E= 


d = Mn) © 


Die Lösung dieser einfachen Differentialgleichung ist (wie früher in [134]) 
Ei) =Ey,et. (14) 


Ihre Lösung ist eine einfache exponentiell abklingende Funktion. y’! ist die 
Abklingzeit der Energie. 
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143 Rechnen mit Zahlenpaaren 


Gelegentlich reichen die gewöhnlichen Zahlen zur Beschreibung bestimmter 
Sachverhalte nicht mehr aus, und es macht sich eine Erweiterung erforderlich. 
Dies sei an einem recht banalen Beispiel erläutert: Der Wert z eines Warenlagers 


soll bestimmt werden. a, b, ... seien die Stückpreise der einzelnen Waren, und 
A,B,... seien ihre Mengen. Für den Wert gilt dann 
z2=aA+bB+t.... (1) 


Ist einer der Stückpreise, zum Beispiel j (Juwelen), unbekannt, so kann man 
sich wie folgt helfen: Zunächst wird der Wert des Lagers ohne die Ware j, also 


RS WERE 8 (2) 


bestimmt. Die Juwelenmenge wird mit J = y bezeichnet, und der Gesamtwert 


des Lagers wen 


mit j als unbekannter Größe muß jetzt durch wenigstens zwei Zahlenangaben. 
nämlich die von x und y, eindeutig charakterisiert werden. Mit solchen durch 
(3) definierten Zahlenpaaren läßt sich rechnen wie mit gewöhnlichen Zahlen. 
Die Gleichwertigkeit zweier Warenlager, ausgedrückt durch 


1=2. also + jy=R+ je: (4) 

ist gesichert, wenn im einzelnen 
% =%g Yı=Ya (5) 

erfüllt wird, wenn also die x- und y-Werte einzeln einander gleich sind. Der 
Gesamtwert von zwei Warenlagern ist 

ent t+m)+ilWıt Yo): (6) 
Entsprechendes gilt für die Differenz. Die Überlegungen bleiben richtig, 
1. wenn j eine bekannte Zahl ist; 
2. wenn j wohl definiert, aber lediglich unbekannt ist, und 
3. wenn j überhaupt nicht definiert ist (wenn im Falle des Warenlagers der 


Juwelenpreis umstritten ist). 


Genauso wie sich Zahlen geometrisch auf einer Zahlenachse addieren lassen. 
kann man diese Zahlenpaare unter Verwendung von zwei Achsen addieren. 
Stellt man die beiden Achsen für x und y senkrecht zueinander, so beschreibt 
jedes Zahlenpaar einen Punkt der xy-Ebene. Die Addition und Subtraktion von 
Zahlenpaaren läuft. wie Abb. 143.1 zeigt, auf das „geometrische Addieren‘‘ von 
Pfeilen. hinaus. 


Grundsätzlich bietet auch die Multiplikation solcher Zahlenpaare keine 
Schwierigkeiten. Sie ist durch 


2123 = (X + jYyı) (Ra + jYo) = Rita + IRıYya + Yıra) + ’yı Ya (7) 
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definiert. Da neben j auch j? unbekannt bleibt, benötigt man insgesamt drei 
Zahlenangaben, um das Produkt zweier Zahlenpaare zu charakterisieren. Ent- 
sprechendes gilt für mehrfache Produkte. Die Multiplikation von Zahlenpaaren 
führt also nicht ohne weiteres wieder auf Zahlenpaare. 


Eine wichtige Rolle spielen diese Zahlenpaare bei der Lösung algebraischer 
Gleichungen. Bekanntlich ist die Zahlengleichung 


2=—l (8) 


unlösbar. Bezeichnet man eine trotzdem gedachte (imaginäre!) Lösung formal 
mit j, so ist leicht erkennbar, daß neben +j auch —j eine Lösung ist. Weiter 


Abb. 143.1. Addition Abb. 143.2. Darstellung der 
zweier komplexer Zahlen komplexen Zahlen z und z* in einer Ebene 


läßt sich ganz allgemein nachweisen, daß eine algebraische Gleichung n-ter 
Onanung +2 +92? +---+a,"—=0 (9) 


genau n Lösungen 2,, 29, ... 2„ besitzt, wenn man als Lösungen Zahlenpaare 
vom Typ (3) zuläßt, bei denen j die gedachte Lösung von (8) ist und daher die 
Eigenschaft j? = —1 besitzt. Diese Zahlenpaare besitzen alle in den Gleichun- 
gen (3) bis (6) beschriebenen Eigenschaften. Mit der zusätzlichen Eigenschaft 
j = —1 werden sie als komplexe Zahlen bezeichnet. Das Produkt (7) verein- 
facht sich bei komplexen Zahlen zu 


212, = %%, — Yıyat J(&ı Ya + Ya) (10) 


und ist wieder ein Zahlenpaar vom gleichen Typus, also eine komplexe Zahl. 
Entsprechendes gilt für Mehrfachprodukte, weil alle Potenzen von j 


f=1l, jei, Je, Pe, f#=l..| 


wieder komplexe Zahlen sind. j wird als die imaginäre Einheit bezeichnet. Mit 
j multiplizierte Zahlen jy heißen imaginäre Zahlen. Die gewöhnlichen Zahlen 
werden zur Unterscheidung reelle Zahlen genannt. Eine komplexe Zahl z wird 
entsprechend Abb. 143.2 als Punkt in einer komplexen Ebene dargestellt. Dabei 
nennt man x den Real- und y den Imaginärteil von z. 
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Zwei Zahlen z und 2* heißen konjugiert komplex, wenn sie spiegelsymmetrisch 
zur reellen Achse liegen. Im Zusammenhang mit Abb. 143.2 gelten die Formeln 


z=xc+jy Rez=x= (z+ 2*)/2 
+ =x7—jy Imz=y= (z — 2*)/2j. 


Der Abstand des Punktes z vom Koordinatenursprung wird als Betrag von z 
mit |z| bezeichnet und der Winkel p zwischen dem Pfeil z und der reellen Achse 
als Argument mit p = argz. Aus rein geometrischen Gründen folgt 


(12) 


|z1= Ya®+ y?= V(Rez)?+ (Im2)? 


argz=p=arctany/w. 


(13) 


Bildet man das Produkt von z mit z*, so folgt 


| 2er = + yP=l2]R. (14) 


Die komplexen Zahlen sind zur übersichtlichen Beschreibung periodischer Be- 
wegungen besonders geeignet. 


144 Komplexe Exponentialfunktion 


Genau wie es möglich ist, die komplexe Zahl z von Abb. 143.2 durch ihren 
Realteil x und ihren Imaginärteil y darzustellen, ist auch eine Darstellung durch 
ihren Betrag |z| und den Winkel g möglich, der im allgemeinen als das Argument 
der komplexen Zahl bezeichnet wird. In dem Ansatz 


z2=121F(p) (1) 


kann die mit F' bezeichnete Größe nur noch vom Argument p abhängen. Bildet 
man nämlich auf beiden Seiten von (1) den Betrag, so folgt nach Fortlassen 
eines gemeinsamen Faktors |2| 


IF(p|=1. 2) 


Die komplexe Zahl F liegt also in der komplexen Ebene auf dem Einheitskreis um 
den Koordinatenursprung und wird durch Angabe des Winkels vollständig 
beschrieben. Beim Auflösen von (1) nach F entsteht 


F (9) 


2 % 
2 Ya+y 


| I sp + jsing. (3) 


Damit ist F(g) explizit durch die trigonometrischen Funktionen gegeben. Für 
9 = 0 geht diese Gleichung in 
FO0)=1 (4) 
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über. Beim Ableiten nach @ entsteht 
dF(p) 

dp 
Die Ableitung von F nach 9 fügt zu F also lediglich den Faktor j hinzu. Aus 
diesem Grunde und wegen der Bedingung (4) ist F(o) gleich der Exponentialreihe 


= —sin9g+jcosp=j[cosp +jsingy]=jF(p). (5) 


Fir =14igt+ zn 
(6) 


1 1 F 1 1 
—1 zetge + +3(9 ee +). 


Hierbei wurde von (143.11) Gebrauch gemacht. Der Vergleich von (3) und (6) 
liefert die Rechtfertigung für die Reihendarstellung (124.9) der in (8) an 
und für sich rein trigonometrisch eingeführten Größen Kosinus und Sinus, da 
in jeder komplexen Gleichung entsprechend (143.4 und 5) Realteil und Imaginär- 
teil der Gleichung einzeln übereinstimmen müssen. Mit (6) erhält man 


für die Darstellung irgendeiner komplexen Zahl 2 durch ihren Betrag |z| und ihr 
Argument @. 


Weiter zeigt der Vergleich von (3) und (6) die Gültigkeit von 


et —cosp-+jsing. (8) 


Die zweite der hierin enthaltenen beiden Gleichungen entsteht durch den Über- 
gang j > —j. Durch Addition und Subtraktion beider Gleichungen folgen die 
Beziehungen 


| cosp = (eJ? + e-IP)/2 sinp= (el? — e-)r)/2j. (9) 


Für den Betrag von (8) folgt 
je!?| = Yeos®®p-+ sing —=1, (10) 
wie bereits oben in (2) gezeigt wurde. Man vergleiche (8), (9) mit (143.12 und 14). 


Der besondere Vorteil der komplexen Exponentialfunktion gegenüber den 
trigonometrischen Funktionen sin und cos liegt in ihren einfachen Eigenschaften 
beim Differenzieren wie auch bei der Addition von Argumenten, für die das 
einfache Additionstheorem 


It) — elf el: (11) 
gilt. Setzt man (8) in (11) ein, so folgt 
c08 (#4 92) + j sin (91 + 92) = (cos 91 + j sin Q,) (cosP+ j sin @,) 


12 
= (c05 9, C08 9% — sin, sin @,) + j (sin 9, C0SY,-+ COS, Sin @,). ei 
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Durch Vergleich von Realteil und Imaginärteil auf beiden Seiten von Gleichung (12) 
erhält man auf besonders einfache Weise die bekannten Additionstheoreme der 
trigonometrischen Funktionen. 


In Abb. 143.1 wurde die Addition zweier komplexer Zahlen dargestellt. Jetzt 
soll die geometrische Bedeutung der Multiplikation 


2= 212g (13) 

untersucht werden. Entsprechend (7) und (11) ergibt sich 
; zler=|2|123,| Her ||, tm. (14) 
Links und rechts in (14) stehen komplexe Zahlen. Sie 
sind nach Abb. 143.2 nur dann gleich, wenn sie gleiche 


Beträge und Argumente aufweisen, wenn also die Glei- 
chungen 


l21=12,||2,| 9P=9A+t Pa (15) 


einzeln erfüllt werden. Während sich also die Beträge 
von 2, und z, multiplizieren, addieren sich die Argu- 
mente. 


Abb. 144. Geometrische 
Konstruktion des kom- In Abb. 144 sind die Zahlen z, und z, auf der kom- 


plexen Produktes 2= 2122 plexen Ebene eingetragen. Zu ihrer Multiplikation wird 


folgende Konstruktion angegeben: Zunächst wird das 
Dreieck konstruiert, welches die Punkte z=0, z=1 und 2=;z, als Eck- 
punkte enthält. Nunmehr wird dieses Dreieck um den Winkel 9, nach links 
gedreht und so vergrößert, daß ein zweites ähnliches Dreieck entsteht mit 2 = 0 
und z = z, als zwei Eckpunkten. Der dritte Eckpunkt dieses ähnlichen Dreiecks 
ist z: denn sein Argument ist der Konstruktion entsprechend 9=@,+ 9z- 
Aus der Ähnlichkeit der Dreiecke folgt weiter für die Beträge die Beziehung 


ziel; (16) 
Zusammen gelten also für die Konstruktion der Abb. 144 die Gleichungen 
I21=12,1- 121 y=Yıt P- En 


Daher muß z von Abb. 144 mit dem Produkt (13) übereinstimmen, was zu be- 
weisen war. 


145 Lineare Differentialgleichungen mit Konstanten Koeffizienten 


Die homogene lineare Differentialgleichung r-ter Ordnung 
a2 + HE ta +: ta,” —=0 (1) 
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wird betrachtet. Ihre Koeffizienten a, .... a, sollen alle konstant sein. also nicht 
von t abhängen. (1) läßt sich in der Operatorform 


d d? d" 
lo+anjr +@ge+ + age z(t) =0 (2) 


schreiben. Um eine Lösung z(t) der Gleichung zu erhalten, wird der Exponential- 
ansatz 


z(t) = e* | (3) 


gemacht, welcher jeden Operator d/dt von (2) in die Zahl A überführt. (Wohl- 
verstanden nur bei Anwendung auf die betreffende Exponentialfunktion!) Die 
Differentialgleichung (2) wird so zu einer Bestimmungsgleichung 


ntaHA+P+..-+a,N"=0 (4) 
für A. Diese Gleichung besitzt bekanntlich n im allgemeinen komplexe Lösungen 
PD PRRRRNR DM (5) 


die untereinander sowohl gleich als auch verschieden sein können. Falls m Wurzeln 
den gleichen Wert A, haben, so enthält der Ausdruck auf der linken Seite von (4) 
den Faktor (A — A)”. Da die Differentialgleichung linear und homogen ist, 
lassen sich die einzelnen Lösungen (3) mit } aus (5) additiv überlagern, und 


z(t) = A,eht + Agekt+... + A,ert (6) 


ist wieder eine Lösung der Differentialgleichung mit beliebigen komplexen 
Zahlen A,, Asa, ... Sind die einzelnen Lösungen (5) alle voneinander verschieden. 
so ist dies die allgemeinste Lösung. Ist eine der Wurzeln, etwa A,, eine m-fache 
Wurzel, so ist der entsprechende Term in (6) durch 


Akt [Ayo+ Arıt+ + Arm-ıl" ]eht (7) 
zu ersetzen, wie in [Ü 14.2] bewiesen wird. 


Ist die Differentialgleichung (1) bzw. (2) reell, d.h., sind alle Koeffizienten 
@gs :-, @, reelle Zahlen, so ändert sich beim Übergang j> —j lediglich z —z*, 
während der links von z in (2) stehende Operator unverändert bleibt. Demnach 
ist hier neben jeder Lösung z(£) auch 2*(t) wieder eine Lösung, da 2* derselben 
Differentialgleichung genügt wie z. Weiter sind wegen der Linearität von (2) 
neben z und z* auchz + 2* und damit nach (143.12) auch Rez und Im z Lösungen 
derselben Differentialgleichung. Dieser Satz ist besonders wichtig bei physika- 
lischen Problemen, in denen nur Rez physikalisch definiert ist und unter der 
Gesamtheit (6) der komplexen Lösungen die reellen Lösungen als die physikalisch 
allein sinnvollen herausgesucht werden müssen. 
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Zur Diskussion der Lösung z wird wiederum die komplexe Zahlenebene heran- 
gezogen. In dieser Ebene bedeutet z(t) eine im Zeitablauf stattfindende Punkt- 
bewegung. Hat die Lösung speziell die Form 


z(t) = Act, (8) 


so läßt sie sich einfach übersehen. Wegen z(0) = A ist A der Anfangspunkt 
der Bewegung zur Zeit t = 0. Er befindet sich im Abstand | A| vom Koordinaten- 
ursprung mit dem Winkel« = arg A gegen die Koordinatenachse. Der Bewegungs- 
ablauf hängt entscheidend von A ab. 


Ist die Wurzel } reell, also ImA = 0, so findet die Bewegung auf der Ver- 
bindungsgeraden zwischen A und dem Koordinatenursprung bzw. ihrer Ver- 
längerung nach außen statt. Je nachdem, ob Reis 0 ist, verkleinert oder ver- 
größert sich die Entfernung des Punktes vom Koordinatenursprung im Zeitablauf. 

Ist die Wurzel A dagegen rein imaginär, also Rei = 0, so geht mit Im} =» 
der Exponentialfaktor von (8) in 

et let — coswt + jsinwt (9) 
über. Da der Betrag von (9) gleich 1 ist, müssen die Endpunkte der Bewegung (8) 
auf einem Kreis mit dem Radius |A| liegen. Gleichung (9) beschreibt eine Be- 
wegung auf dem Einheitskreis. Bei i = 0 wird e’ = 1. Im Falle » > 0 verkleinert 
sich der Realteil, während der Imaginärteil zunächst zunimmt. Die Bewegung 
erfolgt also links herum. Das Argument = wt wächst linear mit der Zeit und 
(9) beschreibt daher eine Rotation mit konstanter Winkelgeschwindigkeit o. 
Im Falle & < 0 erfolgt die entsprechende Rotation im Uhrzeigersinn. 


Als nächstes wird die Punktbewegung bei komplexer Wurzel } unter den Be- 
dingungen Re/i=1!<0 Im/j=o>0 (10) 
betrachtet. Die Bewegung (8) wird jetzt mit A =|4je’* durch 

z(t) =|Ale"!?lteitet+=) (11) 
dargestellt. Dabei befindet sich z(f) im 
A Abstand 2] =|Ajeirit (12) 


y 


vom Koordinatenursprung und nähert 
sich diesem im Zeitablauf. Gleichzeitig 
aber findet eine Rotation gegen den Uhr- 
x* zeigersinn mit der Winkelgeschwindig- 
keit m statt. Das Ergebnis ist die log- 
arithmische Spirale von Abb. 145. Im 
Falle ReA>0 läuft diese Spirale nicht 
auf den Koordinatenursprung zu, son- 
Abb. 145. Die Bewegung z(t)= AeA!inder dern von ihm weg. Im Falle Im}=o»<0 
komplexen Ebene für ReA<O0und ImA>0 wird sie im Uhrzeigersinn durchlaufen. 
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Zusammenfassend läßt sich also feststellen, daß die Lösung (8) eine logarith- 
mische Spirale ist, die je nach der Beschaffenheit des Real- und Imaginärteils 
von } entartet sein kann. Besitzt die Gleichung (4) nur einfache Wurzeln, so 
setzt sich die allgemeinste Lösung (6) der Differentialgleichung (1) bzw. (2) aus 
mehreren solchen Spiralbewegungen additiv zusammen. Jeder der Terme in (6) 
wird durch einen Pfeil in der komplexen Ebene dargestellt, dessen Endpunkt 
sich im Zeitablauf auf einer logarithmischen Spirale bewegt. Die Addition dieser 
Pfeile im Sinne von Abb. 143.1 liefert dann den Endpunkt z(t) und seine Be- 
wegung. 

Abschließend soll noch einmal die in [141] besprochene gedämpfte Schwingung 
untersucht werden, die der Differentialgleichung 


ä+yi+oix=0 (13) 


genügt. Mit dem Ansatz x = e*! entsteht eine Gleichung für A, deren Wurzeln 
sich im Falle y/2 < w, als komplexe Zahlen 


A=— 3 +jvo mit o= Ve- (2) (14) 
ergeben. Die allgemeinste Lösung 
EN 
&()=4A,eH+'+A_d-!=e ? j [A,e&®!+A_erie!] (15) 


ist komplex und enthält zwei willkürlich wählbare komplexe Zahlen A, und A_, 
in denen insgesamt vier gewöhnliche Zahlen enthalten sind. Da die allgemeinste 
reelle Lösung aber nur zwei willkürliche Konstanten enthält, kann in (15) A_ = 0 
gesetzt werden. Für den Realteil von x, der allein physikalisch sinnvoll ist und 
ebenfalls eine Lösung von (13) darstellt, gilt dann mit A, = Ae* 


Ra u 
Rex(t) = Re PR 2 tat Ag 2 "eos(wi+ %). (16) 
re 


Dies ist bereits die allgemeinste reelle Lösung (141.14) der Differentialgleichung (13). 
Während die komplexe Funktion x(t) eine Punktbewegung in der komplexen 
Ebene darstellt, beschreibt Rex(t) die Projektion dieser Bewegung auf die reelle 
Achse. Aus der logarithmischen Spirale in der komplexen Ebene wird die ge- 
dämpfte Schwingung von Abb. 141.2. Die komplexe Schreibweise liefert also 
zwanglos sowohl die ‚‚kriechenden‘“ als auch die „oszillierenden‘‘ Lösungen des 
gedämpften Oszillators mit der gleichen Methode. 


146 Erzwungene harmonische Schwingungen 


Wirkt bei einem harmonischen Oszillator neben der rücktreibenden Kraft 
K = — mw,x und der Reibungskraft Kx = —myä noch eine willkürlich vor- 
gegebene äußere Kraft X (t), so lautet die Bewegungsgleichung 


m(&+y&+wex)=Kit). () 
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Eine anschauliche Vorstellung von einer solchen äußeren Kraft K(t) erhält man 
dadurch, daß man sich bei dem in Abb. 146.1 schematisch dargestellten Oszillator 
das rechte Ende ebenfalls beweglich vorstellt. Die Masse befindet sich an Orten 
x(t), der Ruhepunkt, bei dem sie ohne äußere Kraft K(t) im Gleichgewicht ist, 
sei x = 0, wenn sich das mit y bezeichnete rechte Ende der Feder bei y = 0 
befindet. Verschiebt man dieses rechte Ende um ein Stück y> 0 nach rechts, so 
ist das für die auf m wirkende Feder das gleiche, als wäre die Punktmasse von x 
um das Stück y nach links, also nach x — y verschoben. In diesem Falle ist also 
w2x in (1) durch w3(x — y) zu ersetzen. Verschiebt man das rechte Federende 
des Oszillators von Abb. 146.1 im Rhythmus einer vorgegebenen Funktion y(f), 
so entspricht. das in (1) der Vorgabe einer äußeren Kraft 


Kit)=mwsy(t), (2) 
; und die Bewegungsgleichung lautet jetzt 


—— 7 
10 X = d? d 2 2 E 
I rrrelen=eirn.| @ 
Abb. 146.1. 
Erregung des harmonischen Oszillators 
durch Bewegung des Federendes Während der Fall beliebiger Funktionen 


y(t) bzw. K(t) weiter unten in [148] be- 
handelt wird, soll hier zunächst die einfache periodische Bewegung untersucht 
werden. Diese Aufgabe wird durch die Verwendung komplexer Funktionen erheb- 
lich erleichtert. 


Die erregende Funktion wird als 
y(t) = y,(coswt + jsinwt) =yyel®! (4) 


komplex vorgegeben. y, sei eine reelle Zahl. Mit y(t) wird in (3) auch notwendig 
x(t) eine komplexe Funktion. Da die Bewegungsgleichung aber für die Realteile 
und Imaginärteile einzeln erfüllt werden muß, wird der Realteil der Lösung &(t), 
der allein die Bewegung der Masse m beschreibt, nicht durch den bei der Er- 
weiterung (4) hinzugefügten Imaginärteil jy, sinwt gestört. Die allgemeinste 
Lösung x(t) der Differentialgleichung (3) setzt sich additiv aus der allgemeinsten 
Lösung der homogenen Differentialgleichung und einer speziellen Lösung der 
inhomogenen Differentialgleichung zusammen. Erstere besteht nach [145] aus 
zwei exponentiell abklingenden logarithmischen Spiralen. Ihr Anteil wird ent- 
scheidend durch die willkürlich vorgegebenen Anfangsbedingungen bestimmt. 
Diese Spiralen spielen aber nach hinreichend langer Zeit keine Rolle mehr, und es 
bleibt nur noch die sogenannte stationäre Lösung 


z(t)=Ayyel®! S=io (5) 


als spezielle Lösung der Differentialgleichung übrig, bei der die Masse mit gleicher 
Frequenz & wie die äußere Kraft K(t) schwingt. Mit diesem Ansatz können die 
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Differentialoperatoren d/dt in (3), wie in (5) bereits angedeutet, durch die Zahlen 
jw ersetzt werden, und (3) vereinfacht sich zu 


[9 — + jyolzt)=wosyl). (6) 
Die Funktionen xz(t) und y(t) unterscheiden sich entsprechend 
z()=Aylt) mit Az=o(w) eri*(o (7) 


offenbar nur noch um eine komplexe Zahl A, 
deren Betrag o(w) das Verhältnis der Ampli- 
tuden von x und y angibt und deren Argu- 
ment «a(w) den Phasenwinkel liefert, um 
den x(f) der Funktion y(t) nachläuft. In 
Abb. 146.2 ist die Aussage von Gleichung (7) 
in der komplexen Ebene dargestellt. y(f), 
gegeben durch (4), rotiert in der komplexen 
Ebene mit der Winkelgeschwindigkeit ® auf 
einem Kreis mit dem Radius %,. Durch 
einen zweiten Pfeil wird x(f) dargestellt. 
Er rotiert auf einem Kreis, dessen Radius 
um den Faktor o(w) größer ist. x(t) läuft 
um den Winkel & hinter y(f) her. 


Der Vergleich von (6) und (7) liefert 


= -ja(o) — © ' 
A=o(o) ei BErpıma (8) 


Abb. 146.2. 


Gemeinsame Rotation von y(t) und 
x(t) in der komplexen Ebene 


Um o und & einzeln zu berechnen, beachte man zunächst die Gültigkeit von 


1 


ER N 
e" =——=c03% — ) SINA& = ——— —., 
cosx +Jsına 


ei® 


(9) 


Wegen y& > 0 in (8) ist sin& > O in (9) und daher 0 <a <r. Das Verhältnis 
von Imaginärteil zu Realteil im Nenner von (8) liefert mit 


tan = = u — (10) 


den Phasenwinkel «. Für den Betrag von (8) entsteht nach (143.14) 


2 
[Or 


0(®) al) 


Vo er rah 

Phasenwinkel x(»®) und Amplitudenfaktor o(w) sind in Abb. 146.3 für ver- 
P 1 

schiedene Frequenzen & der erregenden Kraft dargestellt. 


Zunächst betrachten wir die Grenzfälle w > 0 und > ». Bei sehr niedriger 
Frequenz & und daher langsamer Bewegung y(t) ist die Masse m von Abb. 146.1 
ohne weiteres in der Lage, dieser Bewegung zu folgen. Für ® > 0 wird A —1. 
Es gilt daher x(t) = y(t); die Feder wirkt wie eine starre Verbindung. Bei sehr 
hohen Frequenzen w dagegen ist die Masse m wegen ihrer Trägheit nicht mehr 
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in der Lage, dem schnellen Vorzeichenwechsel der Kraft zu folgen und bleibt 
in der Ruhelage. Im Grenzfall » > © wird in (8) A — 0. Bei hohen Frequenzen 
schwingt x(t) mit dem Phasenunterschied x > x, während die Amplitude o(®) 
sehr klein wird. 


Zwischen den beiden Grenzfällen > O.und & —> oo besitzt der Amplitudenfaktor 
0(w), wie man aus (11) sofort erkennt, in der Umgebung von &, ein Maximum. 
Die genaue Berechnung dieser Frequenz 
folgt aus der Bedingung, daß die Ab- 
leitung von o(w) nach » verschwinden 
muß. Das ist auch dann der Fall, wenn 
das Quadrat des Nenners von (11) als 
Funktion von w® ein Minimum besitzt. 
Also wird durch 


d e 0.9 
a + or =0 


(12) 
2 — a1) +y’—=0 


die Resonanzfrequenz ® = w, bestimmt, 
bei der o(w®) ein Maximum besitzt. Das 
Resultat ist 


Abb. 146.3. 
Verlauf von o und & in Abhängigkeit von Zum Vergleich ist die von [145] her 


der Frequenz » der erregenden Kraft bekannte Eigenfrequenz w,; hinzugefügt, 

mit der der Oszillator ohne äußere Er- 

regung y gedämpft schwingen würde. Bei kleiner Dämpfung y < w, liegen die 

drei Frequenzen w,, ®.; und &, offenbar dicht beieinander, und man kann 
näherungsweise ®, & @, setzen. 


Das Verhältnis der Maximalamplitude zur Amplitude bei der Frequenz & = 0 
wird als Resonanzüberhöhung o, bezeichnet. Für dieses Verhältnis gilt 
os ©, [0 


_ || _ (or) BL 
mel 20) elor) = vYoa-ya v7 7 


wobei das Glied y?/4 gegen wg wegen y < w, vernachlässigt werden kann. Für den 
Zusammenhang zwischen der Resonanzüberhöhung o,, der Schwingungszeit r, 
der Dämpfungszeit 7,=y"! und dem logarithmischen Dekrement d gilt 


(14) 


antı _ T 


Heer: (15) 


0, ist dem Dämpfungsfaktor y umgekehrt proportional und nimmt bei kleiner 
Dämpfung sehr große Werte an. Diese in der Praxis gelegentlich sehr unangenehme 
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Erscheinung wird als Resonanzkatastrophe bezeichnet und kann zum Beispiel bei 
schwingenden Konstruktionen zu deren vollständiger Zerstörung führen. 


Ein Maß für die Schärfe des Maximums bei w, ist die sogenannte Halbwerts- 
breite. Darunter versteht man den Abstand Aw derjenigen Frequenzen w, und 
@g, bei denen sich der Amplitudenfaktor o(w) gegenüber seinem Maximalwert 
um einen Faktor 1/Y2 verringert hat. Für diese Frequenzen gelten daher die 
Gleichungen 


o(w) = o(w,)[V2 ©= Ws 03—-%=Aw. (16) 
Mit w, aus (13) läßt sich in (11) der Nenner von o (w) entsprechend 
(0? — w3)? + yo? = (w? — ©)? + y?oi + y!/4 (17) 
vereinfachen. Die Bedingungsgleichung (16) für » lautet dann 
(@? — wr)? + yror + y/4 = 2(yPor + y*/A). (18) 
und ihre Lösungen sind 
oi2=w! + yYo! + y2/4 = mw! + yo. (19) 


Somit entsteht für die gesuchte Halbwertsbreite 


Aw = w,(Vl +yo.lo: — Yl — yao,/o)- (20) 
Bei kleiner Dämpfung wird hieraus 
Awsy für y<ow- (21) 


Die Halbwertsbreite stimmt dann mit der Dämpfung y überein. 


147 Energiebilanz 


In diesem Abschnitt wird unter x(f) ausdrücklich nur die reelle (also nicht 
komplexe) Auslenkung des Oszillators verstanden. Nach Multiplikation der Be- 
wegungsgleichung (146.1) mit & 


äm(ö+yätwgr)=iK (1) 


läßt sich diese Gleichung in der Form 


letze =EK— ym.? (2) 


darstellen. Sie ist also vom Typ 


dE 


—raNh-N, (3) 


6 Macke, Teilchen. 3. Aufl. 
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und sagt aus, daß die Energieänderung gleich der durch die Kraft K hinzu- 
gefügten Leistung N, abzüglich der durch Dämpfung abgeführten Verlust- 
leistung N, ist. Alle Größen in (1) bis (3) müssen reell sein. Die Verwendung 
komplexer Größen x(t) in quadratischen Ausdrücken wie (1) und (2) ist nämlich 
unzulässig, weil sonst, in einem Ausdruck wie (a + jb)? = a? — b? + j2ab der 
physikalisch sinnlose Imaginärteil d sich im Realteil des Quadrats als — 5? 
störend bemerkbar macht. Die Verwendung komplexer Funktionen x(t) ist daher 
grundsätzlich nur in linearen Ausdrücken erlaubt. 


Zur Berechnung der Energie E wird die stationäre Lösung 


x(t) = 0y, c08 (wt — X) (4) 
eingesetzt. Dabei entsteht 


E= > 0 (0)? [o? sin? (ot — &) + wg cos’ (wi — x)] yo: (5) 


Für das Zeitmittel über eine oder mehrere Schwingungsperioden entsteht unter 
Verwendung von (142.9) 


E=-Z I so y. (6) 


Nur bei ® & w, sind kinetische und potentielle Energie im Zeitmittel gleichgroß. 


Mittelt man die Energiebilanz (3) über ganze Schwingungsperioden, so gilt 
nach Definition des Mittelwertes (142.7) für die linke Seite der Gleichung 


t+Tj2 . q T 
dB ı ad _ a a er B 
dt T dt T . (7) 
t-T]2 


Mit der stationären Lösung (4) ist auch E gemäß (5) periodisch und (7) ver- 
schwindet. Im Zeitmittel muß also 


N=N=N (8) 


gelten. Eingangsleistung N, und Verlustleistung N, sind im Zeitmittel gleich- 
groß und werden gemeinsam als Durehgangsleistung N bezeichnet. Dies ist die 
pro Zeiteinheit durch den Oszillator hindurchgehende Energie, für welche ent- 


sprechend (2) und (3) 


N=:K=-myi—2yEym =) zoo) % (N 
gilt. Sie besitzt in der Nähe der Resonanzfrequenz w, ihr Maximum. Hier, bei 
w = @,. zeigt der Vergleich von (6) und (9) die Gültigkeit von 

Var B=4N. (10) 


Diese Gleichung besagt, daß im Zeitraum 7, die im Zeitmittel vorhandene 
Energie E durch den Oszillator hindurchgeführt wurde. Die von früher (142.14) 
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als Abklingzeit der Energie bekannte Größe 7, besitzt somit hier die anschauliche 
Bedeutung einer mittleren Aufenthaltszeit der Energie, die dem Oszillator über 
N, zugeführt wird. 


148* Beliebig erzwungene Schwingungen 


Wieder wird das durch (146.1) gegebene Bewegungsproblem 


m(&+y&- wor) = Kt) (l) 


betrachtet. Es soll in diesem Abschnitt für beliebige Kraftfunktionen Ki) gelöst 
werden. 


Wir behandeln zunächst den Fall, daß K(t) 
nur zur Zeit {= 0 etwa wirksam ist und dort xe) 
während einer sehr kurzen Zeit öt, die Kraft X, 
überträgt. Weil es hierbei nicht auf den genauen 
Zeitablauf der Kraftübertragung innerhalb dieses 
Zeitintervalls öi, ankommt, da nur der beim Kraft- 
stoß übertragene Impuls öP für die ausgelöste „pb.148. Durch Kraftimpuls (2) 


Are 


T 


Bewegung maßgeblich ist, beschreiben wir den erregte Schwingung 
Kraftstoß durch 
Kt) = dt, K,ö(t) »P=möv=[ölK(t)=Öt,K, (2) 


mit der in !i26] eingeführten (und in [447] genauer untersuchten) ö-Funktion. 
die ihrer Normierung entsprechend öt,K,, als Impuls liefert. ö» ist die durch den 
Kraftstoß hervorgerufene Anfangsgeschwindigkeit, wenn sich die Masse vorher 
bei @©= 0 in Ruhe befand. Zur Vermeidung unnötiger Faktoren beschreiben 
wir x(t) durch 


She gm + YG + 0RG = öl) | (3) 


m 


el) = 


G(t) genügt dann der danebenstehenden. aus (1) und (2) hervorgehenden Glei- 
chung. 


Vor dem Kraftstoß soll sich die Masse in Ruhe befinden. Es soll also @ = 0 
für £<0O sein. (Dies ist die triviale Lösung der zu (3) gehörigen homogenen 
Gleichung.) In der e-Umgebung von ? = 0 findet der Kraftstoß statt. und hinter- 
her soll für Zeiten t>0 die Funktion @(f) wieder der homogenen Gleichung 
genügen. Wir machen daher für die sogenannte GREENsche Funktion @(f) den 
Ansatz 


EM =HWA,M | mit 0,00 (4) 


0* 
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mit der in [126] eingeführten Einschaltfunktion ®(f). Die Masse soll sich zur Zeit 
{= 0, während der Kraftstoß stattfindet, noch in Ruhe befinden. Daher @, (0) = 0. 
Bein Einsetzen von (4) in (3) ist zu beachten, daß 

de) a) = Lt) Al = Alt) 910) = 0 (5) 
gilt. Zunächst ist wegen (126.5) d = ö. Da ö(t) aber außerhalb einer e-Umgebung 
von {= (0 verschwindet, kann eine neben ö(t) im Produkt stehende Funktion 
durch den Funktionswert bei { = 0 ersetzt werden. Wegen (5) folgt für die Ab- 
leitungen von (/ j . F R nn 

d=PAG, G=9G, +96}. (6) 
Beim Einsetzen von (4) in (3) entsteht somit 

(Cd, - yo, + 0) + NG, = Öl). (7) 


Wir können diese Gleichung dadurch erfüllen, daß wir entsprechend unseren 
Vorüberlegungen @, als Lösung der homogenen Gleichung ansetzen. Dann ver- 
schwindet die erste Klammer in (7). und die übrigbleibende Gleichung liefert. 
ähnlich wie in (5). 


9,0) = 1 KU = oe r'Psinwt o = Yw} — (y/2)? 


und damit neben (4) eine zweite Anfangsbedingung für @, (t). Da die allgemeinste 
Lösung (145.16) der homogenen Gleichung zwei Konstanten enthält, über die 
in (4) und (8) verfügt wird, ist die Funktion @,(£) hiermit eindeutig festgelegt. 
und die Gleichungen (3) und (8) beschreiben den Bewegungsverlauf für den 
Kraftstoß, wonach das Teilchen bei £ = 0 angestoßen wird und dann eine ge- 
dämpfte Schwingung ausführt. 

Da die Differentialgleichung (1) bis auf den inhomogenen Term K(t) invariant 
gegen Verschiebung der Zeitachse ist, beschreibt G(t — f) den zu (3) und (8) 
analogen Vorgang mit einem Kraftstoß zur Zeit t = t'. Multiplizieren wir die 
Inhomogenität von (3) mit einem konstanten Faktor, so tritt wegen der Linearität 
der Gleichung dieser Faktor auch in der Lösung auf. Beim Übergang zu anderen 
Inhomogenitäten ändern sich also die zugehörigen Lösungen wie folgt: 

ölt) > G(t) 
dt -N)>El-t) (9) 
de’ Ki!) m öl) dl Kt) m! Gt) 


(8) 


(man beachte. daß At’) nieht von der Variablen / abhängt). Überlagern wir 
schließlich verschiedene Kraftimpulse zu verschiedenen Zeiten !. so überlagern 
sich wegen der Linearität der Differentialgleichung auch die Lösungen additiv. 
und es ist 


ae x +X | 
x(f) - f dt’ K!)m'Glt— t) = [ar Key med - dat) | 10) 


-& =. 
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die Lösung der Differentialgleichung zur Inhomogenität 
fa! KW) m öl t)= Kim far öl") = Km“). (11) 


Da die 6-Funktion nur bei t = t’ zu diesem Integral etwas beiträgt, kann X (f‘) 
durch Kt) ersetzt werden. Die Normierungsbedingung (126.6) der ö-Funktion 
liefert den letzten Ausdruck. Offenbar ist also der zu (10) gehörige inhomogene 
Teil der Differentialgleichung derjenige von (1), und (10) stellt somit die gesuchte 
Lösung des allgemeinen Problems (1) dar. 


Beim Einsetzen von (8) in (10) sowie unter Berücksichtigung von 6 = 0 für 
<f entsteht 


ı 
de KW) „vu-m 
Mo 


(tl) = sino(t — f') (12) 


-00 


als explizite Lösung der Differentialgleichung (1). Nach Einführung der Variablen 
t 0 >) 
r’—=t— tr mit far =—- far =[ dı" (13) 
© © ö 


geht das Integral (12) in den endgültigen Ausdruck 


(14) 


x 
tt" u 
x<(t) = di!” KU) op Psinwt” 
Mo 
ö 


über. 

Durch direktes Einsetzen von (14) in (1) kann man sich ebenfalls leicht über- 
zeugen, daß dies eine Lösung der inhomogenen Differentialgleichung ist (zu der 
prinzipiell noch Lösungen der homogenen Differentialgleichung hinzugefügt 
werden können). Da x(t) keine Integrationskonstanten enthält, muß (14) eine 
Lösung mit speziellen Anfangsbedingungen sein. Nehmen wir an, daß die Kraft 
K(t) in (14) erst nach irgendeiner Zeit‘t = t, eingeschaltet wurde, also vorher 
K(t) = 0 für alle t<t, gewesen ist, so wird 


zt)=0 für 1<t. wenn K)=0 für t<t. (15) 


Also ist (14) gerade diejenige Lösung des Problems, bei der sich die Masse vor 
dem ersten Einschalten der Kraft K(t) in Ruhe befand. 


149 Oszillator mit Gleitreibung 


Bei den bisherigen Überlegungen am harmonischen Oszillator wurde die 
Reibungskraft in der Form —o&= — myä als geschwindigkeitsproportional an- 
gesetzt. Bei Gleitreibung dagegen entspricht der Ansatz 


K=Fnm=Fmwa fü 220 (1) 
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mit konstantem r mehr den tatsächlichen Verhältnissen. Mit x=r/w$ > 0 lautet 
die Bewegungsgleichung 

m(i+or)=Fmoa für 20 (2) 
beziehungsweise 

i+nat)=0 für 220. (3) 

Sie läßt sich für ©>0 mit dem Ansatz 

+ a=u ü+wu=0 (4) 
in eine Gleichung für w überführen, bei der keine Fallunterscheidungen mehr 
erforderlich sind. Ihre Lösung lautet 


u=Acos(wt—9). (5) 


Sie soll für den Fall 9 = 0 untersucht werden. 


Abb. 149 stellt die Lösung von (3) dar. Im 
ersten Intervall zwischen »t = 0 und r gilt 


&<o z=a+u=n+Acoswt (6) 


mit den Anfangswerten 
0) = +A &(0)=0. (N 


Abb. 149. Vergleich der Bewegun- R = > i ; 
zen zwischen. unpbdämpflem (---) Nach einer halben Schwingungsperiode t, sind 


und durch gleitende Reibung ge- diese Anfangswerte in 
dämpftem Oszillator (—) z()=a—A &()=0 (8) 


übergegangen. Die weitere Bewegung wird wieder durch (4) und (5) beschrieben 


z>0 = -a+Uu=—-%— 4’cosw(t— th) (9) 


allerdings mit einer anderen Konstante A', die den Anfangsbedingungen (8) 
entsprechend aus 


elt)=n-A=—nxn— 4 A'=A-2x (10) 


bestimmt wird. Bei jeder Halbschwingung verringert sich also die Maximal- 
amplitude A um 2x. Daher klingt die Schwingung nach endlicher Zeit ab, wie auch 
aus Abb. 149 zu entnehmen ist. Tritt zur Gleitreibung noch Haftreibung hinzu, so 
gelten für deren zusätzlichen Einfluß wieder die am Schluß von [141] gemachten 
Ausführungen. 


Übungsaufgaben 


14.1. Die Federung eines Autos besitzt eine Schwingungsdauer von 7 = 0,75 s. Beim Ein 
steigen des Fahrers (m = 75 kg) senkt sich die Karosserie um 1 cm. Man schätze die 
Masse des Wagens ab. 


- 
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14.2. Wie lautet die allgemeinste Lösung der homogenen linearen Differentialgleichung r-ter 
Ordnung mit konstanten Koeffizienten, wenn die zugehörige charakteristische Glei- 
chung %k verschiedene Wurzeln A, der Multiplizität m, besitzt? 


14.3. Die allgemeine Lösung des gedämpften Oszillators (148.14) ist 
für eine a) konstante, b) periodische Kraft auszuwerten. K, 


14.4. Man berechne und diskutiere die Bewegung des gedämpften 
harmonischen Oszillators mit (148.14) für die abgebildete 9 z f 
äußere Kraft (7 > w"!). 


14.5. Ein an einer waagerechten Feder (w, = 7 st) befestigter Stahlwürfel der Masse rn 
gleitet auf einer Stahlunterlage (u, = 0,15, u = 0,05). Anfangswerte x(0) = 6cm, 
#(0) = 0. Nach wieviel Halbschwingungen und an welchem Ort x kommt der Würfel 
zur Ruhe? 


15 Allgemeine Bewegungsformen 


Zusammenfassung: Als Zahl f der Freiheitsgrade eines mechanischen Systems bezeichnet 
man die Zahl der voneinander unabhängigen Zeitfunktionen q,(f) ...q,(t), die erforderlich 
sind, um den Zeitablauf des Systems vollständig zu beschreiben. Ein Zustand des Systems 
wird durch 2f Zahlenangaben charakterisiert. Die Bewegung einer Punktmasse auf der 
Geraden ist ein spezielles System mit einem einzigen Freiheitsgrad. Seine allgemeinste Lösungs- 
schar © = x(l;%,, vg) genügt einer Differentialgleichung zweiter Ordnung, die die Anfangs- 
werte x, vd, nicht mehr enthält, der Bewegungsgleichung m& = K({t, x, &). 


Aus den Invarianzeigenschaften des Kraftgesetzes K (t, x, &) können allgemeine Aussagen 
über die zugehörigen Lösungsscharen gewonnen werden. — Die Bewegungsgleichung 
mä= I(t,x, &) läßt sich durch direkte Integrationen lösen, wenn K nur von einer dieser 
drei V4Mabeln abhängt. Im Fall K(t) liefert die erste Integration den Impulssatz und im 
Fall’X(x) den Energiesatz. Im Fall K(&) wird & = v als neue Variable eingeführt. — Der 
Energiesatz T'’(&) + V(x) = E ermöglicht einen qualitativen Überblick über die möglichen 
Bewegungen x(t). In der Darstellung p(x) werden periodische Bewegungen durch geschlossene 
Bahnkurven wiedergegeben. Die von der Kurve umschlossene Phasenfläche J ist eine Funk- 
tion von E allein. dJ/dE = r ist die Umlaufszeit bei einer Hin- und Herbewegung. 


151 Grundsätzliches zur Bewegungsgleichung 


Alle bisher behandelten Erfahrungen sollen jetzt zusammenfassend besprochen 
und auf ihre Verallgemeinerungsfähigkeit untersucht werden. Behandelt wurde 
bislang als einziges mechanisches System die Bewegung einer Punktmasse m 
auf einer Geraden x. Die vollständige Beschreibung für den Zeitablauf dieses 
Systems liefert uns eine einzige zeitabhängige Funktion, nämlich x(t). Diese 
wird durch die Anfangsbedingungen und die Bewegungsgleichung entsprechend 


x(O)=%y x(0)=% m&= K(t,x,&) (l) 
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vollständig charakterisiert. Ein physikalischer Zustand, in dem sich das System 
zu einem bestimmten Zeitpunkt befindet, wird also durch zwei Zahlenangaben, 
wie hier x, und v,, charakterisiert (im Gegensatz zur Statik, wo nur eine Zahlen- 
angabe erforderlich ist). 


Die gesamte Lösungsschar von (l) ist eine zweiparametrige Funktion 
x = x(t;x,, v,). Durch zweimaliges Differenzieren folgen hieraus die Gleichungen 


z= x(l; %,, do) z=&(t; %,, do) = ält, %g, do): (2) 


Die Elimination der mehr zufälligen Anfangsbedingungen x, und v, aus diesen 
drei Gleichungen führt auf eine einzige von x, und v, unabhängige Gleichung, 
die neben x und t auch & und & enthält. Die bloße Existenz einer zweiparametrigen 
Lösungsschar hat zur Folge, daß die von speziellen Parameterwerten x,, v, un- 
abhängige Bestimmungsgleichung für x(f) eine Differentialgleichung zweiter 
Ordnung sein muß. In diesem Sinne besteht die tiefste aus den Gleichungen (1) 
und (2) zu entnehmende Erkenntnis darin, daß der jeweilige physikalische Zustand 
unseres Systems durch zwei Zahlenangaben charakterisiert wird und diese Zahlen- 
angaben wiederum die gesamte Zukunft des mechanischen Systems vollständig 
determinieren. Betrachtet man diese letzteren Aussagen als allgemeinste ge- 
wonnene Erfahrung, so folgt aus ihnen umgekehrt, daß eine vom speziellen 
physikalischen Zustand unabhängige, also in höherem Maße allgemeine Be- 
stimmungsgleichung für den Zeitablauf des Systems auch eine Differential- 
gleichung von genau zweiter Ordnung sein muß. 


Diese Überlegungen erleichtern die Beantwortung einer anderen Frage, nämlich 
ob die Kraft K außer von t, x und & auch noch von &, x und höheren Ableitungen 
von x abhängen könnte. Eine mögliche Abhängigkeit von ä& ist dabei ohne physi- 
kalische Bedeutung, weil sich die entsprechende Bewegungsgleichung (1) dann von 
neuem nach & auflösen läßt und dann lediglich zu einer Umdefiniton der Begriffe 
m und K führt (derartige Terme treten bei elektromagnetischen Kräften auf 
und geben einer elektrisch geladenen Masse eine elektromagnetische ‚„Zusatz- 
masse“). Eine Abhängigkeit der Kraft K von X dagegen hätte schwerwiegende 
Konsequenzen: In einem solchen System, das nunmehr durch eine Differential- 
gleichung dritter Ordnung beschrieben würde, wäre die Zukunft des Systems 
nicht mehr durch Angabe des Anfangszustands ,, v, voll determiniert, da hier 
auch &(0) = 5b, willkürlich wählbar wäre. Akzeptieren wir also die aus (1) und 
(2) entnommenen grundsätzlichen Erfahrungen, so schließen wir damit eine 
Abhängigkeit der Kraft von X und höheren Ableitungen grundsätzlich aus. 
Diese Annahme wurde durch alle bisherigen Erfahrungen ausnahmslos bestätigt. 
Gelegentlich beobachtete scheinbare Ausnahmen ließen sich stets in dem Sinne 
verstehen, daß das betrachtete System neben x(t) noch durch weitere charakte- 
ristische Funktionen beschrieben werden mußte, also als komplizierteres System 
zu verstehen war, dessen Zustände dann entsprechend durch mehr als zwei 
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Zahlenangaben charakterisiert wurden (hierzu gehört auch die in der Elektro- 
dynamik auftretende Strahlungsdämpfung K =«% mit & = (4ns,)!2e2/3c®). 


Wie die späteren Ausführungen in [4] zeigen werden, lassen sich diese Üher- 
legungen auf beliebige mechanische Systeme verallgemeinern. Ein Maß für die 
Kompliziertheit eines solchen Systems ist /, die Zahl seiner Freiheitsgrade. Wir 
verstehen darunter die Zahl der voneinander unabhängigen Zeitfunktionen 
9 (8) ... q;(£), die mindestens erforderlich sind, um den Zeitablauf des Systems 
vollständig zu beschreiben. In diesem Sinne stellt die Bewegung einer Punktmasse 
auf einer Geraden ein System mit f = 1 dar. Zu einer bestimmten Zeit befindet 
sich das System in einem durch 2/ Zahlen charakterisierten Zustand, der die 
Zukunft des Systems (und gleichzeitig auch seine Vergangenheit) vollständig 
und eindeutig determiniert. 


Die Lösungsschar eines Systems mit / Freiheitsgraden besteht also aus f Funk- 
tionen q;(; a, ... @g,). die 2/ Parameter enthalten. Die 3 f Gleichungen 


= Qt; Ay... ,) = ll; Ar... p,) G= GEM... %)) (3) 


können zur Elimination der 2/ Parameter verwendet werden, wobei ein System 
von f Differentialgleichungen zweiter Ordnung 


i- k;lt, I» IR) 


entsteht, das den Zeitablauf des Systems unabhängig von seinem Anfangszustand 
charakterisiert. Das allgemeinste mechanische System mit einem einzigen Frei- 
heitsgrad (hierher gehören u.a. auch Drehungen um eine Achse) wird somit 
durch eine einzige derartige Gleichung beschrieben, die aus (4) miti=-k=1 
hervorgeht. 


Im Sinne dieser Ausführungen gilt die durch (1) beschriebene Mechanik nicht 
nur für die Punktmasse auf der Geraden, sondern auch für beliebige andere 
mechanische Systeme mit nur einem Freiheitsgrad. Allerdings erhalten die Größen 
x, K und m dabei natürlich eine andere Bedeutung. Da aber die Mathematik 
eines solchen Systems die gleiche ist, lassen sich alle mathematischen Konse- 
quenzen vom Teil [1] sinngemäß auf solche allgemeineren mechanischen Systeme 
mit nur einem Freiheitsgrad übertragen. 


152 Symmetrie- und Invarianzeigenschaften 


Nachdem in [11] bis [14] die mechanische Bewegung 
mä=Kft,x,&) (1) 


unter speziellen Voraussetzungen über X untersucht wurde, soll nunmehr fest- 
gestellt werden, welche allgemeinen Aussagen sich über die Lösungen von (1) 


90 1 Punktmasse auf der Geraden [152] 


machen lassen, ohne daß spezielle Kraftgesetze vorausgesetzt werden. Wir be- 
handeln folgende Fragestellung: Wie muß die Kraft X von den Variabeln t, x 
und & abhängen, damit neben jeder Lösung x(f) auch die durch 


—> Ax en a o—x 


tot t>t+b iI>—t 


aus x(t) hervorgehenden Funktionen ebenfalls Lösungen der Bewegungsgleichung 
(1) sind? Die Beantwortung dieser Frage ist deshalb so wichtig, weil sie oftmals 
gestattet, neben einer bereits bekannten Lösung weitere Lösungen ohne 
Rechnung anzugeben. 


Wir behandeln zunächst die erste der Forderungen (2). Sie besagt, daß neben 
x(t) auchy = Axeine Lösung von (1) sei. Also müssen für & und y die Gleichungen 


mü= Kt,y,y) y= Ax m&= K(t,x,&) (3) 
erfüllt werden. Wir eliminieren aus diesen Gleichungen zunächst y und erhalten 
mA&= Kit, Ax, Ai) m&= Kit,x,i). (4) 


Durch Elimination von mä aus den beiden verbliebenen Gleichungen entsteht 
die Forderung 


K(t,Ax, Ax) = AKlt,x,i) füralle f,x,& und A (5) 


tür das Kraftgesetz allein. Diese Forderung ist nur erfüllbar, wenn X eine lineare 
homogene Funktion der Variabeln x, & ist. Ein Beispiel hierfür ist die Federkraft 
K = —ax. Die Bedingung (5) wird auch erfüllt, wenn a zeitabhängig ist. Die 
Forderung (5) wird ebenfalls von Kräften wie ax, bä, ux + bä. aä?/x,.... er- 
füllt. Die allgemeinste derartige Funktion ist K = zf(&/x, t). 


Als nächstes betrachten wir die Invarianzforderung für (1) gegenüber der 
Transformation (2) >!’ = at. Wir schreiben zu diesem Zweck die Bewegungs- 
gleichung so, daß tin den Ableitungen explizit auftritt. Dann führt diese Gleichung 
auf die Forderungen 


dx f dt BL. dx , de 
maps = Klt,® Fr) regt ma - Kl, 97) (6) 


Elimination von !’ und Vergleich der beiden Bewegungsgleichungen’ führt auf 
die Forderung 


Klat,x,2)= Kl 2,2) für alle t,x2,2 und & 


für das Kraftgesetz.. 
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Die übrigen vier in (2) enthaltenen Invarianzforderungen werden erfüllt, wenn 
die jeweiligen Kraftgesetze den entsprechenden Bedingungsgleichungen 


Kit, x +2,23) = Kt,x,i) Kit, —x, —-i) = — Kit, x,&) 


8 
K(t+1,,%,%) = Kit,x,&) K(-t,x,—i) = Ki(t,x,&) . 


genügen. Der Beweis hierfür ist leichter und folgt analog zu den Beweisen für (5) 
und (7). Die beiden links stehenden Forderungen besagen, daß K nicht explizit 
von x bzw. t abhängen darf. Die beiden rechts stehenden Forderungen besagen, 
daß K eine antisymmetrische bzw. eine symmetrische Funktion der betreffenden 
Variabeln sein muß. 


153 Zeitabhängige Kraft und Impuls 


Die Kraft K sei eine gegebene, nur von der Zeit i# willkürlich abhängige 
Funktion. Die Bewegungsgleichung 


mäl)=K(i) 0) 


läßt sich in diesem Fall einfach lösen. Bei einmaliger Integration über die Zeit 
entsteht 


t 
ma&(t) -— mu = |dt’ K(t) WEilb). (2) 
to 


Bei willkürlich gewähltem ti, erhält v, die Bedeutung &(tf,), wie man dieser 
Gleichung für t = t, sofort entnimmt, weil dann die rechte Seite verschwindet. 
Um den physikalischen Sinn dieser Gleichung besser zu verstehen, werden mit 


[4 
B=mä P=[drK(v) 


zwei neue Begriffe eingeführt, die Bewegungsgröße B als eine Eigenschaft der 
Bewegung und der Impuls P als eine Eigenschaft der Kraft. Gleichung (2) sagt 
dann aus, daß die Änderung der Bewegungsgröße gleich der Impulsdifferenz ist. 
B und P unterscheiden sich also nur um eine additive Konstante, die bei 
geeigneter Wahl der unteren Integrationsgrenze in P zu Null gemacht werden 
kann. Somit gilt 


(3) 


BB (4) 


Die Bewegungsgröße B = mä ist stets gleich dem von der Kraft K auf die Masse m 
übertragenen Impuls P. Wegen der Gleichheit von Bewegungsgröße B und 
Impuls ? ist es üblich, diese beiden Begriffe zu identifizieren und entsprechend 
auch das Produkt von Masse und Geschwindigkeit als Impuls P zu bezeichnen. 
Diese Ausführungen gelten selbstverständlich auch, wenn X von x und & abhängt. 
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Nur ist es dann nicht mehr möglich, den Impuls Pt) zu berechnen, bevor der 
Bahnverlauf x(t) bestimmt wurde. 


Eine zweite Integration von Gleichung (2) über die Zeit liefert 


p 


t 
= an+ nt) + [ar [ar Ken. 
0} 


to 


(5) 


Für it = t,läßt diese Gleichung erkennen, daß die hierbei auftretende Integrations- 
konstante x, die Bedeutung des Anfangsorts x(t,) besitzt. Damit ist die durch (1) 
gegebene Aufgabe allgemein gelöst. Die große Bedeutung der hier eingeführten 
physikalischen Größe P wird erst später in [3] bei der Behandlung mehrerer 
Punktmassen erkennbar. 


154 Ortsabhängige Kraft und Energiesatz 


Nunmehr sei die Kraft K eine nur vom Ort x der Masse m abhängige Größe. 
Sie werde durch eine willkürliche Funktion K(x) dargestellt. Die Bewegungs- 
gleichung lautet dann 


mält)=K(«(t)). (1) 


Die sorgfältige Schreibweise der Argumente soll darauf hinweisen, daß wegen 
der zeitlichen Veränderung des Orts x(f) die Kraft K auch in diesem Fall indirekt 
von der Zeit abhängt. Eine Differentiation von (1) nach £ liefert auf der rechten 
Seite keinesfalls Null, sondern (d K/de) &. 


Die Multiplikation von (1) mit der Geschwindigkeit © führt auf den einfach 
deutbaren Ausdruck 
dfm.»]) _,. aT : 
x | =N IE =N. (2) 
In der eckigen Klammer steht die kinetische Energie 7’. Diese Energie nimmt 
zu oder ab, je nachdem, ob Geschwindigkeit & und Kraft K in gleiche oder entgegen- 
gesetzte Richtungen weisen. Die Zunahme der kinetischen Energie wird durch 
die Leistung N = &K bestimmt. Diese Gleichung gilt natürlich für beliebige 
Kräfte Kit, x, 8). 


Ist die Kraft jedoch nur vom Ort abhängig, so läßt sich mit 


’ fe I dx K (x) (3) 


To 


ein Potential V (x) einführen. Für x = x, zeigt die Gleichung, daß die mit V, 
bezeichnete Konstante die Bedeutung V(x,) besitzt. Der Zahlenwert von V, 
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kann beliebig gewählt werden. Das durch (3) definierte Potential enthält also 
eine willkürliche Konstante. Wegen 


dV (a) 


de ro ” 


bestimmt sich bei bekanntem Y (x) die Kraft durch Differentiation. Bei der Ab- 

leitung des Potentials V nach der Zeit ist die indirekte Abhängigkeit über x(!) 
zu beachten, denn es gilt 

AV (x{t)) dV dx 

dt de dt 


Ki N. (5) 


Der Vergleich von (2) und (5) zeigt, daß dieselbe Leistung N, die die kinetische 
Energie T erhöht, das Potential V erniedrigt. Bei Elimination von N aus diesen 
beiden Gleichungen entsteht 


IT+=0. (6) 


Die Summe von kinetischer Energie 7’ und Potential V ist also zeitunabhängig. 
Obwohl also in 


[rew+r@w)=.| m 


die Größen T und V über & und x beide von der Zeit abhängen, ist ihre Summe # 
eine beim gesamten Bewegungsablauf zeitunabhän- 
gige Größe. Sie wird als Energie bezeichnet. Hin- 
sichtlich ihrer Bedeutung sei auch an die Ausfüh- 7) 

rungen von [133] erinnert. £ 


v£e 


S 


Die in (7) enthaltene physikalische Aussage 
ermöglicht einen qualitativen Überblick über den 
Bewegungsablauf. Abb. 154.1 zeigt ein beliebig Abb. 154.1. 
vorgegebenes Potential V (x). Da die Energie nicht Zur Energiebilanz (7) 
von t abhängt, ist sie auch unabhängig von x, 
ist also in dieser Darstellung eine Waagerechte. Da die kinetische Energie 7 
gemäß (2) positiv definit ist, kann nur Bewegung stattfinden, wenn 


Tz=0 EzV (a) (8) 


gilt, wenn also die Potentialkurve V (x) sich unterhalb der Waagerechten E be- 
findet. Je größer der Abstand der beiden ist, um so größer ist 7 und damit die 
Geschwindigkeit &. Im Schnittpunkt beider gilt & = 0. Dort befinden sich die 
Umkehrpunkte der Bewegung. An den Stellen, wo V (x) am weitesten von E 
entfernt ist, ist & am größten. In Abb. 154.1 bewegt sich die Masse zwischen den 
beiden Schnittpunkten periodisch hin und her und erreicht im Minimum von 
V (x) jeweils ihre größte Geschwindigkeit. 
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Gleichung (7) läßt sich mit 7 aus (2) nach dt auflösen 


dt= — = (9) 
Vz e-ren 
und ergibt als Lösung 
* dz 
t LT u —— ————  — —— 
(x) ar 2 a (10) 
m ea-Fi) 


Die Bahnkurve entsteht hier in der Form t=t(x). Bei willkürlich gewähltem 
Anfangsort x, (natürlich nur innerhalb der Umkehrpunkte) ist f, = t(x,). {, kann 
beliebige Zahlenwerte besitzen und stellt neben E die zweite Integrationskonstante 
dar. Durch verschiedene Wahl von x, wird zu t, lediglich eine Konstante hinzu- 
gefügt, entsteht also nichts Neues. 


Die Gesamtheit aller Lösungen der Differentialgleichung (1) enthält E und t, 
als willkürlich wählbare Parameter. Daß neben x(f) auch xz(t — t,) eine Lösung 
ist, wie in (10) zum Ausdruck kommt, ist kein Zufall, sondern folgt, wie bereits 
früher in [151] gezeigt wurde, aus der Invarianz der Differentialgleichung (1) 
gegenüber Zeittranslationen. Diese Invarianz wird letzten Endes dadurch hervor- 
gerufen, daß K nicht, wie im vorigen Abschnitt, explizit von der Zeit abhängt. 
Die willkürlich wählbare Anfangszeit t, ver- 
schiedener Lösungen bedeutet hier kein 
physikalisch wesentliches Unterscheidungs- 
merkmal. In erster Linie unterscheiden 
sich daher die verschiedenen Bahnen (ft) 
durch ihre Energie £. In Abb. 154.2 ist 
ein Potential V (x) vorgegeben. Die für 

Abb. 154.2. verschiedene Werte von E möglichen 
Zur Diskussion des Bewegungsablaufes Bahnen sollen diskutiert werden. Zu- 
für verschiedene Parameterwerte E nächst wird für die Energie E der in der 
Abbildung mit 0 bezeichnete Wert E, ein- 
gesetzt. Da im Gegensatz zu (8) stets V (x) > E, ist, gibt es für # = E, über- 
haupt keine Lösungen. Im Falle E = E, ist nur ein einziger Punkt mit V= E, 
und T=0 erlaubt; die zugehörige Lösung beschreibt ein in diesem Punkte 
ruhendes Teilchen. Für E = E, entstehen periodische Bewegungen zwischen 
den beiden Umkehrpunkten mit maximaler Geschwindigkeit im Minimum des 
Potentials. Für E = E, entsteht am rechten Ende der Abbildung ein zweiter 
erlaubter Bewegungsbereich. Beide Bereiche aber sind durch ein verbotenes 
Gebiet 7 > E, voneinander abgetrennt. Es gibt also Bewegungen im linken 
Bereich. die sich nicht in den rechten ausdehnen. und umgekehrt. 
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Eine Berührung der Energiegeraden mit dem Potential V (x) tritt im Falle 
E = E, im Potentialmaximum auf. Ein von links kommendes Teilchen erreicht 
in diesem Punkt die Geschwindigkeit & = 0. Allerdings benötigt es dazu eine 
unendlich lange Zeit, wie man sich leicht klarmacht: Bezeichnen wir den Ort des 
Maximalwerts mit x = 0, so läßt sich das Potential in der Umgebung dieses 
Punktes im Sinne einer Reihenentwicklung genähert durch 


V@)=E,—o2]2 mit «>0 (ıl) 


darstellen. Der Energiesatz erhält hier die Form 
Mm 


5 = Bu-V)=za, (12) 


und zwischen Geschwindigkeit und Ort besteht der Zusammenhang 


+ )/&.. 13) 


Im vorliegenden Fall des von links kommenden Teilchens ist x <O0 und >0. 
Es gilt also das negative Vorzeichen in. (13) mit der Lösung 


z()—=Ae Im‘ A<O0. (14) 


Für t> © wird x-> 0 erreicht. Das Teilchen nähert sich diesem Punkt also 
asymptotisch. Ein an diesem Punkt ruhendes Teilchen befindet sich im labilen 
Gleichgewicht. 


Im Falle E = E, von Abb. 154.2 findet wieder eine periodische Bewegung 
zwischen den Schnittpunkten von V (x) und E, als Umkehrpunkten statt. Es 
gibt zwei Maximalwerte der Geschwindigkeit und einen dazwischenliegenden 
Minimalwert. Im Falle # = E, schließlich ist die Bewegung x (t) im vorliegenden 
Potential V (x) nur noch einseitig begrenzt, nämlich am rechten Ende. Ein links 
vom Unendlichen kommendes Teilchen erfährt nacheinander einen Geschwindig- 
keitszuwachs, eine Abnahme, eine nochmalige Zunahme und erreicht im Umkehr- 
punkt den Wert & = 0. Dann läuft es mit den entsprechenden Geschwindigkeiten 
nach links zurück und bewegt sich weiter nach 2 — —. 


Ein abschließendes Wort soll zur anschaulichen Bedeutung der Potential- 
kurve V (x) gesagt werden. Zum Vergleich wird ein Schlitten betrachtet, der sich 
auf einer Gebirgsbahn z(x) bewegt (siehe Abb. 154.3). Die auf seine Masse m 
wirkende antreibende Kraft ist nach (116.2) 

dz 


m: (15) 


K=—mgsna=—mg 


ds bedeutet ein Stück der Strecke. Das Potential muß hier als Kraftintegral 
über die Wegstücke gebildet werden, also in der Form 


V=—[dsK. (16) 
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Bei der Integration entsteht, wenn man das Resultat wieder einfach durch die 
Kurve z(x) statt z(s) ausdrückt, 


V(&)=mgz(x). (17) 


Das Potential stimmt in diesem Fall bis auf einen konstanten Faktor mg mit 
der Bahnkurve überein. Aus diesem Grunde läßt sich sagen, daß die Kraft K (x) 
auf eine Punktmasse im Potential V (x) näherungsweise die gleiche ist, die ein 
Schlitten auf der entsprechenden Bahnkurve 


2(x)- V (x) von der Schwerkraft erfährt, wenn 
die Kurve z(x) sehr flach verläuft, siehe [311]. as/a 
[4 

Abb. 154.3. Schlitten- Nmg 


bahn z(x) zur Veranschaulichung der Potentialkurve 


1 


155 Phasenfläche und Umlaufszeit 


Die Bahn, die ein Teilchen durchläuft, läßt sich als Kurve x(t) darstellen. In 
dieser Darstellung ist jedoch ein für viele Betrachtungen völlig unwesentliches 
Element enthalten, nämlich die Wahl des Anfangs- 
zeitpunktes t,. Eine Darstellung &(x) für die Be- 
wegung enthält diese unwichtige Größe nicht. Zu 
diesem Zweck wurde bereits in [133] die Phasen- 
ebene mit einer Achse x und einer Achse p= mä& 
eingeführt. Die einzelne Bahn ist hier eine Kurve 
p(x). Bahnen, die sich nur durch verschiedene 
Anfangszeiten i, unterscheiden, werden durch die 
gleiche Kurve p(x) beschrieben. Die im vorigen 
Abschnitt untersuchten Bahnen unterscheiden sich 
auf der Phasenebene also nur durch ihre Energie. 
Abb. 155 zeigt ein Potential V (x), zwei Energie- 
werte E, und E, und die zugehörigen Kurven p(&) 
auf der Phasenebene. Sofern es sich hierbei um 
periodische Bewegungen mit zwei Umkehrpunkten 
handelt, sind die Kurven in der xp-Ebene ge- 
schlossene Kurven. 


Abb. 155. Abhängigkeit der 
Phasenkurve von der Energie & 


Abb. 155 läßt ferner erkennen, daß die zu größerer Energie E gehörenden 
Kurven weiter außen liegen. Die von der einzelnen Kurve umschlossene Phasen- 
fläche 


J=[fdpde=2 f wi de=d pie) de (l) 
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nimmt also mit der Energie E zu. Der Kreis am Integralzeichen bedeutet, daß 
über die ganze geschlossene Kurve der Abb. 155 zu integrieren ist. Unter 
Verwendung des Energiesatzes 


m 2 BD — 
5% +F@=,, +/@)=E (2) 
läßt sich der Impuls p aus (1) eliminieren, und man erhält mit 


J=J(E)=$dxV2m(E—V (x) (3) 


die umschlossene Phasenfiäche J als direkte Funktion der Energie E. Beim Diffe- 


renzieren von (3) nach E entsteht 
%(E) 


=, Das 2m(B-V@))= 4,2 f dzY)2m(E—V («)) 


a(E) 


An = + 2| Vom (BF) SE Vem(E- Va) GE): 
—(E—-V (&)) 


x; und x, sind die Umkehrpunkte der Bewegung. Die letzten beiden Terme 
in (4) verschwinden, weil an den Umkehrpunkten E = V gilt. Daher wird 


4 _,(f___de ds 
dE " 5 
ei V2@-va@) & VZ@-ro) ” 


Beim Übergang zur Variablen t mit dx = &dt wird daher 


IM _Huerl>0. (6) 


Die Zunahme der umschlossenen Phasenfläche mit wachsender Energie ist also 
gleich der Umlauiszeit 7, die das Teilchen für einen periodischen Durchlauf 
benötigt. Dieser sehr wichtige Satz wurde bereits in [133] im Zusammenhang 
mit dem harmonischen Oszillator erwähnt. 


156 Ortsabhängige Kraft und Reibung 


Nunmehr wird angenommen, daß neben einer rein ortsabhängigen Kraft noch 
eine nur geschwindigkeitsabhängige Reibungskraft vorhanden sei. Die Bewegungs- 
gleichung lautet dann 


| mö—Q(a)—R(i) | (a) 


7 Macke, Teilchen. 3. Aufl. 
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mit Q(x) und R(&) als beliebigen Funktionen. Soll allerdings R(x) eine Reibungs- 
kraft sein, so muß diese Kraft die Eigenschaft haben, unabhängig vom Vor- 
zeichen der Geschwindigkeit & stets eine Bremswirkung auszuüben. Dies ist in (1) 
unter der Voraussetzung 

Rü)Z20 für iO (2) 


erfüllt. Eine solche Kraft wirkt stets der jeweiligen Geschwindigkeitsrichtung 
entgegen. 
Für den Anteil Q(x) der Kraft wird gemäß 


V()=V,— [drgl@) (3) 


ein Potential konstruiert. Als Energie des Systems bezeichnen wir den Ausdruck 
B)=5-.°+4V). (4) 


Die Frage, ob die Energie zeitabhängig ist oder nicht, läßt sich durch Bildung 
der Zeitableitung von (4) untersuchen: 


dE __d 


di dt —miä+ 4 :=:me — ((@)]- (8) 


dz 


F+7@ 


Bei Verwendung der Bewegungsgleichung entsteht hieraus 


(6) 


Erfüllt R(&) die Bedingungen (2), was im weiteren vorausgesetzt wird, so ist 
die rechte ‚Seite von (6) stets kleiner als Null. Die in (4) definierte Energie des 
Systems ist also nur für & = 0, also im Fall der Ruhe, konstant. Bei vorhandener 
Bewegung & = 0 jedoch nimmt die Energie stets ab, strebt also einen Minimal- 
wert zu, der mit © = O0 erreicht wird. Zu der allgemeinen Form (1) läßt sich keine 
direkte Lösung des Problems angeben. 


Ist die Reibungskraft R dagegen allein vorhanden, gilt also die vereinfachte 
Bewegungsgleichung 


| mi=—R(k), (7) 


so kann die Bewegungsgleichung direkt gelöst werden. Nach Einführung von 
=V (8) 


als neuer Variablen geht (7) in die Differentialgleichung erster Ordnung 


dv 
my =—Ew) (9) 


vom Typ (127.4) über. 
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Ohne wesentliche Einschränkung wird für die Anfangsgeschwindigkeit v, > 0 
vorausgesetzt. Dann ist entsprechend (2) R > 0 und (9) läßt erkennen, daß die 
Geschwindigkeit nur abnehmen kann, so daß stets v< v, wird. Andererseits 
kann die Geschwindigkeit nicht negativ werden, da nach Gleichung (6) mit V = 0 
nunmehr die kinetische Energie m&?/2 nur abnehmen, aber nicht zunehmen kann. 
Infolgedessen ist stets v,> v(f)>=0. In diesem Bereich wird die Differential- 
gleichung (9) umgeformt in 

m dv dv N 

a er (10) 

Dabei ist o = R/m zur Abkürzung eingeführt. Die Integration liefert nach Ver- 
tauschung der Grenzen 


1 [ o=0. (il) 


Für v» = v, wird in dieser Gleichung t = i,, also bedeutet die Integrations- 
konstante v, die Anfangsgeschwindigkeit. In (11) kann wieder wie in (154.10) 
eine der Konstanten {, und v, ohne Einschränkung willkürlich festgelegt werden. 
Mit i, = 0 bedeutet v, die Geschwindigkeit zu dieser Zeit. Durch (11) ist £ = £(v) 
gegeben. Die nächste Aufgabe besteht in der Umkehrung dieses Zusammen- 
hanges als v := v(t). Die Berechnung der Bahn x(t) erfolgt dann durch Einsetzen 
in (8) und Integration über die Zeit. 


Diese Überlegungen sollen auf einige Beispiele für o(v) angewandt werden. 
Im einfachsten Fall der Gleitreibung gilt o(v) = b. Für t(v) und v»(t) entsteht, 
dann aus (1]) 


ko) 1 ' () | vo bt t<l, (12 
vV)= — (m, —v al A 2 ) 
b° lo ES. 
Der Ansatz o(v) = yv für die Luftreibung liefert hingegen die Gleichung 
1 k dv U, BET, i 
tv) = = re vlt) = iyett, (13) 


Hier klingt die Geschwindigkeit im Gegensatz zu (12) nicht linear, sondern 
exponentiell ab. Das liegt daran, daß hier die Reibungsfunktion o(v) beim Nach- 
lassen der Geschwindigkeit v ebenfalls kleiner wird. Für einen allgemeinen Potenz. 
ansatz 

o(v) = L gm n>0 (14) 


= n 


ergibt die Berechnung über (11) 


7* 
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Die Auflösung a 
v)=ull+uyt " (16) 


läßt für {= 0 wieder die Beziehung v(0) = v, erkennen und weiter, daß die 
Geschwindigkeit wegen n > 0 ständig abnimmt und asymptotisch gegen Null 
geht. 


157 Zeitabhängige Kraft und Reibung 


Der Fall einer Kraft mit einem Anteil K(t) und einem weiteren R(&) läßt 
sich nicht allgemein behandeln. Mit dem speziellen Reibungsansatz R = —o& 
kann jedoch die Bewegungsgleichung 


Imö+os=K(t) (l) 


allgemein gelöst werden. Zunächst wird wieder & = v(t) als gesuchte Funktion 
eingeführt. Das Verhältnis X(t)/o= k(t) besitzt nach (1) die Dimension einer 
Geschwindigkeit. Ferner wird m durch or ersetzt mit r als einer für die Bewegung 
charakteristischen Zeit. 7 = m/o ist hier das Verhältnis von Trägheitswirkung 
zu Reibungswirkung und wird hinsichtlich seiner genaueren Bedeutung noch 
untersucht. Die Bewegungsgleichung (1) lautet mit diesen Abkürzungen 


d 
+ eo =r. (2) 
sie läßt sich auch in der Form 
dk, (3) 


schreiben. 


Eine Diskussion der Bewegungsgleichung in der Form (3) läßt das Wesent- 
liche klar erkennen. Im Falle k = v kompensiert die Reibungskraft gerade die 
Wirkung der äußeren Kraft. Die Geschwindigkeit v wird nur für k >v ver- 
größert. Im Falle k < v wird sie verkleinert, und zwar um so mehr, je kleiner r, 
je kleiner also die durch die Masse m hervorgerufene Trägheit des Systems ist. 
Prinzipiell ist die Lösung von (1) bereits in derjenigen (148.14) für erzwungene 
Schwingungen enthalten, wenn man in jener Lösung zu &, > 0 übergeht, also 
die rücktreibende Kraft des Öszillators abschaltet. Trotzdem soll das Problem 
hier unabhängig, jedoch nach einer ähnlichen Methode wie dort behandelt 
werden. 


Die Lösung der inhomogenen linearen Differentialgleichung (2) läßt sich wie 
in [148] in der Form 


2) = [ar kt)at-t) 1 +rar|eW = öft) (4) 
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durch Überlagerung gewinnen. Beim Einsetzen erfüllt nämlich (4) die Gleichung 
(2), wenn @ der hier angegebenen Gleichung genügt. Wir setzen für @ wieder 
eine bei £ = 0 eingeschaltete Lösung an: 


d 


| Nenn. 8 


G,() sei die bei t=0 ‚angestoßene‘‘ homogene Lösung Ae”"*. Dann ver- 
einfacht sich (5) zu 


Tom, = Tl) al) = öl) 0)=A=1r.| 


Die letzte Gleichung folgt nach Integration über eine e-Umgebung von t =0. 
Die vollständige Lösung (4) lautet somit 
t 


v(l) = FE et-Nrar. (7) 


-o© 


Beim Ersetzen der Variablen t’ durch t'' =t — t’ erhält (7) die Form 


oo 
m 
= [HD errar. 
0 


Die Bedeutung der Lösung (8) ist leicht erkennbar. Die Geschwindigkeit v 
zur Zeit t wird danach durch alle Werte der Kraftfunktion k in der Vergangen- 
heit bestimmt, nämlich zum Argument £ — t’’ mit !' >0. Allerdings tragen die 
Vergangenheitswerte von k nicht gleichmäßig zum gegenwärtigen Wert v(t) der 
Geschwindigkeit bei, sondern mit einem Gewichtsfaktor e”'’. Werte, die um 
die Zeit #'’ = r zurückliegen, erhalten einen Faktor e”!. 7 ist also ein charak- 
teristisches Maß für denjenigen Zeitbereich der Vergangenheit der Funktion 
K(t), der die Gegenwart der Geschwindigkeitsfunktion v(t) noch merklich be- 
einflußt. 7 ist ein Maß für das ‚Gedächtnis‘ des mechanischen Systems. 


Abschließend soll gezeigt werden, daß das Ergebnis (8) auch durch formales 
Auflösen der Differentialgleichung (2) ziemlich leicht erhalten werden kann. Die 
formale Auflösung von (2) nach v liefert 


v=|1+r u "r=3[ -T ir) Ro. (9) 


n=0 


Unmittelbar besitzt das Reziproke des Differentialoperators keinen Sinn, wohl 
aber, wenn wir diesen Ausdruck lediglich als Abkürzung für die entsprechende 
Potenzreihe nach Formel (124.9) verstehen. Daß diese Potenzreihe tatsächlich 
eine Lösung der Differentialgleichung (2) ist, läßt sich leicht einsehen. Geht man 
mit dem Ansatz u 

v= all) T" (10) 


n=0 


102 1 Punktmasse auf der Geraden [158] 


in die Gleichung (2) ein, so folgt 


[ + eg u (+ re rn) =% + Pia +o, +1 + A) =k. (ıl) 
n=0 n=0 
Da diese Gleichung für alle r gelten muß, erhält man die Bedingungen 
&%o=k St in=V. (12) 
woraus sich die a„ einfach berechnen lassen: 
‚ _d ’ 
%=(-1} amk- (13) 


Beim Einsetzen in (10) entsteht gerade die Potenzreihe (9), was zu beweisen 
war. 

Die nächste Aufgabe besteht in der Auswertung der Potenzreihe (9) zu einem 
geschlossenen analytischen Ausdruck. Hierzu leistet die aus (125.6) hervor- 
gehende Formel 2 
n!=[ dae”'a” (14) 

0 


wertvolle Hilfe. Mit ihr kann nämlich die Potenzreihe (9) ohne weiteres um- 
geformt werden in 


Dr I ı\n Er u F u Sl a‘ = 
v(b) In ku [dae "—| dxe ee) kit). (15) 
r ; = 


Die nun entstandene Reihe läßt sich mit (124.12) als T'ayLorsche Entwicklung 
von k(t — tx) erkennen, so daß (15) in der Form 
»()= | dae’kit— ro) (16) 


1) 


dargestellt werden kann. Mit 7x = t’' geht (16) in (8) über. 


158 Sonstige integrable Fälle 


Auch in anderen Fällen als den hier behandelten ist eine Lösung der Be- 
wegungsgleichung durch direkte Integration möglich. Es würde allerdings über 
den Rahmen dieses Buches hinausgehen, diese Fälle systematisch zu behandeln, 
weil damit die gesamte Lösungstheorie der Differentialgleichungen zweiter Ord- 
nung schlechthin besprochen werden müßte. Ein spezielles derartiges Beispiel 
sei die Kraft 


K=a()b(s) ) 
mit a und d als willkürlichen Funktionen. Die Bewegungsgleichung lautet dann 
mit & = v de 

E m—- =alt)b(). (2) 


[200] 2 Punktmasse im Raum 103 


Sie läßt sich entsprechend 


est; fürn (3) 


umformen und integrieren. Die Auflösung dieser Gleichung liefert v(t) mit 
v(t,)= v, als willkürlich wählbarer Anfangsgeschwindigkeit. Die nochmalige 
Integration über die Zeit liefert schließlich 


T 
= %+ [Atvlı) (4) 
2} 


als Bahnkurve. 


Übungsaufgaben 


15.1. Ein Eisenbahnzug nähert sich mit v = 50 km/h einer Bahnstation. Die Strecke steige 
mit tan = !/joo an. In welcher Entfernung von der Station muß der Dampf gedrosselt 
werden, damit der Zug gerade in der Station zum Stehen kommt (u = 103)? 


15.2. Man diskutiere qualitativ die möglichen Bewegungstypen des anharmonischen Oszil- 
lators mit dem Kraftgesetz K= —max + mbx3, b >0 (a,b Konstanten) mit Hilfe 
des Krümmungsfeldes und des Energiesatzes und zeichne die Bahn in der Phasenebene. 


15.3. Eine Stahlkugel fällt von der Höhe h vertikal auf eine horizontale Stahlplatte und wird 
vollkommen elastisch reflektiert. Man stelle die Bewegung in der Phasenebene dar und 
berechne die Phasenfläche J(E). Man bestätige die Gültigkeit der in [155] abgeleiteten 
Formel r = dJ/dE. 


15.4. Man berechne mit (155.5) die Schwingungsdauer eines Pendels aus mlö= — mgsin® 
über den Energiesatz durch Reihenentwicklung. Welche Fehler entstehen für 7, wenn 
in der Differentialgleichung sing durch @ ersetzt wird, für die Amplituden a = 1°, 5°, 
45°? Wie groß darf « höchstens sein, wenn der Fehler < 1% sein soll? 

15.5. Man zeige, daß die Zeitableitung der allgemeinen Lösung des gedämpften Oszillators 
(148.14) für &, > 0 in die Formel (157.8) für geschwindigkeitsproportionale Reibung 
übergeht. 


2  Punktmasse im Raum 


Als Hauptziel der Mechanik wird nach wie vor angesehen, den Zeitablauf be- 
wegter Objekte aller Art zu beschreiben. In diesem Sinne wurde in [1] zunächst 
der einfachste Fall einer solchen Bewegung erschöpfend behandelt, nämlich 
die Bewegung einer Punktmasse auf der Geraden. Dieses Bewegungsproblem 
läßt sich, wie in [151] ausgeführt wurde, auf das eines beliebigen mechanischen 
Systems mit einem Freiheitsgrad verallgemeinern. 


Als nächstes Hauptproblem wird im vorliegenden Teil die Bewegung einer 
einzelnen Punktmasse im Raum studiert. Es handelt sich hier um ein System 
mit drei Freiheitsgraden. Zu seiner Beschreibung werden in [21] zunächst räum- 
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liche Vorgänge im allgemeinen studiert. Dabei wird die Vektorrechnung als 
einzig adäquate Form der Beschreibung systematisch entwickelt. Danach wird 
das Bewegungsproblem zunächst unter speziellen Annahmen für die Kräfte [22] 
und dann in allgemeinster Weise [23] untersucht. Auch hier spielen die Erhaltungs- 
größen als erste Integrale der Bewegungsgleichung eine bedeutsame Rolle. Nach 
einer Behandlung der Zentralkräfte [24] wird das Grundgesetz in bewegten und 
insbesondere rotierenden Bezugssystemen [25] studiert. Ein Kapitel über Ten- 
soren [26], die die mathematische Darstellung vieler physikalischer Aussagen 
erheblich vereinfachen, schließt diesen Teil ab. 


21 Darstellung räumlicher Vorgänge durch Vektoren 


Zusammenfassung: Die Untersuchung von Pfeilen im Raum zeigt, daß für geometrische 
Gesetzmäßigkeiten eine algebraische Beschreibung gefunden werden kann. Das Element 
dieser Algebra, der Vektor a, ist als Gesamtheit aller Pfeile mit gegebener Richtung und 
Länge definiert, die durch Parallelverschiebung ineinander überführt werden können. Für 
Addition und Subtraktion von Vektoren gelten dann die entsprechenden Regeln wie bei 
Zahlen. Bei den Produktverknüpfungen sind die Multiplikation von Vektor und Zahl, das 
skalare und das vektorielle Produkt zu unterscheiden. Die erste Verknüpfung ermöglicht 
prinzipiell die Darstellung von Vektoren durch Zahlen. Das skalare Produkt ermöglicht es, 
diese Zahlen zu berechnen. Das vektorielle Produkt ordnet zwei Vektoren einen Vektor zu, 
der die durch die beiden Vektoren aufgespannte parallelogrammförmige Fläche beschreibt. 
Für die Verknüpfungen der Einheitsvektoren gelten die wichtigen Formeln e, e, = ö,, und 
&,x&,= Lj&xı6,, mit denen sich die Vektorverknüpfungen zahlenmäßig leicht ausrechnen 
lassen. Die Untersuchung von Mehrfachprodukten zeigt, daß das vektorielle Produkt weder 
kommutativ noch assoziativ ist. Sie liefert verschiedene für das praktische Arbeiten mit 
Vektoren sehr wichtige Formeln. Untersuchungen an ebenen und sphärischen Dreiecken 
zeigen, daß der Vektorformalismus solchen geometrischen Problemen hervorragend angepaßt 
ist. Auch die Gleichungen für Kurven und Flächen im Raum erhalten im Rahmen der Vektor- 
algebra eine einfache, anschauliche Form. Durch die Funktion t(x) wird einer Zahlenfolge & 
eine Folge von Vektoren rt zugeordnet. Der Differentialguotient eines Vektors nach einem 
Skalar wird analog zum gewöhnlichen Differentialquotienten definiert. Er bedeutet bei einer 
Raumkurve t(t) die Geschwindigkeit, mit der die Kurve durchlaufen wird. t{=® x r ist 
eine Vektordifferentialgleichung erster Ordnung. Sie beschreibt die Gesamtheit aller Kreis- 
bewegungen um eine durch ® gegebene Achse mit der Winkelgeschwindigkeit |ö|. Die Pro- 
jektion dieser Gleichung auf eine zur Achse ö senkrechte komplexe Ebene mit dem Projek- 


tionsvektor € = e,+je, liefert die komplexe Differentialgleichung der Kreisbewegung. Die 
Vektorschreibweise wird nicht nur zur Abkürzung von Komponentengleichungen, sondern 
auch zur direkten Durchführung physikalischer Überlegungen verwendet. 


211 Addition von Vektoren 


In [1] wurde die eindimensionale Mechanik dargestellt. Alle physikalischen 
Vorgänge spielen sich aber im dreidimensionalen Raum unserer Umwelt ab. 
Für ihre Beschreibung müssen Beziehungen zwischen einzelnen Raumpunkten 
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angegeben werden. Die dazu nötigen geometrischen Überlegungen werden in 
der Vektorrechnung durch mathematische Gleichungen dargestellt. 


Ein Vektor ist eine Größe, die nach Länge und Richtung durch einen Pfeil 
charakterisiert werden kann, aber nicht mit ihm identisch ist. In Abb. 211.1 
sind zwei mit a und b bezeichnete Pfeile dargestellt. Sie besitzen gleiche Länge 
und Richtung und können durch eine geeignete Parallelverschiebung zur Deckung 
gebracht werden. Unter einem Vektor verstehen wir nun die Gesamtheit aller 
Pieile gleicher Richtung und Länge, aber mit verschiedenem Ansatzpunkt. Während 


6 = z 


uUrb=T 
Abb. 211.1. Identisch gleiche Vektoren Abb. 211.2. Addition zweier Vektoren 


also die beiden Pfeile a und b durchaus verschieden sind, sind die Vektoren a 
und b definitionsgemäß identisch gleich. Für die Vektoren von Abb. 211.1 gilt 


also Ge , a) 


Legt man, wie in Abb. 211.2, zwei Pfeile a und b durch Parallelverschiebung 
so hintereinander, daß der Anfangspunkt von b sich am Endpunkt von a be- 
findet, so ergibt diese Zusammensetzung einen dritten Pfeil c, der vom Anfang 
von a zur Spitze von b läuft. Nach dieser Methode kann also zwei Vektoren ein 
dritter zugeordnet werden. Durch die Zuordnung wird die Vektoraddition de- 
finiert. Für den geometrischen Inhalt von Abb. 211.2 wird symbolisch die 


Gleich 
eichung Fer | is 


geschrieben. Umgekehrt läßt sich nach (2) und Abb. 211.2 ein gegebener Vektor c 
auf vielfältige Weise in zwei Vektoren a, b zerlegen. Es muß darauf hingewiesen 
werden, daß es sich hier, wie in allen Vektorgleichungen, nicht um eine Beziehung 
zwischen Zahlen handelt, sondern um eine abgekürzte Symbolik zur Beschreibung 
einer geometrischen Situation. 


Durch die Gleichung ee (3) 


wird ein sogenannter Nullvektor definiert, der, zu a hinzugefügt, wieder a er- 
gibt. Ein solcher Vektor muß die Länge 0 besitzen. Mit —a bezeichnen wir den 
zu a inversen Vektor, welcher den Vektor a zum Vektor 0 ergänzt, der also die 


Gleichung ee (4) 


erfüllt. Man macht sich leicht geometrisch klar, daß der Vektor —a die gleiche 
Länge wie a besitzt, aber in die entgegengesetzte Richtung weist. 
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Die durch (2) eingeführte Vektoraddition erfüllt das sogenannte Kommutativ- 


gesetz 
a+b=bdb-+a. (5) 


Die Gültigkeit dieser Gleichung ist keineswegs wie bei Zahlen selbstverständlich, 
sondern bedarf einer besonderen Untersuchung. Der Vektor a + b ist (ein- 
schließlich aller dazu parallelen Vektoren) in Abb. 211.2 dadurch definiert, daß 
man b an die Spitze von a ansetzt und den Anfangspunkt von a mit der Spitze 
von b verbindet. b + a hingegen ist der Vektor, den man dadurch erhält, daß 
man umgekehrt a an die Spitze von b setzt. Die in beiden Fällen entstehenden 
Pfeile sind in Abb. 211.3 wiedergegeben und stellen ein und denselben Vektor 


& 


& £3 ort 


Abb. 211.3. Abb. 211.4. 
Zum Kommutativgesetz der Vektoraddition Zum Assoziationsgesetz ‘der Vektoraddition 


dar, da die beiden Dreiecke kongruent sind. Aus diesem Grunde spielt die Reihen- 
folge beim Addieren der Vektoren keine Rolle, und es gilt tatsächlich (5). 


Die Addition von drei Vektoren ist nicht ohne weiteres definiert. Man kann 
die drei Vektoren a, b und c nach der Vorschrift (2) auf zwei verschiedene Weisen 
zusammensetzen, die in der Gleichung 


(a+b)+c=a+(b+0) (6) 


auftreten. Daß die dabei entstehenden Vektoren, wie (6) behauptet, gleich sind, 
muß zuvor bewiesen werden. Die linke Seite von (6) schreibt entsprechend 
Abb. 211.4 vor, zunächst a und b zum Vektor a + b zu verknüpfen und an- 
schließend diesen Vektor mit c zu vereinigen. Die rechte Seite dagegen schreibt 
vor, zunächst b und c zum Vektor b + c zu verknüpfen und anschließend zum 
Vektor a zu addieren. Abb. 211.4 zeigt, daß in beiden Fällen das gleiche Resultat 
entsteht. Aus diesem Grunde gilt das Assoziativgesetz (6). Seine Gültigkeit er- 
laubt, die Klammern künftig fortzulassen, da der.Vektor a+b-+c ein- 
deutig definiert ist. 

Die Gleichungen (1) bis (6) zur Darstellung geometrischer Sachverhalte er- 
möglichen ein rein algebraisches Operieren mit Vektoren. Man sollte sich bei den 
algebraischen Operationen allerdings immer deren anschaulichen Sinn vor Augen 
halten. Die Vorteile dieser Vektoralgebra werden erst beiden Anwendungen sichtbar. 
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Alle Punkte des dreidimensionalen Raums lassen sich durch Vektoren dar- 
stellen, wenn man einen Punkt besonders auszeichnet und als Bezugspunkt 
wählt. Dann läßt sich nämlich jeder andere Raumpunkt durch einen Pfeil vom 
Bezugspunkt zum betrachteten Punkt charakterisieren und dieser Pfeil wiederum 
durch einen Vektor, den sogenannten Ortsvektor r, beschreiben. 


Eine Kraft wird charakterisiert durch ihren Angriffspunkt, durch die Richtung. 
in der sie wirkt, sowie durch ihre Größe K. Verzichtet man auf die Angabe des 
Angriffspunktes, so werden Größe und Richtung der Kraft durch einen Vek- 
tor dargestellt, dessen Länge K ist. 

Abb. 211.5 zeigt zwei Kräfte, die in m 
verschiedener Richtung wirken. In [113] 

wurde gezeigt. daß eine beliebig wir- 

kende Kraft sich in zwei zueinander Gr 
senkrechte Komponenten zerlegen läßt, 

die mit S in einer Ebene liegen. Sie &, &" a, 
sind in Abb. 211.5 mit 8 und 8 be- j 
zeichnet. Die Kräfte $, und 8, liegen in 
gleicher Richtung und können addiert 
werden, weil der Kraftbegriff in (113.4) 
gerade so definiert war, daß sich in 
gleicher Richtung wirkende Kräfte 
additiv überlagern. Geometrisch be- Abb. 211.5. Addition zweier Kräfte durch 
deutet das in Abb. 211.5, daß die Pfeile WORDONERISNSEHISENHR 

X, und St, hintereinander gelegt werden 

dürfen. Diese Kraft, zusammen mit $/', kann wieder als Zerlegung der in 
Abb. 211.5 mit $}, bezeichneten Kraft angesehen werden. $x aber entspricht. 
wie aus der Abbildung hervorgeht, gerade der Vektorsumme der Kräfte $, und $,. 
Damit ist gezeigt, daß sich Kräfte wie Vektoren addieren. Kräfte können also 
durch Vektoren dargestellt werden. Es gilt daher 


Kr = + Ka (7) 


für die aus 8, und $, zusammengesetzte Resultierende Str. 


&2 &} &2 


Im Grunde enthält Gleichung (7) nichts anderes als den bekannten Satz über 
das Kräfteparallelogramm. Das Assoziativgesetz (6) ermöglicht die Verall- 
gemeinerung von (7) für das Zusammensetzen vieler Kräfte zu einer Resul- 
tierenden entsprechend 


Rt EI HERR: (8) 
T=1 


Soll sich eine Punktmasse unter dem Einfluß dieser Kräfte im Gleichgewicht be- 
finden, so muß 


FR,=0 (9) 


r=1 
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gelten, weil sonst eine resultierende Kraft übrigbliebe, die sich dann als Be- 
wegungsursache bemerkbar machen würde. Fügt man die einzelnen Vektoren 
entsprechend Abb. 211.4 aneinander, so muß ein geschlossenes Polygon, das 
Krafteck, entstehen. 


212 Multiplikation von Vektoren und Zahlen 


Der Vektor a + a entsteht durch zweimaliges Hintereinanderlegen von a. 


Dieser Sachverhalt wird durch 
a+ra=2a (1) 


beschrieben. Der Vektor 2a besitzt die gleiche Richtung wie a, aber doppelte 
Länge. Entsprechend lassen sich jedem Vektor a sinngemäß die Vektoren 


oa mit x=0,+1,+2,... (2) 


zuordnen, wenn man unter 0a den Nullvektor versteht und die Definition (211.4) 
des inversen Vektors —a berücksichtigt. Bis hierher bedeutet die Benutzung 
von Vektoren &a lediglich eine abgekürzte Schreibweise. Eine echte Verallge- 
meinerung entsteht erst, wenn man für & nicht nur ganze, sondern be- 
liebige reelle (und auch gelegentlich komplexe) Zahlen zuläßt. Der Produkt- 
vektor «a besitzt dabei stets die Richtung von a. Seine Länge ist aber um den 
Faktor & größer bzw. kleiner. (Für x < 0 zeigt der Vektor entsprechend in die 
entgegengesetzte Richtung.) 


&% 
& 
Abb. 212.1. Abb. 212.2. Schwerpunkt 3 von 
Schwerpunkt 3 zweier Punkte r, und tr, einem Punkt r, und einer Punkthäufung rt, 


Als Anwendung soll der Schwerpunkt einer Punktmenge untersucht werden. 
Unter dem Schwerpunkt 8 zweier gegebener Punkte t, und r, verstehen wir 
denjenigen Punkt, der auf der Mitte der Verbindungslinie von r, und.t, liegt. 
Der Vektor t, + rt, liegt im Endpunkt des in Abb. 212.1 gestrichelten Parallelo- 
gramms. Für den Schwerpunkt selbst gilt daher 


=, (ut). (3) 


[213] 21 Darstellung räumlicher Vorgänge durch Vektoren 109 


Für n Punkte wird der Schwerpunkt in entsprechender Verallgemeinerung durch 
3 ag r L, (4) 


definiert. Befinden sich, wie in Abb. 212.2, zehn Punkte an der gleichen Stelle 
und ein Punkt am anderen Ort, so unterteilt in diesem Falle der Schwerpunkt 
die Verbindungsstrecke im Verhältnis 1:10. 


Sind die Punkte gruppenweise geordnet, so daß sich bei r, gerade n, Punkte 
befinden, bei r, gerade n, und so fort, dann geht (4) in 
an ER, 
ey er 
über. Befinden sich an allen Punkten gleichgroße Massen m,, so enthält die Punkt- 
gruppe bei r,, in der sich n, Punkte befinden, die Masse m, = n,m,. Durch 
Erweiterung von (5) mit m, läßt sich leicht die Gleichung 


a _ 2m T, 

” 
für den Schwerpunkt einer Massenverteilung finden. Welche physikalische Be- 
deutung diesem Schwerpunkt zukommt, wird allerdings erst später untersucht 
(siehe [341)). 


213 SKalares Produkt und Vektorzerlegung 


Für zwei Vektoren a und b gelte 
xa+pßb=0 &,ß=#0. () 
Sie heißen dann linear abhängig. Aus (1) folgt a = — ($/«)b. Zweilinear abhängige 
Vektoren sind also parallel. Kann eine Beziehung (1) für zwei Vektoren nicht 
aufgestellt werden, dann heißen sie linear unabhängig. Drei Vektoren a,, Az, As 
sind außer unter den Voraussetzungen (1) auch dann linear abhängig, wenn eine 
Relation 
dt glg + &lg=0 mit 1,0%, &g=+0 (2) 
existiert. Man kann dann einen der drei Vektoren durch die beiden anderen dar- 
stellen, zum Beispiel 
a3 Pıaı + Paag. (3) 
Jeder so dargestellte Vektor liegt in der von a, und a, aufgespannten Ebene. 
Drei linear abhängige Vektoren sind somit komplanar. Drei linear unabhängige 
Vektoren aber. für die es also keine Beziehung (3) gibt, besitzen keine gemein- 
same Ebene. 


Eine Gesamtheit von Vektoren wird in der Vektoralgebra als „Raum‘‘ be- 
zeichnet. Die Maximalzahl der in diesem ‚„‚Raum“ linear unabhängigen: Vektoren 
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heißt die ‚Dimension‘ des Raumes. Der Ortsraum des physikalischen Geschehens 
ist dreidimensional. Für je vier Vektoren dieses Raumes gibt es eine Relation 


A + Kat Rat yyu=0 mit &, 09.0, yF0. (4) 
Sie sind linear abhängig. 
Im dreidimensionalen Raum ist es daher möglich, drei linear unabhängige 


Vektoren c,, c, und c, als „Basis“ auszuwählen und jeden anderen Vektor a 
durch eine Linearkombination 


a=al,4 gl, + Ayla (5) 


darzustellen. Bei einmal gewählter Basis ist der Vektor durch Angabe der drei 
Zahlen a,, a, und a,, seiner „Komponenten“, vollständig charakterisiert. Zwei 
Vektoren a und b sind gleich im Sinne von (211.1), wenn ihre Komponenten gleich 
sind: i 

a,=b, %=b;, a3, =b;. (6) 
In der Vektorrechnung werden Zahlengrößen zur Unterscheidung von Vektoren 
als skalare Größen, kurz Skalare, bezeichnet. 


Jedem Vektor a soll ein positiver Skalar Z(a) eindeutig zugeordnet werden. 
Eine solche Zuordnung kann nicht umkehrbar eindeutig sein, weil nach (5) und 
(6) erst drei Zahlen einen Vektor (des dreidimensionalen Raumes) charakterisieren. 
Wir verlangen die Eigenschaften 


Z(aa) = Ia!Z(a)>0 Z(e)=1; (7) 


e sei ein Vektor von der (geometrischen) Länge 1. Solche Vektoren heißen 
Einheitsvektoren. Dann bedeutet Z(a) die Länge des Vektors a. Konstruiert: 
man nämlich den Vektor a durch Multiplikation eines Einheitsvektors gleicher 
Richtung mit einer Zahl x, so ist |x! nach [212] die Länge dieses Vektors a = «ae. 
Andererseits folgt aus (7) Z(xe) =|&|Z(e) =|x&|. Die Länge Z(a) heißt auch 
„Betrag“ (oder Norm‘) des Vektorsa und wird wie der Betrag einer Zahl Z (a) = ja! 
(obwohl mit anderer Bedeutung!) geschrieben. Die Gleichung 


a s a 
a=lalTr=lalt mit er (8) 
enthält mit e einen Einheitsvektor. Somit läßt sich jeder Vektor als Produkt 


aus Betrag |a| und Einheitsvektor a/|a| darstellen. 


Wir untersuchen jetzt eine Vorschrift, die je zwei Vektoren eine Zahl zuordnet. 
Sie wird skalares Produkt genannt, obwohl die Bezeichnung Produkt eigentlich 
unangebracht ist. Unter dem Produkt zweier Elemente irgendeiner Menge (Zahlen. 
Vektoren, ...) versteht man im allgemeinen ein Element der gleichen Menge. 
Beim skalaren Produkt jedoch wird zwei Vektoren eine Zahl zugeordnet, also 
eine Größe von ganz anderem T'yp. Das skalare Produkt wird durch die Gleichung 


ab=Jal|blcos(a, b)=bau 


(9 
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definiert. Unter (a, b) wird der Winkel verstanden, den die beiden Vektoren 
a und b miteinander bilden. Die Bedeutung des skalaren Produkts wird durch 
Abb. 213.1 veranschaulicht. |b] cos(a, b) ist gerade die Länge der Projektion des 
Vektors b auf die Richtung von a. Diese Länge wird mit der Länge |a| multipli- 
ziert. Entsprechend ist unter Ja| cos(a, b) die Länge der Projektion von a auf 
die Richtung des Vektors b zu verstehen. Sind die Vektoren a und b parallel 
oder senkrecht (orthogonal) zueinander, so 
gilt 

für (10) 


tallbl _,  allb 
ab= 
0 aLlb. 


! 
1 
\ 
I 
I} 
l 
| 
£ Das skalare Produkt ist distributiv im Sinne 
en der Gleichung 
/&lcos(a,&) ab+r)=ab+tar, (11) 
Abb. 213.1. Skalares Produkt. Ein 
Vektor wird auf die Richtung des 
anderen projiziert Die Darstellung (5) eines Vektors ge- 
schieht vorteilhaft durch orthogonale Basis- 
vektoren e, vom Betrag 1. Mit einer Norm entsprechend (7) und den Beziebun- 
gen (9) haben sie dann die Eigenschaften 


wie in [Ü 21.1] gezeigt wird. 


d=d=ed-=] et, = Gt =. (12) 


die sich in der Gleichung 


(13) 


zusammenfassen lassen. ö,, ist das sogenannte KRONECKERsche ö-Symbol. Für 

die Indizes werden im allgemeinen Zahlen 1, 2, 3 oder auch Achsenbezeichnungen 

x, Y, z verwendet. Wie im allgemeinen Fall (5) läßt sich ein beliebiger Vektor 
h 

nr a=qajeı + Agez-+ Agey (14) 

durch die speziellen Basisvektoren (12) ausdrücken. Die Multiplikation eines 

Vektors a mit e, bedeutet nach (9) bei Berücksichtigung von (8) 


&a=|alcos(e,,a)=pı. (15) 


pP, Ist die Projektion des Vektors a auf die durch den Einheitsvektor e, charak- 
terisierte Achse. Entsprechendes gilt für skalare Multiplikation mit e, oder e;. 
Multipliziert man den Vektor (14) mit e,, das heißt, bildet man die Projektion 
Pı, so bleibt auf der rechten Seite nur das erste Glied e, e,a, = a, übrig. Die 
dort noch auftretenden skalaren Produkte verschwinden wegen der Orthogonali- 
tät der sie bildenden Vektoren. Entsprechendes gilt für Multiplikation mit e, 
und e;. Die Größe a, in (14) ist daher mit der Projektion p, in (15) identisch, 
im Falle eines normierten orthogonalen Basissystems lassen sich also die Zahlen- 
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faktoren a; in (14) besonders einfach berechnen. Eine Vektorgleichung a = b 
wird dann durch skalare Multiplikation mit den Einheitsvektoren e, in Zahlen- 
gleichungen für die Projektionen von a und b auf die Achsen ; überführt: 

a=b ga=a eh > [e,. (16) 
Da i die Werte 1, 2, 3 annehmen kann, ist gezeigt, daß jede solche Vektorglei- 
chung drei Zahlengleichungen äquivalent ist. 

Die Zerlegung eines Vektors lautet nach (14) und (16) 
a=e,0&0A+8%0 Eat eg 0 ez0. (17) 

In summarischer Schreibweise lautet diese Gleichung 


3 
a= de, 0 E%0. (18) 
i=1 


d= 


Da hier jeweils drei Vektoren nebeneinander stehen, muß durch die Schreibweise 
eindeutig gekennzeichnet werden, welche der drei Vektoren skalar miteinander 
zu verknüpfen sind. Diese Vektoren werden nebeneinandergesetzt. Der dritte, 
nicht skalar verknüpfte wird durch das Zeichen o von den beiden übrigen ab- 
getrennt. 


Für einen Punkt r im Raum enthält (18) die Darstellung 
eye gr=yom=er+e,y+ 2 (19) 
. T 3 


mit x, y und z als den Projektionen dieses Vektors auf die x, y und z-Achse eines 
rechtwinkligen Koordinatensystems. Als zweites Beispiel wird Gleichgewichts- 
bedingung (211.9) der Kräfte an einer Punktmasse betrachtet: 


n 
ZRHr=0. (20) 
r=1 
Die Projektion auf die i-Achse liefert die 
Gleichungen 


n 
FR, =0 i=1,2,3. (21) 
r=1 


Bezeichnet man die Projektion der Kraft $, 
auf die Achse e, miö K, ,‚, so gilt 


Abb. 213.2.  Gleichgewichtsbedin- M 
gung der Statik in der Ebene IK,,=0 i=1,2,3. (22) 
r=1 : . j 


Abb. 213.2 stellt die Aussagen dieser Gleichung für drei Kräfte in der Ebene dar. 
(20) enthält die rein geometrische Bedingung, daß das Krafteck geschlossen 
sein soll. Die Projektionen dieses Kraftecks auf die x- und y-Achsen führen auf 
zwei skalare Gleichungen, die in (22) enthalten sind. 
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Sind zwei Vektoren a und b durch ihre Komponenten in der Form 


a=dea; b= N erbr (23) 
i k 


gegeben. so ergibt sich für die Komponentendarstellung des skalaren Produkts (9) 
ab= Ieaıb= Wird =da;b; = a,b, a,b,+ a,b: (24) 
ik in i 


unter Berücksichtigung von (13). 


Für das skalare Produkt eines Vektors mit sich selbst. das nach (10) mit dem 
Längenquadrat identisch ist. gilt 
"=Nd=:+9,+0,=aR. (25) 
[2 
Aus dieser Gleichung, die den Satz des PyruacoraAs im Raum enthält, ist ersicht- 
lich, daß die Aussagen der Elementargeometrie in diesem Formalismus der 
Vektoralgebra bereits enthalten sind. 


Abschließend soll gezeigt werden, daß die von einer Kraft St auf einem Weg- 
stück dr geleistete Arbeit 6 A durch ein skalares Produkt dargestellt werden kann. 
Zu diesem Zweck zerlegen wir $t in eine zu ör senkrechte und eine dazu parallele 
Komponcente. Die erstere leistet keine Arbeit. Denn würde sie in der einen Rich- 
tung 61 Arbeit A > 0 leisten, so würde sie in der umgekehrten Richtung — ör 
Arbeit 6A <0 erfordern. Beide Richtungen aber sind für die zu ör senkrechte 
Kraftkomponente gleichwertig, also ist für sie 64 = 0. Daher leistet nur die zu 
ör parallele Komponente von ft allein Arbeit. Nach Abb. 213.1 und (9) ist daher 


84—=|Rllörlcos(K, dr) = Hör. (26) 


Die Einführung des skalaren Produkts ist also gerade dem Arbeitsbegriff besonders 
angepaßt. 


214 Vektorielles Produkt und Flächendarstellung 


Der Vektorbegriff erlaubt nicht nur Pfeile, sondern auch Flächen darzustellen. 
Wir denken uns ein kleines ebenes Flächenstück irgendwo im Raum. Es wird 
charakterisiert durch seinen Aufenthaltsort, seinen Flächeninhalt, die Stellung 
der Fläche im Raum und ihre Begrenzungsform. Der Aufenthaltsort wird durch 
einen besonderen Ortsvektor r gekennzeichnet. Auf die Angabe der Begrenzungs- 
form wird verzichtet. Die übrigen Charakteristika können durch einen Vektor % 
eindeutig beschrieben werden. Der Betrag |%| wird dem Flächeninhalt gleich- 
gesetzt. Die Richtung von % wird mit der Normalenrichtung der Fläche identifi- 
ziert. Allerdings ist diese Zuordnung zunächst nur bis auf ein Vorzeichen ein- 
deutig, über das eine besondere Konvention getroffen werden muß. 


Zwei Vektoren a und b spannen entsprechend Abb. 214.1 ein Parallelogranım 
im Raum auf. Der diesem Parallelogramm zugeordnete Flächenvektor % wird 


8 Macke, Teilchen. 3. Aufl. 
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mit ax b bezeichnet. Das Vorzeichen des Flächenvektors wird der Abb. 214.1 
entsprechend durch folgende Konvention festgelegt: Man drehe den Vektor a 
(in Gedanken) auf b zu. % hat die Richtung, in die sich bei entsprechender 
Drehung eine Rechtsschraube (Schraube mit Rechtsgewinde) bewegt. Einfacher 
noch ist folgende Merkregel: Man spreize Daumen, Zeigefinger und Mittelfinger 
der rechten Hand und identifiziere sie mit a, b und dem Flächenvektor %. Der 
b und a zugeordnete Flächenvektor b x a zeigt nach diesen Regeln in die um- 
gekehrte Richtung. Es gilt daher 


FS=ıxb=—bxa (ı) 
im Zusammenhang mit Abb. 214.1. 


Genaugenommen läßt sich dem durch a und b aufgespannten Parallelogramm 
nur eine Normalenachse ohne Richtungssinn zuordnen. Man kann ihr aber den 
durch die Richtung des von a nach b verlaufenden gekrümmten Pfeils gekenn- 
zeichneten Drehsinn geben. Die in (1) vorgenommene Konvention hinsichtlich 
der Richtung von % entspricht der Verabredung, dem Drehsinn einer Achse die 
Richtung eines Pfeils gemäß Abb. 214.2 zuzuordnen. Es sei nur beiläufig ver- 


Abb. 214.1. Geometrische Darstellung 
des Vektorproduktes 


ei 
Ba | 


Abb. 214.2. Zuordnung zwischen Drehsinn Abb. 214.3. Spiegelungen axialer Vektoren. 
und Richtung axialer Vektoren Links normal, rechts gespiegelt 


merkt, daß diese Zuordnung nicht spiegelinvariant ist. Spiegelt man sie nämlich, 
wie in Abb. 214.3a und b, so wechselt in einem Fall der Drehsinn sein Vorzeichen, 
während der Pfeil unverändert bleibt, und im anderen Fall geschieht das Um- 
gekehrte. Eine sorgfältigere Unterscheidung bezeichnet die durch einen Pfeil 
charakterisierbaren Vektoren als polare und die durch Achse und Drehsinn als 
axiale Vektoren. 


Nach Definition soll der Betrag des Flächenvektors (1) den Flächeninhalt 
des von a und b aufgespannten Parallelogramms darstellen. Daraus folgt für || 


|&!=lax bl=lal|blsin(a, b). (2) 
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Die Gleichungen (1) und (2) zusammen mit der Richtungszuordnung von 

Abb.214.1 definieren das vektorielle Produkt endgültig. Entsprechend Abb. 214.4 

lassen sich Flächen räumlich zusammensetzen. Daher ist auch das Vektor- 
produkt distributiv im Sinne von 


axlb+ü)=axb-+raxe. (3) 
Aus der Definition von ax b folgt 


(“a)xb=ax(ab)=alaxb). (4) 


Da x die Richtungen der Vektoren nicht beein- 
Abb. 214.4. Distributivgesetz flußt und somit seine Stellung in (4) wegen (2) 

beim Vektorprodukt beliebig ist, kann also ein skalarer Faktor stets 
aus dem Vektorprodukt herausgezogen werden. 


Die vektorielle Verknüpfung der Einheitsvektoren e; eines Orthogonalsystems 


führt, wie die Anwendung der Schraubenregel auf das Dreibein von Abb. 214.5 
zeigt, auf die Beziehungen 


(5) 
sowie entsprechende Gleichungen für die übrigen Komponenten: 
e,Xe,=0 e,xX,= 8, e,x,=-% (6) 
&,xX&,=0 e,xXe,=R, ,Xe,=—L,. 
Die Komponentendarstellung des Vektorproduktes ergibt somit 
e2 (a,b, — a,b,,) e, 0, b.| 
ie b)=|e,ay,b,|: (7) 
e;(Qz b,) |ez a; b, 


Diese typische Anordnung der e,...«,.:: ee . . heißt Determinante. Sie ordnet, 
wie in [267] genauer untersucht wird, einem Zahlenschema entsprechend ‚=‘ 
in (7) eine Summe zu, die man für dreireihige Determinanten nach folgender 
Regel gewinnt: Man denke sich die Spalten nach rechts 


92 wiederholt, multipliziere _ der Pfeile in 
% 5.65 Ur 
4 ih X, : 
| 4 2 . 
Die a, b, @; DR 
Abb. 214.5. —= a,5,6; + b,0,4, + a — ir — b,c,a,— a,b; 


Vektorprodukt der : ö , ’ £ : 
Einheitsvektoren und addiere die zu jedem Pfeil gehörigen "Terme. Dabei 


g=e,xXe, tragen die mit nach unten bzw. oben gerichteten Pfeilen einen 
8* 
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Faktor +1 bzw. — 1. Für praktische Rechnungen mit Vektorprodukten merkt 
man sich allerdings zweckmäßiger, daß für die &-Komponente 


(ax b).= a,b. — a,b, (9) 


gilt und daß die y- und z-Komponente hieraus durch zyklische Vertauschung 
der Indizes x.y und z hervorgehen. 


Die Gleichungen (5) und (6) lassen sich in der Form 


1 
X =2rEme Oder =, Ir Eikıler X er) 


zusammenfassen. wenn das hier eingeführte Symbol &;;; die Eigenschaften 


l 2% yex zxy 
Ext 1 für ikl=!xzy zyX yaz (il) 
(9) | sonst (=k.k=1! oder i=!|) 


besitzt, wie man durch Einsetzen von (11) in (10) leicht bestätigt. Dieses &-Symbol 
besitzt dann die Symmetrieeigenschaften: 


Ei = ni = Elik Eirk ER — Ei: (12) 


Das Vektorprodukt (7) läßt sich in der zusammengefaßten Form 

axb=i;,,nbxX > Dinı GbR Eikıeı (13) 
darstellen. Diese Dreifachsumme besitzt zum Beispiel für 2 = x nur zwei Kom- 
ponenten, nämlich i,k = y,z und z,y, in Übereinstimmung mit (9). Weitere 
Eigenschaften des Symbols &;,, werden in [267] untersucht. 


215 Mehrfachprodukte 


Die skalare Verknüpfung des in [214] untersuchten Vektors a x b mit einem 
anderen Vektor c wird als Dreierprodukt oder als Spatprodukt bezeichnet. Dieses 
Dreierprodukt liefert keinen Vektor, sondern eine Zahl. Seine Bedeutung geht aus 
Abb.215hervor. Der Betrag des Flächenvektors a x b wird multipliziert mit. der Pro- 
jektion von c auf die Richtung des Flächenvektors. 
Diese Projektion bedeutet die Höhe des in Abb. 215 
dargestellten Parallelepipeds. Das Dreierprodukt ist 
daher gleich dem Produkt aus Grundfläche und Höhe 
des Epipeds, also gleich seinem Volumen. Das ist nur 
richtig, wenn die Vektoren a, bund cein Rechtssystem 
bilden. Dann ist 


Abb. 215. Spatprodukt (axb)e=[a,b,c] (1) 
Ta, b,c] als Volumen des von ; a 
den drei Vektoren a, b, cauf- gleich dem Volumeninhalt, der natürlich unabhän- 


gespannten Parallelepipeds gig davon ist, ob man die Fläche |a x b| mit der 
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Projektion von c auf die Richtung von ax b multipliziert oder die Fläche |b x c| 
mit der Projektion von a auf die Richtung von b x c. Vertauscht man dagegen 
zwei der Vektoren, so gilt entsprechend (214.1) 

(axb)e=—(bxa)c. (2) 


Da außerdem die Reihenfolge der Vektoren im skalaren Produkt beliebig ist, 
gelten für Dreierprodukte insgesamt die Beziehungen 


[a, b, c] = [b, C; a] — [e, a, b] =-—[a, c, b] =—-[t, b, a] gar [b, Q, c] , (3) 
Die komponentenweise Auswertung erhält man am einfachsten aus (214.13) mit 


b, c statt a,b. Die skalare Multiplikation mit a ersetzt e, durch a,, e, durch a, 
und e, durch a,, wobei als Ergebnis 


05 d46; 


[a,b,c])= in bc, =|a, b, cy 
Ei 
a, b, c, 


entsteht. Die Eigenschaften (3) des Spatprodukts lassen sich auch aus (4) mit 
der Definition (214.11) von &;;, leicht erkennen. 


Die zweifache vektorielle Multiplikation ax (bx c) dreier Vektoren liefert 
einen Vektor, der in der durch b und c aufgespannten Ebene liegt. bx c steht 
senkrecht auf b und c. Multipliziert man diesen Vektor vektoriell mit a, so steht 
der neue Vektor senkrecht auf a, aber auch senkrecht auf bx c und liegt somit 
wieder in der b, c-Ebene. — Zur Auswertung wird ein System von Einheitsvektoren 
herangezogen, deren erster e, die Richtung von c besitzt. Der zweite e, soll in 
der durch c und b aufgespannten Ebene liegen, so daß diese. beiden Vektoren 


sich durch kee;e b=e,b,-t+e,b, (5) 
darstellen lassen. Zur Darstellung von 
a=diea; (6) 


werden dann alle drei Vektoren e; benötigt. Mit (5) und (6) gilt für das zweifache 
Vektorprodukt 


axbx)=dem x [(erdz+t eyd,) X ee]. (7) 
Das Glied e,b, kann hier wegen e,xe,=0 gestrichen werden. Mit e,xe,—= — &, 
geht (7) bei Auswertung der Summation über : in 
ax(bxe)=—b,e Hiye; X e;= —b,c—a,e,+ aye,) =bye,(ca,)--c(b,a,) (8) 


über. Durch Addition und Subtraktion vor e,b,ca, können die beiden Terme 
in (8) zu 
ax(bxo)=(exb)xa=boac—coab (9) 


ergänzt werden. Der zweite Ausdruck in (9) geht aus dem ersten durch zweifache 
Vertauschung entsprechend (214.1) hervor. Das Zeichen o trennt wie in (213.18) 


118 2 Punktmasse im Raum [216] 


die jeweils skalar verknüpften Vektoren von den übrigen. Der zweifache Produkt- 
vektor ist also eine Linearkombination in b und c, liegt also in der b, c-Ebene. 


Eine Anwendung der praktisch so außerordentlich wichtigen Formel (9) besteht 


in der Gleichung ee rer, (10) 


die aus (9) mit c=r und a=b=c hervorgeht. Sie zerlegt den Vektor r in eine 
Komponente in vorgegebener Richtung e und eine dazu senkrechte Komponente. 

Die Auswertung des zweifachen Vektorprodukts zeigt, daß das Vektorprodukt 
zwar eine echte Produktbildung im Sinn der Algebra darstellt, insofern, als hier 
den zwei Vektoren a und b ein dritter als Produktvektor ax b zugeordnet wird. 
Diese Verknüpfung ist aber entsprechend (214.1) nieht kommutativ. Sie ist auch 
nicht assoziativ, insofern, als (9) ein ganz anderes Ergebnis liefert als (a x b) x c. 
Zwischen den verschiedenen Verknüpfungsmöglichkeiten der drei Vektoren 
besteht vielmehr neben Beziehungen wie in (9) die Bedingung 


|axoxo+bx(exW)+ex(axn=0, (1) 


die sich leicht durch Auswertung der einzelnen Glieder gemäß (9) nachweisen läßt. 
Das skalare Produkt zweier Vektorprodukte 
(axb)(exd)=albx(exd)] (12) 


läßt sich als Dreierprodukt zwischen a, b und cx D auffassen und entsprechend 
(1) und (3) umformen. Die Auswertung des in der eckigen Klammer stehenden 
zweifachen Vektorprodukts erfolgt mit (9) und liefert die Zerlegungsformel 


(axb)(exd)=arobd—adobe. (13) 


Im Spezialfall ce = a und d = b geht diese Formel in 
(a x 6)’ = a?b?— (ab)? (14) 


über. Für Einheitsvektoren bedeutet sie nur sin®o = 1 — cos?g. 


216 Geometrische Anwendungen der Vektorrechnung 


Der vorliegende Abschnitt soll am Beispiel einiger geometrischer Anwendungen 
die konzentrierte Aussagekraft der Vektorrechnung bestätigen. (Er solldem Leser 
ferner einen Maßstab dafür liefern, ob er die Vektorrechnung in einem für die 
vorliegenden Bedürfnisse hinreichenden Niveau beherrscht oder noch weitere 
Übung benötigt.) 


Die Vektoren a, b und c von Abb. 216.1 spannen ein Dreieck auf. Zwischen 


ihnen gilt die Beziehung er () 
c uk 


Beim Quadrieren geht diese Gleichung in 
(a+b’=e (2) 
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über und macht über die beteiligten Längen und Winkel die Aussage 


a@+b°’—2ab c0sy=c}, (3) 


liefert also den Kosinussatz der ebenen Trigonometrie. Das Minuszeichen in (3) 
rührt daher, daß y nicht den Winkel zwischen a und b, sondern den Supplement- 
winkel hiervon darstellt. — Für den Betrag des Vektorprodukts aus a und c gilt 


jaxel=aesinß. (4) 
Beim Einsetzen von (1) wird hieraus 
lax(a+b)l=laxbl=absiny. (5) 
Beim Gleichsetzen von (4) und (5) entsteht 
Be ©) 


der Sinussatz der ebenen Trigonometrie. Die Leichtigkeit, mit der diese geometri- 
schen Sätze von der Vektorrechnung geliefert werden, zeigt, in welch hohem 
Maße der Vektorkalkül derartigen geometrischen Betrachtungen angepaßt ist. 

Den Flächeninhalt des Dreiecks erhält man ebenfalls aus (4). |a x c| ist der 
Flächeninhalt des von a und c gebilde- 


# 
ten Vektorparallelogramms. Daher gilt 
1 1 R 
F=zlaxci=zacsinß (7) 
“ 
für das Dreieck. 
% 
T 
Abb. 216.1. Kosinussatz (3) der ebenen Abb. 216.2. Schnittpunkt 3 der Seitenhal- 
Trigonometrie bierenden eines Dreiecks 


Ein anderes Beispiel betrifft den gemeinsamen Schnittpunkt aller Seitenhalbie- 
renden eines Dreiecks. In diesem Fall werden die Eckpunkte des Dreiecks durch 
die Vektoren a, b und c als Vektoren von einem willkürlichen Bezugspunkt 0 
aus dargestellt. Die Seitenhalbierende von BC = a verläuft vom Punkt a zum 
Punkt (b + c)/2, siehe (212.3). Alle Punkte auf ihr können also durch 


sata zt-a] 


(8) 


mit verschiedenen Zahlenwerten für & beschrieben werden, siehe Abb. 216.2. 
Für die entsprechenden bei b und c beginnenden Seitenhalbierenden gilt analog 


346] #4 |. (9) 
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Wenn sich die drei Seitenhalbierenden in einem Punkt schneiden sollen. so muß 
die Gleichung 

hm (10) 
durch bestimmte Zahlenwerte von &, ß und y erfüllbar sein. Gleichung (10) 
verlangt die Gleichheit der neben den Vektoren a, b und c in (8) und (9) stehenden 
Koeffizienten. Diese Forderung führt auf die Gleichungen 


BERN: . 2 
a ae; 1-73 I-y=5-5, 
die durch 
> 
o=ß=y=5 (12) 


befriedigt werden. Es gibt also einen Schnittpunkt der drei 
Seitenhalbierenden. Er wird mit (8) und (12) durch 


(a+b+0 (13) 


charakterisiert. Dies ist nach (212.4) der zu den drei Eck- 
punkten gehörige Schwerpunkt. 


EaEN Auch die Sätze der sphärischen Trigonometrie lassen sich 
Abb. 216.3. Durch Mit der Vektorrechnung leicht ableiten. Zunächst werden 
a, b, caufgespann- in Abb.216.3 drei Einheitsvektoren 


tes sphärisches Be 
Dreieck ze (14) 


beliebiger Richtung betrachtet. Ihre Durchstoßpunkte auf 
der Einheitskugel definieren ein sphärisches Dreieck. Die skalaren Produkte 
hängen mit den Seiten a, b und c dieses Dreiecks über 


ab= cosc ac=cosb be = cosa (15) 


zusammen. & ist der Winkel zwischen der a, c-Ebene und der a, b-Ebene. Die 
zu diesen Ebenen senkrechten Vektoren axc und ax b bilden natürlich den 
gleichen Winkel miteinander, so daß für ihr Skalarprodukt 


(axc)(axb)=sind since cosa (16) 
gelten muß. Die Auswertung dieses Produkts nach (215.13) liefert 
aochb—acoab=cosa— cosb cosc, (17) 


und beim Gleichsetzen von (16) und (17) folgt 


| Q 
cosa = cosb cosc+ sinb sine cosa, | (18) 


der Kosinussatz der sphärischen Trigonometrie. 
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Um den Sinussatz zu erhalten, ist ein Ausdruck aufzusuchen, der sin«a enthält. 
Dies wird beim Übergang vom skalaren Produkt (16) zum Betrag des entsprechen- 
den Vektorprodukts 

Kaxec)x(axb)i=sindbsinesin«x (19) 


erreicht. Fassen wir diesen Ausdruck als zweifaches Vektorprodukt der Vektoren 
ax c, a und b auf, so folgt entsprechend der Zerlegung (215.9) 


lao(axc)b—boalaxc)]=lal-|(ax Jbl=|la, c, b]l. (20) 


Der zweite Term links verschwindet, weil er ein Dreierprodukt mit zwei gleichen 

Vektoren enthält und weil das Volumen des entsprechenden Parallelepipeds Null 

wird. Der Betrag des Dreierprodukts aber ändert sich nicht bei beliebigen 
Vertauschungen der Vektoren a, b und c. Der aus (19) 
und (20) folgende Ausdruck 


” la, b, c]|= sind sinc sina (21) 
geht bei Vertauschung von a und b der Abb. 216.3 ent- 
sprechend in 

a I[b, a, c]| = sina sinc sin ß (22) 
und bei Vertauschung von a und c in 
* I[c, b, a]| =sinb sina siny (23) 
Abb. 216.4. über. Aus der Gleichheit von (21) bis (23) folgt 
Zur Ebenenglei- nee denn up At SE en eh in 
chung (26) sina:sinb:sinc=sina&:sinß:siny, (24) 


der Sinussatz der sphärischen Trigonometrie. 


Unterwirft man die Gesamtheit aller durch Vektoren r beschreibbaren Punkte 
des dreidimensionalen Raums einer skalaren Bedingung 


fk)=0, (25) 


so bilden die Punkte r, die (25) erfüllen, nur noch eine zweidimensionale Mannig- 
faltigkeit, also eine Fläche im dreidimensionalen Raum. Als Beispiel einer solchen 
Fläche wird die Gleichung 


nt=a mit nM?=1 (26) 
betrachtet. Sie enthält entsprechend Abb. 216.4 alle Punkte tr, deren Projektion 
auf eine fest vorgegebene Richtung ıı den gleichen Zahlenwert a besitzt. Diese 


Punkte bilden offenbar eine Ebene mit ıı als Normalenrichtung. « ist der Abstand 
der Ebene vom Bezugspunkt. 


Ein anderes Beispiel im Sinne von (25) ist 


=R. (27) 
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Alle Punkte r, die diese Gleichung erfüllen, befinden sich im Abstand R vom 
Koordinatenursprung, liegen also auf einer Kugel um den Koordinatenursprung 
mit dem Radius R. Vektoren r, die der Gleichung 


(nxı?=R (28) 


genügen, liegen ebenfalls auf einer Fläche. Die linke Seite dieser Gleichung be- 
deutet entsprechend Abb. 216.4 das Quadrat vom Abstand 5 des Punktes r von 
der durch n gegebenen Achse. Nach (28) soll dieser Abstand 5 = R, also kon- 
stant sein. (28) beschreibt daher einen Zylinder mit dem Radius R um die 
durch den Bezugspunkt rt = 0 führende Gerade mit der Richtung n. 


Eine Kurve im Raum läßt sich als Schnitt zweier Flächen darstellen und kann 


; daher durch Vorgabe zweier Bedingungsglei- 

chungen 
ee i0=0 sW)=0 (29) 
Abb. 216.5. definiert werden. Dies ist aber nicht die einzige 
Darstellung (30) einer Geraden Möglichkeit, wie an einem einfachen Beispiel 


in Abb. 216.5 gezeigt werden soll. Die Gesamt- 
heit der Punkte, welche sich auf der dort eingezeichneten Geraden befinden, 
genügt der Gleichung 

ro)=u+t ae (30) 


mit verschiedenen Zahlenwerten für x. Als Beispiel siehe (8). 
Eine Gleichung vom allgemeineren Typ 
t=t(o) (31) 


ist die Parameterdarstellung einer beliebig geformten Raumkurve. Projiziert man 
(31) auf die drei Achsen e, eines Koordinatensystems, so erhält man drei Zahlen- 
wertgleichungen zwischen den Größen x, y,2 und x. Nach Elimination von «& 
bleiben zwei Bedingungsgleichungen übrig, zum Beispiel = x(z) und y= y(e). 
und die Parameterdarstellung (31) der Raumkurve nimmt die Form von zwei 
Bedingungsgleichungen entsprechend (29) an. Ganz entsprechend stellt 


t=r(, P) (32) 


mit zwei Parametern « und ß die Gleichung einer Fläche im Raum dar. Diese 
Gleichung enthält drei Bedingungen für die fünf Größen x,y,2z und &,ß. Nach 
Elimination von x und ß bleibt nur noch eine Bedingungsgleichung im Sinne 
von (25) übrig, zum Beispiel z = 2(x, Y). 


217 Punktbewegung im Raum 


In der Kinematik, der Lehre von den Bewegungen, werden Punktmassen 
betrachtet, die sich im Zeitablauf auf Kurven bewegen. Die einfachste Beschrei- 
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bung einer Bewegung auf einer solchen Raumkurve liefert nach (216.31) eine 
Parameterdarstellung mit der Zeit t als Parameter. 


t=t() A) 


beschreibt in diesem Sinne die Orte v(t), die die Punktmasse nacheinander, 
das heißt mit zunehmendem t durchläuft. Auf der rechten Seite von (1) ist ein 
Vektor als Funktion einer skalaren Größe ? dargestellt. Dieser funktionale Zu- 
sammenhang zwischen x und £ ermöglicht die Einführung eines Differential- 
quotienten, der ganz analog zu (123.2) durch 


dr } rd +dt) rt) x 
ee (2) 


definiert wird. Die Ähnlichkeit der Definitionen hat zur Folge, daß die üblichen 
Differentiationsregeln für Summen und für Funktionen von Funktionen auch 
hier gelten. Ebenso ist verhältnismäßig leicht nachzuweisen, daß auch die Pro- 
duktregeln gültig bleiben, und zwar sowohl für das skalare und vektorielle Pro- 
dukt als auch für das Produkt von Vektor und Skalar, siehe [Ü 21.2]. 


Die geometrische Bedeutung des Differentialquotienten (2) ist nun zu unter- 
suchen. Zu diesem Zweck wird die Bogenlänge s als Parameter eingeführt. Sie 
wird durch die Forderung 


d?=ds (3) 
definiert, daß beim Fortschreiten auf der Kurve um ein Stück dr die Bogenlänge s 
um das Stück ds = |dr|' zunimmt. Die Raumkurve wird dann durch 
t=t(s) s=s(t) r=r(s({i)) (4) 
dargestellt, und für die Ableitung (2) gilt 
i= Est mit t-|5]=1. (5) 


Der mit t bezeichnete Einheitsvektor besitzt die Richtung von dr, in der die 
Kurve fortschreitet. t ist also der Tangenteneinheitsvektor der Raumkurve im 
Punkt x und $ ist — genau wie bei früheren Überlegungen — die zu s(f) gehörige 
Bahngeschwindigkeit. 


Die Definition des Differentialquotienten (2) ermöglicht auch die Bildung 
höherer Ableitungen. Die zweite Ableitung von r geht aus (5) durch Differentiation 
hervor. Dabei entsteht zunächst 


i=tö+1s. (6) 
Die Beschleunigung i besteht also aus einem Anteil in tangentialer Richtung 


vom Betrage 5, der Bahnbeschleunigung. Sie trägt nur etwas zu t bei, wenn das 
Teilchen auf seiner Bahn seine Geschwindigkeit s ändert. Der zweite Anteil 
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von (6) steht senkrecht auf t und wird als Normalbeschleunigung bezeichnet. 
Da nämlich t ein Einheitsvektor ist, gelten die Gleichungen 
P=1 2t1=0. (7) 
Sie zeigen, daß i | t sein muß. 
Denkt man sich auch t nur indirekt über s von der Zeit f abhängig. so muß 


et (8) 


gelten. Die Bedeutung des ersten Faktors in (8) ist zu 
untersuchen. Abb. 217 zeigt zwei benachbarte Punkte ı 
und r+ dr einer Raumkurve, deren Tangenten t und t’ 
sich um das Stück dt unterscheiden. Die benachbarten 
Tangenten t und t’ bilden eine Ebene, die sogenannte 
Schmiegungsebene der Raumkurve im Punkte r. In 
dieser Schmiegungsebene läßt sich der Krümmungs- 
radius o der Kurve definieren. In der Figur ist der 
Winkel ö@ = |dt|, und wegen ds = oög gilt 
1 dt 
Abb. 217 2 ar es 
Te at 
Zur Bestimmung von 7, Abschließend wird noch der Normaleneinheitsvektor ı 
(Hauptnormale) eingeführt. der auf t senkrecht steht 
und mit t zusammen die Schmiegungsebene bildet. Er besitzt die Richtung von 
dt/ds und muß wegen (9) ein Einheitsvektor 
dt 
ds 


(10) 


n=0 


sein. In Abb. 217 zeigt ın von v aus zum Mittelpunkt des Krümmungskreises. 


Bei Berücksichtigung von (10) und (8) erhält man für die Beschleunigung auf 
der Raumkurve endgültig den Ausdruck 


its ne. | (u) 


Die Beschleunigung besteht aus der Tangentialbeschleunigung in Richtung t. 
die nur beim Langsamer- oder Schnellerwerden der Bewegung eine Rolle spielt. 
und einer Normalbeschleunigung, die auch bei konstantem Betrag der Geschwin- 
digkeit auftreten kann, wenn die Kurve und damit die Geschwindigkeit ihre 
Richtung ändert. Die Normalbeschleunigung spielt gerade bei Drehbewegungen 
eine große Rolle. 


218 Die Drehbewegung 


Zunächst wird untersucht. wie sich ein Vektor 
tor+dr () 
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infinitesimal ändert, wenn für die Änderung dr das Gesetz 


dr=döxr (2) 


\ 


gilt (dg vorgegeben). Die Situation ist in Abb. 218 dargestellt. dö ist ein Vektor. 
der zusammen mit der zugehörigen Achse e, in der Zeichenebene legt. dr liegt 
senkrecht auf d& und r und ist in Abb. 218 ebenfalls eingetragen. Für den Be- 
trag der Vektorgleichung (2) gilt 


drl=|df|rsind, (3) 


rsin® ist der Abstand o des Punktes r von der Achse. 
|dö| = de ist daher der Winkel, um den man den 
Punkt r um die Achse drehen muß, um den Punkt 
t+dr zu erhalten. Die Gleichungen (1) und (2) be- 
schreiben also eine Drehung im Raum. Drehwinkel 
und Richtung der Drehachse sind so in dem Vek- 
tor d@ zusammengefaßt. Für den gedrehten Vektor 


‘ gilt \ 
Abb. 218. = v=r+di=(l+dex)r. (4) 
Darstellung infinitesimaler er; . A En te 
Drehungen dö im Raum Führt man nacheinander zwei solche infinitesimale 


Drehungen dä, und dd, aus, so entsteht der Vektor 
v=(l+dAEx)I+dBx)r 
=tr+ldd+dE)xı rd x (diexı)=[l+ (di, +dE) xIr. 


Das letzte Glied ist von höherer Ordnung klein und kann daher vernachlässigt 
werden. Die beiden Drehungen können also durch eine einzige 


ds=dd,+dB (6) 
ersetzt werden. Damit ist bewiesen, daß die durch d@ eingeführten Drehungen 
sich nach den Gesetzen der Vektoraddition überlagern. Dies gilt aber nur für 


infinitesimale Drehungen. Eine endliche Drehung läßt sich zwar prinzipiell 
gemäß i 


(5) 


v=//l+dx)r (N 
. aus infinitesimalen Drehungen aufbauen. aber die Auswertung von (7) wird 
entscheidend dadurch erschwert, daß das Vektorprodukt nicht assoziativ ist. 
Endliche Drehungen lassen sich daher nicht in der Form (4) darstellen. Zu ihrer 
Beschreibung sind Tensoren erforderlich. Solche Drehungen werden in [254] 
und [26] behandelt. 


Ist r in (4) der Ort einer Punktmasse zur Zeit t und r’ der Ort zur Zeit t -+-dt. 
so lautet (4) 


+ dr) +ABX El). (8) 
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Entwickelt man die linke Seite von (8) bis zur ersten Ordnung im Sinne von 
(217.2), so entsteht die Differentialgleichung der Drehbewegung 


t{=öxr mit Öö=—. (9) 


ö ist ein Vektor, dessen Richtung die Drehachse bezeichnet und dessen Betrag 
die Winkelgeschwindigkeit angibt. Ist © ein konstanter Vektor, so beschreibt (9) 
die Rotation einer Punktmasse mit konstanter Winkelgeschwindigkeit um die 
Achse @. Dat=&xr immer senkrecht auf © steht, erfolgt die Bewegung in 
einer Ebene senkrecht zu ®. Die Vektordifferentialgleichung (9) ist von erster 
Ordnung und entspricht einem System von drei skalaren Differentialgleichungen 
erster Ordnung, deren allgemeinste Lösung drei Integrationskonstanten enthalten 
muß, die sich wiederum in einem Vektor zusammenfassen lassen. Der Anfangsort 
t(0) einer Lösung von (9) kann daher willkürlich angegeben werden. Die Gesamt- 
heit aller durch (9) beschriebenen Bahnen besteht also in der Gesamtheit aller 
Kreise mit verschiedenen Radien um die festliegende, durch @ gegebene und 
durch den Punkt r = 0 verlaufende Achse, die mit gleicher Winkelgeschwindig- 
keit |ö| durchlaufen werden. 


Um die Aussagen der Differentialgleichung (9) etwas durchsichtiger zu machen, 
besteht das Bedürfnis, diese Punktbewegung nicht auf einzelne Achsen zu proji- 
zieren, sondern auf eine Ebene, und zwar auf die in Abb. 218 eingetragene 
xy-Ebene, deren Normalenvektor e,in der Achse ö liegt. Außerdem wurde früher 
in [145] gezeigt, welche außerordentlichen Vorteile die komplexe Schreibweise 
für die Darstellung zweidimensionaler Punktbewegungen besitzt. Daher soll die 
Punktbewegung r(f) auf die xy-Ebene projiziert und dort durch die komplexe 
Funktion Z(t) = x(t) + jy(t) beschrieben werden. Beides leistet formal und einfach 
durch eine skalare Multiplikation der komplexe Projektionsvektor 


&=e,+je,, (10) 
dessen Anwendung auf den Ortsvektor r 
Er (es+ je,) (ee te, yte2)=r+jy=Z (11) 
liefert. Daneben ist noch die Auswertung des Produkts 
EX ö=(er+ je) Xo,=ol-e,+je,]=jo® (12) 


bemerkenswert. Hier wurde entsprechend Abb. 218 ® = we, gesetzt. 


Nunmehr soll die durch (9) beschriebene Punktbewegung auf die komplexe 
Z-Ebene projiziert werden. Die skalare Multiplikation der linken und rechten 
Seite von (9) mit & liefert 

Z=eti=E(öxtı=jwir=jwZ. (13) 
Die komplexe Differentialgleichung und ihre Lösung sind 
Z=joZ Z= Zel®!. (14) 
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Z, ist der willkürlich vorgebbare Anfangspunkt der Bewegung zur Zeit t= 0. 
Z(t) beschreibt dann, wie in [145] ausführlich diskutiert wurde, eine Kreis- 
bewegung in der komplexen Ebene entgegen dem Uhrzeigersinn (für & > 0). 
Damit wird die obige Feststellung, daß (9) die Differentialgleichung einer Kreis- 
bewegung ist, bestätigt. Eine Projektion dieser Gleichung auf die 2-Achse liefert 
z=et,(öxr)=o(,xe,)r=0. (15) 
Es findet also keine Bewegung längs der z-Achse statt. 

Mit &! = 9 beschreibt (14) die Drehung eines Punktes Z, der komplexen 

Ebene um einen Winkel p. In Komponenten lautet die Gleichung 
+ jy= (+ ip) (cos P + j sing) m 

= (%, 608 P — YENQ) + ] (X, sin + Y, 608 Q). 


Da sie für Realteil und Imaginärteil einzeln erfüllt werden muß, gelten die 
Beziehungen 


= 2% C08SP — Yysin® 


(17) 
Y=%sSinp-+ YpCOSsp, 


die in der Matrixschreibweise von (267.1 bis 3) die Form 


en a (18) 
Y sing cosp)\% 

erhalten. Diese Gleichung beschreibt die allgemeinste Drehung der Punkte 
einer Ebene. Sie ist also im Gegensatz zu (4) eine endliche Drehung. Die all- 


gemeinste dreidimensionale Drehung wird entsprechend durch ein dreireihiges 
Schema beschrieben und in [264] und [266] genauer studiert. 


219 Vektordarstellung physikalischer Erscheinungen 


In älteren Darstellungen der Theoretischen Physik werden räumliche Vorgänge 
zumeist in der Komponentendarstellung behandelt und durchdacht. Die Vektor- 
rechnung findet dabei im allgemeinen nur als „Vektorschreibweise‘“‘ Anwendung, 
um jeweils drei Komponentengleichungen zu einer Vektorgleichung zusammen- 
zufassen. Demgegenüber hat sich in neuerer Zeit immer mehr herausgestellt, daß 
es zweckmäßig ist, die Vektorgleichungen selbst und die durch sie veranschaulich- 
ten geometrischen Aussagen in den Mittelpunkt der Betrachtung zu stellen, 
das heißt also, mit den Vektoren selbst zu rechnen und physikalische Überlegun- 
gen anzustellen, wie das bereits in diesem Kapitel durchgeführt wurde. Die Vor- 
teile liegen in der größeren Anschaulichkeit, dem klareren Überblick und der 
Unabhängigkeit von speziellen Koordinatensystemen. 
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Für die Rolle der Vektorreehnung innerhalb der Physik gilt daher das nach- 
folgende Schema: 


Physikalische Physikalische Quantitative 
Vorgänge im Raum Überlegungen Resultate 


Geometrische Symbolische Darstellung re Zahlenmäßige 
Aussagen durch Vektorgleichungen Behandlung 


Physikalische Vorgänge finden im Raume statt. Ihre Darstellung enthält daher 
geometrische Aussagen, die sich durch Vektorgleichungen formelmäßig erfassen 
lassen. Physikalische Überlegungen finden dann im allgemeinen im Rahmen 
dieser Vektordarstellung statt. Erst am Schluß der Überlegungen, wenn es darauf 
ankommt, quantitative Resultate zu gewinnen, muß ein Übergang von den rein 
geometrischen Aussagen der Vektorgleichungen zu Zahlengleichungen gefunden 
werden. Dies geschieht durch Projektion der geometrischen Aussagen auf eine 
Achse oder eine Ebene und wird rechnerisch erreicht durch skalare Multipli- 
kation mit dem Richtungsvektor e; der betreffenden Achse oder mit dem Projek- 
tionsvektor & einer komplexen Ebene. 


Repräsentiert der Vektor r einen Punkt des Raumes, so ist 
&gr=% (1) 


die Projektion dieses Punktes auf die Achse e,. genauer: der Abstand des proji- 
zierten Punktes auf der Achse e, vom Koordinatenursprung. Ganz entsprechend 
erhalten wir mit den Vektoren 


E=e,+je, =) (2) 
die Projektionen 


t=a+jy=Z &r=r—jy=Z* (3) 


des Raumpunkts r auf eine komplexe Ebene Z bzw. Z*. Z und Z* gehen durch 
Umklappen der Ebene um ihre x-Achse auseinander hervor. 


Das Projizieren von Raumpunkten auf eine Achse oder Ebene ist ein zwar 
eindeutiger, aber nicht umkehrbarer Prozeß. Betrachtet man (1) speziell für die 
Achse i= x, so enthält 


= we, + 0e,+ ße; (4) 


mit willkürlichen Zahlenwerten für x und ß die Gesamtheit aller Punkte, die den 
gleichen Projektionspunkt x auf der x-Achse besitzen. Dies ist im Sinne von 
(216.32) eine zweiparametrige Darstellung einer Fläche, hier speziell einer auf 
der x-Achse senkrecht stehenden Ebene, wie im Zusammenhang mit (216.26) 
gezeigt werden konnte. 
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Genauso läßt sich zeigen, daß auch die Projektion der Raumpunkte ı auf eine 
durch (2) charakterisierte komplexe Ebene zwar eindeutig, aber nicht umkehrbar 


n ı=xe,+ye,+ oe, (5) 


beschreibt mit beliebigem & die Gesamtheit aller Punkte, die bei Projektion auf 
die komplexe »y-Ebene den gleichen Punkt Z=x + jy liefern. Dies ist aber 
nach (216.31) die Parameterdarstellung einer Raumkurve, hier speziell die einer 
Geraden, die senkrecht auf der komplexen Ebene steht und diese Ebene im 
Punkt Z=x + jy dürchstößt. 


Eindeutig ist ein Punkt r erst gegeben, wenn seine Projektionen auf alle drei 
Achsen e,; des dreidimensionalen Raumes bekannt sind. Dann nämlich läßt sich 
mittels 


eye = tr (6) 


der ursprüngliche Punkt r aus seinen Projektionen e;r wieder rekonstruieren. 


Übungsaufgaben ne 


21.1. Man beweise das Distributivgesetz für das skalare Produkt. 


21.2. Mit Hilfe der Definition (217.2) des., Differentialquotienten sind 


3 L 
die Produktregeln d(a x b)/di=axb+axb, d(aa)/dt=aa-r-an, 
d(ab)/di= ab + ab zu beweisen. 

21.3. Die Mantelfläche eines Zylinders (Durchmesser 2r, Länge) ist 
durch Integration über df= dr x | zu berechnen. e 
1 


21.4. Ein Auto durchfährt die Bahn Z= Aelle!+a) + Be-l(o:-P in der 
komplexen Ebene. Welche Geschwindigkeit v(t) wird am Tachometer abgelesen? 


21.5. Wie lautet die Gleichung der Ebene, die 


a) den Punkt r, und die Gerade = a + bt enthält? 
b) durch die 3 Punkte r,, t,, 1, geht? 


21.6. Man bestimme die Geradengleichung des Lotes vom Punkt rt, auf die Gerader = a + bt. 
Lage des Fußpunktes ? j 
21.7. Man berechne den kürzesten Abstand zweier windschiefer Geraden 
u=a+bf, u =%+ bt". 


21.8. Man gebe die allgemeinste Lösung von t = ö x rin Vektorform an (& = fonft.). 


22 Bewegung unter Krafteinwirkung 


Zusammcufassung: Für eine im Raum frei bewegte Masse ın lautet das Newronsche 
Grundgesetz £= mi. Der in Geschwindigkeitsrichtung liegende Anteil von ft ruft eine 
Bahnbeschleunigung hervor und der senkrecht hierzu liegende Anteil krümmt die Bahn. 


9 Macke, Teilchen, 3. Aufl. 
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mi = $} bestimmt als Bewegungsgleichung die Bahn r(f), wenn Anfangsort und -geschwindig- 
keit r, und v, gegeben sind. Die einfachsten Fälle 8 = 0, mg, -myt,etx B und — ar werden 
behandelt. Die zugehörigen Bahnkurven lassen sich einfach berechnen und in geschlossener 
Form angeben. 


221 Newronsches Grundgesetz 


Die Bewegung einer Punktmasse im Raum kann nach den Ausführungen von 
[217] durch eine Raumkurve r(f) dargestellt werden. Die Bestimmungsgleichung 
für v(f) ist aufzusuchen. Die naheliegendste Verallgemeinerung der eindimensio- 
nalen Bewegungsgleichung (127.1) besteht in der Annahme, daß 


mi— (1) 
die Raumkurve rt) bestimmt. Es erhebt sich die Frage, ob dieses Gesetz ableit- 
bar ist oder einer experimentellen Bestätigung bedarf. 


Um diese Frage zu untersuchen, betrachten wir Bahnkurve und Kraft in 
ten: 
Komponenten )=e,zl) test) +te,zih 
K= eu, Kr+ e,Ky+ e,K, 


Die Bahn wird durch drei an sich willkürliche Funktionen x(t), y(t) und z(f) 
beschrieben. x(f) enthält die Bewegung in x-Richtung und wird nach (213.16) 
durch die entsprechende Kraftkomponente K, unmittelbar beeinflußt. Welche 
Rolle K, und K, dabei spielen, ist zunächst ungewiß, daher setzen wir 


mi= K,+ K,: K,) (3) 


an. Besitzt K, irgendeinen Einfluß auf x(f), so muß dieser entweder die 
positive oder die negative Richtung der x-Achse bevorzugen. Das aber ist aus 
Symmetriegründen unmöglich, da K, senkrecht zur x-Achse wirkt. Daher kann 
K, die Kurve x(t) nicht beeinfiossen; Entsprechendes gilt für K,. Der in (3) 
angeselzte Ausdruck mit f verschwindet. Mit entsprechenden Überlegungen für 
die Funktionen y{t) und z(f) folgen die Gleichungen 


m&—K, mi—K, MERK; (4) 


(2) 


(Die Einfachheit dieser Gleichungen wird letzten Endes durch die besondere 
Wahl orthogonaler Koordinatenachsen erreicht.) Die Multiplikation der Glei- 
chungen (4) mit e,, e, und e, und anschließende Addition liefert mit (2) 


mi=mle,ö+e,ö+te2)=(,K,+e,R,t+&K)=8. (5) 


Damit ist Gleichung (1) für die Punktbewegung im Raum von der eindimensionalen 
Bewegung (127.1) her theoretisch begründet. 


Eine Punktmasse befinde sich am Ort r und habe die Geschwindigkeit t. Die 
auf sie wirkende Kraft SE Ne (6) 


wird zerlegt, und zwar entsprechend Abb. 221 in eine Komponente Sy in Richtung 
von it und eine Komponente fix senkrecht dazu. Der Bewegungsablauf soll 
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dann Gleichung (1) genügen, wobei die linke und rechte Seite dieser Gleichung 
durch (217.11) und (6) ersetzt werden: 


m [tö+n |< 8r+ 8%. | (7) 


- t und $iy besitzen voraussetzungsgemäß die gleiche Richtung. n und Six stehen 
beide senkrecht auf t. Daraus folgt nicht sofort, daß sie untereinander die gleiche 
Richtung besitzen. Multipliziert man aber (7) mit t, so folgt 


ms— Kr. (8) 


Diese Gleichung sagt aus, daß auch längs der gekrümmten Bahn die eindimensio- 
nale Bewegungsgleichung in ihrer bekannten Form gilt. Als Kraft kommt hier 
nur die jeweilige Tangentialkomponente K, der Kraft zur Wirkung. 

Wegen (8) können die linken Terme auf beiden Seiten von (7) gestrichen werden. 
da sie sich gegenseitig kompensieren. Aus der verbleibenden Gleichung 


Ss? 


nm = In 9) 
folgt, daß n und Sty die gleiche Richtung besitzen. Die Komponente $ty der 
Kraft legt zusammen mit t die zu t(t) gehörige 
Schmiegungsebene der Bahn fest und hat die 
Richtung der Hauptnormalen. Ein mit der Punkt- 
masse mitbewegter Beobachter, siehe [25], glaubt 
sich im statischen Gleichgewicht und empfindet 
den Term —ııms?/o als eine Zentrifugalkraft, die 
der krümmungsbestimmenden Kraftkomponente 
Sty die Waage hält. Die Bahnkurve wird also 
durch die Normalkomponente $ty in solcher Weise 
gekrümmt, daß die durch diese Krümmung ent- 
stehende Zentrifugalkraft gerade durch die Nor- 
malkomponente fix kompensiert wird. 


Abb. 221. 


Zerlegung einer Kraft $ in Nor- 
Die Grundaufgabe der Mechanik besteht auch mal- und Tangentialkomponente 

bei der Punktbewegung im Raum darin, bei 

gegebener Kraft ft die möglichen Bahnen r(t) der Masse m durch die Lösung der 

Vektordifferentialgleichung zweiter Ordnuug 


mit) = lt, r(t) , t(t)] (10) 


zu bestimmen. Die Projektion dieser Gleichung auf die Achsen e,, e, und e, 
liefert die drei Gleichungen 


mält) = K,lt =), yl); 2), (0, yll), 20] 
mi) =K,lt, (t),y),2(t), Ey), 20] al) 
mi(t) = K,lt, z(), y Od, 2,8); yld; 2) 


9%* 
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welche sich auch in der konzentrierten Form 
mi;—K;lt. x,,%,) mit ,k=1,2,3 (12) 


schreiben lassen. Diese Gleichungen sind über die Kraftkomponenten X, mit- 
einander gekoppelt (darauf weist in (12) der Index k statt i im Argument 
hin). Hängen die Kraftkomponenten K, nur von x; und &; allein ab, so stellt 
(12) bzw. (11) ein System von drei voneinander unabhängigen Differential- 
gleichungen zweiter Ordnung dar, von dem sich jede Differentialgleichung einzeln 
lösen läßt. Im allgemeinen ist dies aber nicht der Fall, und die Vektordifferential- 
gleichung (10) stellt ein System von drei skalaren Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung dar, die miteinander gekoppelt sind. Die allgemeinste Lösung r(f) der 
Differentialgleichung (10) muß zweimal drei Integrationskonstanten besitzen, 
die sich zu zwei Vektoren zusammenfassen lassen. Auch bei der Raumbewegung 
sind also Anfangsort und Anfangsgeschwindigkeit, hier die Vektoren r, und d,, 
willkürlich wählbar. 


Der einfachste Fall einer Bewegung ist die durch tt = 0 gekennzeichnete 
kräftefreie Bewegung. Hier erhält die Differentialgleichung (10) die einfache 


Hogm eh, (13) 


aus der sich Geschwindigkeit t und Ort r durch zweimalige Integration 
i=b t=ent dt (14) 


ergeben. Genauso wie die Differentiaiion von Vektoren läßt sich auch die Integra- 
tion über eine skalare Größe, hier die Zeit t, definieren. Zu diesem Zweck kann 
man die Integration als Umkehroperation zur Differentiation auffassen. In 
diesem Sinne ist r in (14) eine Versuchsfunktion, von der man leicht zeigen kann. 
daß sie beim zweimaligen Differenzieren im Sinne der Definition (217.2) zunächst 
t und dann i entsprechend (13) liefert. Die Definition des Integrals durch eine 
Vektorsumme über kleine Vektoren ist der anderen Definition als Umkehroperation 
wieder völlig äquivalent. 


Die Bedeutung der Gleichungen (14) ist einfach erkennbar. Sie beschreiben 
eine zur Zeiti=0 bei r, mit der Anfangsgeschwindigkeit d, beginnende Geradeaus- 
bewegung in die durch den Vektor v, angegebene Richtung. Bei der kräftefreien 
Bewegung bleibt also die Geschwindigkeit dem Betrage und der Richtung nach 
konstant. 


222 Schiefer Wurf 


Nach der Behandlung der kräftefreien Bewegung wird als nächst einfacher 
Fall die Bewegung unter der Wirkung einer konstanten Kraft betrachtet. Als 
Beispiel dient die Schwerkraft 


K=mg. () 
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beschrieben durch den Vektor g der Schwerebeschleunigung, der in Richtung 
von —e,, also senkrecht nach unten, weist. Die Bewegungsgleichung eines Teil- 
chens unter dem Einfluß dieser Kraft lautet nach (221.1) und (1) 


er: (2) 


Geschwindigkeit und Bahn lassen sich durch zweifache Integration über die Zeit 
leicht berechnen: 


i=uo+gt tet dot gl. (3) 


Auch hier findet man die Gleichungen (3) durch Aufsuchen solcher Ausdrücke, 
die beim Differenzieren in (2) übergehen. Die Bahn t(£) in (3) wird wie im kräfte- 
freien Fall durch den Anfangspunkt r, 
und eine Geradeausbewegung dyt be- 
stimmt, zu der hier beim schiefen 
Wurf noch das Glied g1?/2 als spezielle 
Lösung der inhomogenen linearen Diffe- 
rentialgleichung (2) hinzutritt. Dieses 
Glied ist quadratisch in t, macht sich 
daher bei kleinen Zeiten nur unwesent- 
lich, bei großen Zeiten dagegen ent- 
scheidend bemerkbar. Die Bahn ist in 
Abb. 222 dargestellt. 


Abt. 222. Schiefer Wurf’ in der durch An- 
Die analytische Beschreibung der Bahn- fangsgeschwindigkeit und Erdbeschleuni- 

kurve erfolgt in der durch g und v, auf- gung gegebenen Ebene 

gespannten Ebene e,, e, mit r, als Koor- 

dinatenursprung. Durch Projektion der Bahnkurve (3) auf die Koordinaten- 

achsen e, und e, entstehen die Gleichungen 


—=tdge,— 10, C0O8P (4) 
2= 10.8, — gE/2 = tv, sing — gE?l2. 
Hierbei bedeutet » den Winkel der Anfangsgeschwindigkeit d, gegen die x-Achse. 
(4) ist die Parameterdarstellung einer ebenen Kurve. Durch Elimination von t 
aus den Gleichungen (4) entsteht die direkte Darstellung 


‚sing g x” 
Tcosp  2vi cos?p 


(5) 


der Bahnkurve. Es handelt sich um eine quadratische Parabel, die für große x 
nach unten abfällt. 


Die maximal erreichte Wurfhöhe wird durch 
dz/de=0 (6) 
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charakterisiert. Für die Kurve (5) bedeutet dies die Bedingung 


sing g _ v (7) 
cos@ v5 cos?p : 


aus der sich zusammen mit (5) die Wurfhöhe 2, und deren zugehörige Entfernung 
x, zu 


v2 


2 ’ v 
nz, (7 Y%=7,- 


7) sin 2a (8) 


bestimmen. Die Wurfhöhe besitzt offenbar ein Maximum für p = r/2. Sie nimmt 
mit wachsender Anfangsgeschwindigkeit v, zu und mit zunehmender Schwere- 
beschleunigungg ab. Die maximale Wurfweite x,, ist wegen der Symmetrie der 
Kurve von Abb. 222 einfach 


3%, = 22, = 


® 


g 


Siv 


sin2p. (9) 


Die größte Wurfweite wird bei sonst gleicher Anfangsgeschwindigkeit v, unter 
der Bedingung 29 = r/2 erreicht, also beim Winkel 9 = n/4 = 45°. 


223 Wurf mit Reibung 


Neben der Schwerkraft mg soll auf die bewegte Masse noch eine Reibungskraft 
wirken, die geschwindigkeitsproportional ist und der Geschwindigkeit t entgegen- 
wirkt. Unter dem Einfluß dieser Reibungskraft —myt geht die Bewegungs- 


gleichung (221.1) in 


über. Diese Gleichung läßt sich ohne Übergang zur Komponentenschreibweise 
in der Vektorform integrieren und diskutieren. Die dabei auftretenden Gleichungen 
unterscheiden sich kaum von den entsprechenden der eindimensionalen Theorie 
von [135]. Trotzdem hat man sich bei jedem einzelnen Rechenschritt dessen 
Berechtigung im Rahmen der Vektorrechnung sorgsam zu überlegen. 


Durch den Ansatz 
—itge—rt FT (2) 
wird eine Größe x eingeführt, die wegen (1) der homogenen Gleichung 
I[=—Y (3) 
genügt. Zwischen x und x besteht ein Zusammenhang 
t=ri4+grtt mit T=1jy, (4) 
der nach Differentiation wieder (2) ergeben muß 


Die Vektordifferentialgleichung (3) läßt sich ähnlich wie die entsprechende 
skalare Differentialgleichung lösen. Für i wird ein Produkt aus einem konstanten 
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Vektor a und einer Zeitfunktion angesetzt, die die Eigenschaft besitzen muß, 
beim Differenzieren bis auf einen Faktor —y erhalten zu bleiben. Die Lösung ist 


i=aett, (5) 
und die Größe 
i$)=b+ce (6) 
geht beim Differenzieren mit — c/r = a in (5) über. Die allgemeinste Bahn t (t), 
die der Bewegungsgleichung (1) genügt, ist also (4) mit r aus (6) und lautet 
t)=gri+b+tcett, (7) 
mit b und c als willkürlichen Vektoren. 


Bei Einführung von Anfangsort und Anfangsgeschwindigkeit durch 


H=r()=b+e v=tl)=gr— (8) 


T 
entstehen die zwei Gleichungen 
e=gr’— mr b=u—gr+0T (9) 


für b und c, bei deren Verwendung in (7) die Bahn durch 


ten + mr g)(1—e) +Hgri (10) 


dargestellt wird. Die Bewegung erfolgt von r, aus in der von d, und g auf- 
gespannten Ebene. 


Vergleicht man die bisherigen Formeln dieses Abschnitts und des vorigen mit 
den entsprechenden Ausführungen von [131] und [135] über die entsprechenden 
eindimensionalen Bewegungen, so stellt sich heraus, daß tatsächlich nahezu alle 
Formeln miteinander übereinstimmen, nur daß hier Vektorfunktionen an die 
Stelle der dortigen skalaren Funktionen getreten sind. Das liegt letzten Endes 
daran, daß die Bewegungsgleiehungen (222.1) und (1) separabel sind, das heißt, 
bei Projektion dieser Gleichungen auf die Achsen e,, e, und e, entstehen drei 
voneinander unabhängige Differentialgleichungen. 


Die Bewegung läßt sich wie früher in [135] wieder für die Grenzfälle t<r 
und {> 7 studieren. Im ersten Falle wird die Exponentialfunktion von (10) nach 
Potenzen von £ entwickelt und liefert 


t? 1 # 1 1. ..1® 
tal ut a)tFal-5 +. I<t. (N) 
Zur dämpfungsfreien Fallbewegung treten also zunächst zwei Glieder in jeweils 
nächsthöherer Ordnung von t hinzu, welche sowohl die Wirkung der Anfangs- 
geschwindigkeit als auch der Schwerkraft vermindern. Nach langer Zeit geht 
die Bewegung (10) in 


rdHn+nT+griet—rT) I>rT (12) 
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über. Die Masse bewegt sich dann offenbar so. als wäre sie ursprünglich von ry, 
aus im Zeitabschnitt 7 mit der Geschwindigkeit v, geradeaus gelaufen und in der 
übrigen Zeit £— r mit der Endgeschwindigkeit gr gestürzt (siehe Abb. 223). Im 
Gegensatz zur dämpfungsfreien Bewegung ist hier 


die Bewegung in der «-Richtung begrenzt. Auch 
für > © und z—> — © wird die Maximalentfer- 
de nung e,0,7 nicht überschritten. 
gelt-t) 
+ +4 + + + + ++ + 
E&, 
! 
Abb. 223. Bahnverlauf beim Abb. 224. Bewegung eines elektrisch geladenen 
Wurf mit Reibung Teilchens im homogenen elektrischen Feld 


224 Ladung im elektrischen Feld 


Auf eine punktförmige elektrische Ladung e wirkt die Kraft = e& im elek- 
trischen Feld &. Dieses Gesetz wird in der Elektrodynamik begründet. Die Mecha- 
nik aber untersucht die stattfindenden Bewegungen. Erfahrungsgemäß sind 
elektrische Ladungen stets mit Masse verbunden, so daß eine solche Ladung 


sich nach 
mi=eÜC () 


bewegt (im Falle m = 0 würde im Feld CE +0 die Beschleunigung i = ©). 
Für die Maßeinheiten von e und € gilt 
[e] = Amperesekunde = As [6] = an ., 
AV W_I _n 
[e€] =— = —=N. 


m m m 


e& besitzt natürlich die Dimension einer Kraft. 

Im vorliegenden Abschnitt soll die Ablenkung eines geladenen Teilchens im 
homogenen elektrischen Feld € eines Plattenkondensators berechnet werden. Die 
Anordnung ist in Abb. 224 dargestellt. Die Feldstärke € zeigt nach unten. In 


der Bewegungsgleichung ; 


ist b daher ein nach unten gerichteter konstanter Vektor, der senkrecht auf der 
Anfangsgeschwindigkeit d, steht. Die Bewegung entspricht vollkommen der 
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eines Teilchens im Schwerefeld. Bei zweimaliger Zeitintegration entstehen die 
Gleichungen 


(4) 


für Geschwindigkeit t und Ort r, wobei (4) den Anfangsbedingungen genügt. Der 
Anfangsort r, = 0 des Teilchens soll am linken Ende des Kondensators liegen. 
Er wird als Bezugspunkt gewählt. 


Der Ablenkwinkel &, der die Richtungsänderung des Teilchens beim Durch- 
lauf durch den Kondensator beschreibt, soll bestimmt werden. Dazu ist keine 
Zerlegung von (4) in Komponenten erforderlich. Vielmehr folgt aus der Defini- 
tion des vektoriellen und skalaren Produkts sofort 


_ wo xl 
tana = Aw (5) 
Mit x aus (4) und unter Berücksichtigung von b __v, wird dieser Ausdruck 
tana = ID x oa lt . (6) 
vs % 


{ bedeutet hier die zuın Durchlaufen des Kondensators erforderliche Zeit. Die 
Projektion der Bahn r auf die Waagerechte e, liefert 


vet =. (7) 
Mit £ aus (7) und b aus (3) entsteht daher 
| 
tan = ar 2 (8) 
MV, 


als Ergebnis. 


Die beim Durchlaufen erreichte Geschwindigkeit ist 


vi VE Motu ire Hl), 0 


wobei wieder b _| d, berücksichtigt ist. Die Bahn 2 (x) entsteht schließlich durch 
Projektion von r aus (4) auf die nach unten gerichtete Achse e. zu 
bla? el&|a? 

20 2mv 


=; 1b P= (10) 


In diesem einfachen Beispiel treten die Vorteile der"Vektorrechnung klar hervor. 
Besonders die Berechnung von (8) über (5) und (6) zeigt deutlich, wieviel Über- 
legung und Rechnung durch die Vektorform eingespart wird. 


225 Ladung im Magnetfeld 


In Abb. 225 bewegt sich ein elektrisch geladenes Teilchen zwischen den Polen 
N und 8 eines Magneten im (als homogen vorausgesetzten) Magnetfeld ®. Wie 
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die Elektrodynamik lehrt, wirkt auf ein solches Teilchen mit der Ladung e die 
Kraft 


K=evx®B, (il) 


welche senkrecht auf v und ® steht und die Teilchenbahn krümmt. Es handelt 
sich hier um eine geschwindigkeitsabhängige Kraft, die nichts mit Reibung zu 
tun hat, sondern sogar, wie später in (236.12) gezeigt wird, die Energie des Teil- 
chens konstant läßt. 


Die Bewegungsgleichung des Teilchens für die Kraft (1) lautet 


mi=etix®%B. (2) 
N Sie wird zunächst gemäß 


2 i=öxt mit ö&=——_ 8 (3) 
x) Br 
3 umgeformt. (3) erinnert in dieser Form an die Diffe- 
rentialgleichung 
s =öx: (4) 


eines mit der Winkelgeschwindigkeit w rotierenden 

Abb.225. Bewegungeines Teilchens. Sie wurde in [218] ausführlich besprochen. 

elektrisch geladenen Teil- Differenziert man Gleichung (4) nach der Zeit und be- 

chens im Magnetfeld rücksichtigt, daß & nicht von der Zeit abhängt, so 

stimmt sie mit r statt v mit (3) überein. Die Rotations- 

bewegung mit dem konstanten Vektor @ der Drehgeschwindigkeit ist also eine 

(wenngleich nicht die allgemeinste) Lösung der Differentialgleichung (3). Diese 

spezielle Lösung läßt die Wirkung der magnetischen Kraft erkennen. Da diese 

stets senkrecht auf der Geschwindigkeit steht, findet eine Rotation um eine ent- 
sprechend (3) durch ® charakterisierte Achse & statt. 


Nunmehr soll die allgemeinste Lösung der Gleichung (3) aufgesucht werden. 
Zunächst wird durch den Ansatz 


ti=n-+i(l) i=0xXT (5) 


mit z(f) aus (4) und d, = fonit. eine Lösung aufgesucht. Beim Differenzieren 


von (5) entsteht NE NE (6) 


Diese Gleichung stimmt nur unter der Voraussetzung 
öxm=0 öl: M 


mit der ursprünglichen Differentialgleichung (3) überein. Genügt die Konstante v, 
dieser Bedingung, so befriedigt (5) die Gleichung (3), und eine nochmalige Inte- 
gration liefert die allgemeinste Lösung 


ten tmitrl. (8) 
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Die allgemeinste Bewegung beginnt also an einem beliebigen Anfangspunkt 
t, + (0) mit beliebiger Geschwindigkeit vo, + © x t(0). Sie besteht aus einer 
Geradeausbewegung in Richtung des Magnetfeldes B (oder in entgegengesetzter 
Richtung) und einer Kreisbewegung mit der Rotationsgeschwindigkeit @. Die 
Lösungen der Bewegungsgleichung (2) sind also Schraubenlinien mit beliebigen 
Radien, beliebigen Ganghöhen, aber gleichen Drehgeschwindigkeiten um zu 
3 parallele Achsen. Die Ganghöhe ist der Abstand zweier aufeinanderfolgender 
Windungen der Kurve. 


t,+0,f ist der jeweilige Mittelpunkt der „Kreisbahn“. Er wird durch vier 
Integrationskonstanten r, und |b,| charakterisiert, da die Richtung von v, durch 
@ gegeben ist. Die restlichen beiden bedeuten den Radius und Anfangswinkel 
der Kreisbahn. Sie sind im Vektor r(0) enthalten, der die Bedingung r® = 0 
erfüllen darf. 


226 Dreidimensionaler Oszillator 


Die Bewegung 0) einer Punktmasse m wird unter dem Einfluß einer rück- 
treibenden Kraft 
K=—ar mi=—ar (h) 


untersucht. Man kann sich eine solche Kraft durch drei aufeinander senkrecht 

stehende Federnpaare wie in Abb. 226 realisiert denken. Dieses Modell be- 
friedigt Gleichung (1) allerdings nur bei klei- 
nen Ausschlägen. Verschiebt man die Masse 
zum Beispiel weit nach rechts, so üben nicht 
nur die beiden in Verschiebungsrichtung 
liegenden Federn rücktreibende Kräfte aus, 
sondern auch die nunmehr schräg gestellten 
übrigen Federn. 


Eine Lösung der Bewegungsgleichung (1) 
liefert der Ansatz x(f) = af(t) mit einem be- 
liebigen konstanten Vektor a. Mit diesem 
Ansatz geht (1) in die bekannte Schwingungs- 
gleichung (132.2) für f(f) über. Die all- 

Abb. 226. Schematische Darstellung gemeinste Lösung für f ergibt für r die 


eines dreidimensionalen Oszillators. spezielle Lösung 
Für kleine Auslenkungen gilt = —ar 


r(t)=acos(wt — 9) & = Ya/m. (2) 
Dies ist eine harmonische Sehwingungsbewegung beliebiger Richtung a, die durch 
das Kraftzentrum r = 0 hindurchläuft. Ein noch möglicher willkürlicher Faktor 
bei f(f) ist in a bereits enthalten. Wegen der Linearität der Differentialgleichung (1) 
ist neben zwei Lösungen r, (£), t,(f) auch rt, (f) + tz(t) wieder eine Lösung. 
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Die allgemeinste Lösung von (1) entsteht daher durch Überlagerung von Einzel- 
lösungen des Typs (2) 
tl) = a; cos (wi — 9) (3) 
ı 


mit willkürlichen Vektoren a; und Phasen 9,. Nach Zerlegung wird hieraus 


t(f) =D a;(c0sYp; coswt +sinY;sin wi). (4) 
i 


Durch geeignete Zusammenfassung dieser Vektoren in 
A=2/a,0089; B=)%a;8ing; (5) 
entsteht hieraus die Lösung 
r)=AUcoswt+Bsinwt (6) 
mit willkürlichen Vektoren X und ®. Diese Lösung enthält in A und B sechs 
Integrationskonstanten und ist daher die allgemeinste Lösung von (1). 


Mit Anfangsort x, und -geschwindigkeit v, erhält (6) die Gestalt 


(7) 


r(d) = 1,0080 + sinmt. 


Die Bewegung erfolgt dann in der durch tr, und p, aufgespannten Ebene, die das 
Kraftzentrum als Koordinatenursprung enthält. In dieser Ebene ist die Bahn (7) 
eine Ellipse (wie in [Ü 22.3] bewiesen wird). 2r/o ist nach (132.6) die Umlaufs- 
zeit dieser Ellipse. Ersetzt man in (6) > + n/w, so entsteht 


:W>r[t+)=-tW), (8) 


da coswt und sinwt ihr Vorzeichen wechseln. Nach der halben Umlaufszeit be- 
findet sich der Massenpunkt daher genau gegenüber. Das Kraftzentrum ist 
daher gleichzeitig Symmetriezentrum der Ellipse (im Gegensatz zu den durch 
Gravitation entstehenden Ellipsenbahnen in [245]). 


In der allgemeinsten Bewegung (6) ist auch die reine Pendelbewegung mit 
A|® enthalten und die Kreisbewegung mit A? = 8 und AL B. In allen übrigen 
Fällen entstehen Ellipsen. 


Die Projektion er(t) der Bewegung (1) auf eine willkürliche Raumrichtung ce 
genügt der gewöhnlichen Schwingungsgleichung (132.2). Die Projektion der 
Ellipsenbewegung auf eine Achse ist also eine reine Schwingungsbewegung. Pro- 
jiziert man weiter die Bewegung (1) auf eine beliebige durch 2= e, + je, charak- 
terisierte komplexe Ebene, so erfüllt auch die Projektion &t = Z die Schwingungs- 
gleichung 

77 


Z=—0o?Z o=\V—. (9) 


Mm 
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Ihre allgemeinste Lösung besteht nach (145.6) entsprechend 
Z=Ael®t+Beriet (10) 


aus zwei gegenläufigen Kreisbewegungen mit den Radien |A| und |B]|, die sich 
zu einer Ellipse in der komplexen Ebene überlagern. Zum Unterschied von [145] 
haben hier sowohl der Realteil als auch der Imaginärteil von Z physikalische 
Bedeutung. Sie repräsentieren zwei Freiheitsgrade der gemäß (1) bewegten Masse. 


Übungsaufgaben 


22.1. Man untersuche die Bewegung unter Einfluß der Kraft $£ = —a x r durch geeignete 
° Projektion auf eine Achse und eine komplexe Ebene. 


22.2. Zur Messung seiner spezifischen Ladung e/m läßt man ein Elektron in einem Platten- 
kondensator die Spannung U durchlaufen, anschließend in ein homogenes Magnetfeld ® 
eintreten und mißt den Radius der Kreisbahn r. Man gebe e/m und die Geschwindig- 
keit des Elektrons an! (U=5:.10°V, B = 30 Gauß = 3 - 10°3 Vs/m?, r = 7,95 cm). 


22.3. Man zeige, daß die Bewegung (226.7) des dreidimensionalen Oszillators stets eine 
Ellipse darstellt. 


23 Integration der Bewegungsgleichung 


Zusammenfassung: Für eine Punktmasse im Raum besteht die Grundaüfgabe der 
Mechanik darin, bei bekannter Kraft $t(t,x,t) die Teilchenbahn r(t) zu berechnen. Hierzu 
muß die Differentialgleichung mi = $(t,r, t) gelöst werden. Läß} sich $ als Potenzreihe 
darstellen, so kann auch die Lösung r(f) durch eine Reihenentwicklung gefunden werden. 
Das Ergebnis zeigt, daß Anfangsort ı, und -geschwindigkeit v, beliebig gewählt werden 
können. Sie fassen sechs frei wählbare Integrationskonstanten zusammen. Im Falle St = 0 ist 
der Impuls ® = mi eine Erhaltungsgröße der Bewegung. Verschwindet nur eine Komponente 
von $, so bleibt die entsprechende Komponente von ® erhalten. Für Zentralkräfte vom 
Typ 8 = K(t,v,i)v/r gilt der Drehimpulssatz, demzufolge & = r x mi eine Erhaltungsgröße 
ist. Nur Kräfte, die vom Ort allein ablängen und außerdem wirbelfrei sind, besitzen ein 
Potential V (rt). Im Bewegungsablauf ist dann die Energie # = T(t) + V (t) eine Erhaltungs- 
größe. Kräfte, die wie die magnetische Kraft $ = et x ® stets senkrecht zur Bahnrichtung 
wirken, leisten keine Arbeit und beeinflussen daher die Energie nicht. 


231 Das allgemeine Integrationsproblem 
Für eine im Raum frei bewegliche Punktmasse m lautet die Bewegungs- 
Blelchung mil) = Rt, ct), th]. a) 


Sie ist bei gegebener Kraft Sl.eine Vektordifferentialgleichung zweiter Ordnung 
zur Bestimmung der Bahnen r(t). Im vorliegenden Kapitel soll untersucht 
werden, welche allgemeinen Aussagen sich über den Bewegungsablauf machen 
lassen, auch wenn eine vollständige Integration des Problems nicht möglich ist. 
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Die Differentialgleichung (1) läßt unmittelbar erkennen, daß der Ort r(f) und 
die Geschwindigkeit t(t) zu irgendeiner Zeit i frei vorgegeben werden können. Die 
Beschleunigung i ist dann allerdings nicht mehr frei wählbar, sondern durch 
(1) gegeben. Sie bestimmt den weiteren Verlauf der Bahn im nächsten infinite- 
simalen Zeitabschnitt. Wie in (128.2 und 3) geben wir die Situation zur Zeit t 
in der Form 

ul)=a id)=b (2) 


vor und bestimmen die Werte von r und ti für den nächsten Augenblick t+ dt 
durch Entwicklung: 


re +d)=r(i)-+ilt)de=a+ bat 
it +d)=ill) +il)dEe=b+Rlt, a. b) dt/m. 


Die Bewegungsgleichung (1) vermittelt also den Zusammenhang zwischen Orten 
und Geschwindigkeiten benachbarter Zeiten. Da das Verfahren grundsätzlich be- 
liebig oft wiederholt werden kann, wird durch die Anfangsbedingungen (2) der 
gesamte Bahnverlauf für alle t festgelegt. Hieraus folgt, daß die allgemeinste 
Lösung ı (£) zwei willkürlich wählbare Vektoren, also insgesamt sechs Integrations- 
konstanten enthält, die die Bedeutung von Anfangsort r, und Anfangsgeschwindig- 
keit vd, haben können. 


Ist die in (1) vorgegebene Kraftfunktion in einem Zeitintervall zwischen ti, und t 
beliebig oft differenzierbar, so kann die Lösung als TayLorreihe 


dr) HELEN HE + 


angesetzt werden. Die Gültigkeit dieser TayLorschen Entwicklung für Vektor- 
funktionen r (t) beweist man einfach durch Zerlegung von tr in seine Komponenten 
x(t), y(t), z(t) und anschließende Entwicklung der drei Funktionen x, y und z. 
Die Zusammenfassung der drei TayLorreihen zu einer Vektorgleichung liefert 
dann (4). 


Die in (4) stehenden Differentialquotienten sind zunächst noch unbestimmt. 
Nach dem oben Gesagten werden r(f,) und i(f,) durch willkürliche Vektoren t, 
und dv, ersetzt. Die nächste Ableitung i(f,) dagegen ist nicht mehr willkürlich 
wählbar, für sie gilt auf Grund der Differentialgleichung (1) 


" 1 
U) = Klo; To, Do): (5) 
Auch die dritte Ableitung 
in dfı n 1 [98 , 98 .,, 98, 
wre letter), © 


sowie alle weiteren lassen sich aus (1) bestimmen, indem man die Regeln der 
partiellen Differentiation sorgfältig anwendet. Auf diese Weise läßt sich mit 
Hilfe der Differentialgleichung (1) die Tayzorreihe (4) vollständig angeben, und (4) 
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ist damit eine Lösung des Bewegungsproblems (1) im betrachteten Zeitintervall. 
Vorausgesetzt ist hier allerdings, daß die Reihenentwicklung (4) konvergiert. Ist 
dies nur in einzelnen aufeinanderfolgenden Teilintervallen der Fall, weil sich zum 
Beispiel an den Grenzen zwischen ihnen die Kraftfunktion & (r) sprunghaft ändert, 
so müssen die Reihenentwicklungen (4) in den Teilintervallen einzeln aufgesucht 
und aneinandergestückelt werden. Die Anfangsbedingungen für r und i werden bei 
jedem der Intervalle durch die Lösung im vorhergehenden Intervall geliefert. 

Die Lösung der Bewegungsgleichung (1) durch eine Reihenentwicklung (4) 
ist in praktischen Fällen oft sehr mühevoll, und man wird daher versuchen, auch 
auf anderen Wegen Aussagen über den Bewegungsablauf zu erhalten. Ob dies 
möglich ist, hängt von der Form dır Funktion $(t,r, t) ab und soll in den folgen- 
den Kapiteln für spezielle Funktionen untersucht werden. 


232 Impulssatz 


Es wird die Bewegung einer Masse m unter dem Einfluß einer nur von der 
Zeit abhängigen Kraft $(£) betrachtet. Die Bewegungsgleichung 


mi—=R(t) (1) 


läßt sich unmittelbar über die Zeit Ehen und liefert 
min [ars (v) (2) 


als erstes Integral. Eine zweite en über die Zeit ergibt 
v 


ent lt th) + Jar farsı (e")/m , (3) 


die allgemeinste Bahn mit r, und bp, als den Anfangswerten zur Zeit i,. Bei den 
Integrationen (2) und (3) ist zu beachten, daß hier eine Vektorgleichung inte- 
griert wird. Jede dieser Integrationen entspricht daher drei gleichzeitig durch- 
geführten skalaren Integrationen. Insgesamt enthält (3) also sechs Integrationen 
skalarer Gleichungen. 


Als Impuls der Punktmasse definieren wir analog zu (153.3 und 4) die Größe 


P=mi. (4) 

Für die zeitliche Änderung des Impulses gilt nach (1) ganz allgemein die Be- 
ziehun . 

g BR. (5) 


Die Zeitintegration dieser Gleichung liefert 


t 
PR) + farm. (6) 
% 
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Im hier vorliegenden besonderen Falle £ = $(t) läßt sich der Impulsgewinn 
Pt) — Bi.) ohne vorherige Kenntnis der Bahn aus (6) ermitteln. 


Im kräftefreien Fall ist ® eine Erhaltungsgröße. Es gilt dann 
P=fonft. fü P=R=0. (7) 
Dies ist der sogenannte Erhaltungssatz des Impulses. 
Im Impulssatz (7) sind drei skalare Erhaltungsgrößen vereinigt, nämlich die 
drei Komponenten des Impulses. Während ® als Ganzes nur im trivialen kräfte- 


freien Fall erhalten bleibt, kommt es gelegentlich vor, daß von ® nur eine einzelne 
in einer Richtung e liegende Komponente erhalten bleibt. Dies ist der Fall, wenn 


eB=ek—0 (8) 


gilt, wenn also die Kraft $} während des gesamten Bewegungsablaufs senkrecht 
auf der betrachteten Richtung e steht. Ein Beispiel hierfür ist die in [224] be- 
trachtete Bewegung einer Ladung im elektrischen Feld, wenn man für e die 
Waagerechte e, wählt. Da die Kraft e® senkrecht auf e, steht, bleibt diese 
Komponente des Impulses und damit auch die Geschwindigkeitskomponente 
e,d konstant. 


Gelegentlich kommt es vor, daß nicht eine Komponente des Impulses ®, 
sondern dessen Betrag |P| im Bewegungsablauf konstant bleibt. Die Bedingung 
hierfür lautet bei Berücksichtigung von (5) 


LP 2BT-2BR-0. (0) 


Sie ist erfüllt, wenn die Kraft $! während des gesamten Bewegungsablaufs senk- 
recht auf dem Impuls ® bzw. der Geschwindigkeit it steht. Ein Beispiel hierfür 
liefert die magnetische Kraft = e(t x ®B). Bei dieser Kraft gilt stets 


PR=meixB)—0, (10) 


da im Dreierprodukt zweimal der gleiche Vektor t auftritt. Die magnetische 
Kraft läßt also den Betrag des Impulses und damit auch den Betrag der Ge- 
schwindigkeit konstant. Da diese Kraft aber gleichzeitig stets senkrecht auf ® 
steht, muß nach (8) auch die Impulskomponente in dieser Richtung konstant 
bleiben. 


233  Drehimpulssatz 
Als Drehimpuls einer Masse m wird das Vektorprodukt 


bezeichnet. Der Vektor & steht senkrecht auf den Vektoren r und t. Er ist also 
gleichzeitig Normalenvektor der durch r und ti gegebenen sogenannten Bahn- 
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ebene. Für eine Punktmasse, die mit der Geschwindigkeit v = or um eine Achse 
e=&/w im Abstand r rotiert, geht (1) mit (218.9) in 


g=miıx(öxr)=mör wegen ltr (2) 


über. Neben dem Vektor d=we der Winkelgeschwindigkeit steht mr? als 
Faktor. mr? ist das Trägheitsmoment der Drehbewegung und wird weiter unten 
in [55] ausführlicher behandelt. 


Die zeitliche Änderung des Drehimpulses 


X=ixmitrxmi=rxmi wegen ixi=0 (3) 


wird durch die Bewegungsgleichung (232.1) bestimmt, derzufolge (3) in 


| 2=rxa=m (4) 


übergeht. W wird als das auf die Punktmasse wirkende Drehmoment bezeichnet. 
Gleichung (4) ist der Drehimpulssatz. 

Es ist nun die Frage zu untersuchen, wie ein Kraftfeld $ beschaffen sein muß, 
damit der Drehimpuls & eine Erhaltungsgröße ist, das heißt, daß & verschwindet. 
Hierzu ist nach (4) offenbar erforderlich, daß das Vektorprodukt x x & ver- 
schwindet. Diese Bedingung ist aber nur erfüllt, wenn f=0 (trivialer Fall, 
kräftefreie Bewegung) oder wenn fi während des gesamten Bewegungsablaufs 
die Richtung von r besitzt, da dann das Vektorprodukt r x ® verschwindet. 
Der Erhaltungssatz des Drehimpulses lautet also 


8 — fonft. 0 für Kt, r, )y—. (5) 


Dabei kann K eine beliebige Funktion von r, i und sein, darf also zum Beispiel 
ohne weiteres Reibungskräfte enthalten. Kräfte vom Typ (5) werden als Zentral- 
kräfte bezeichnet. 


Für den Bewegungsablauf hat die Erhaltung des Drehimpulses (5) einige 
Konsequenzen, die nunmehr diskutiert werden sollen. Dabei ist von vornherein 
zu beachten, daß mit % insgesamt drei Größen, nämlich die Komponenten des 
Vektors %, gleichzeitig konstant sind. Die Richtung des Drehimpulses, charak- 
terisiert durch den Einheitsvektor %/|2], legt, wie bereits oben erwähnt wurde, 
eine Ebene fest, die durch den Bezugspunkt r = 0 geht und in der die Vektoren rt 
und t liegen. Bleibt diese Richtung erhalten, so bleibt auch die Bahnebene un- 
verändert. Die gesamte Bewegung spielt sich also in einer durch die Anfangswerte 
von Ort und Geschwindigkeit gegebenen Ebene ab. Diese Tatsache wird anschaulich 
ohne weiteres verständlich, wenn man beachtet, daß die durch (5) gegebene Kraft 8, 
welche allein die Bahn so krümmen könnte, daß sie aus der Ebene heraustritt. 
ja ebenfalls die Richtung von ı besitzt. also in der gleichen Ebene liegt. 


Zu weiteren Aussagen über die Bedeutung des Drehimpulses gelangen wir bei 
Betrachtung der in Abb. 233.1 schraffierten Fläche. Diese Fläche wird vom ‚Fahr- 


10 Macke, Teilchen. 3. Aufl. 
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strahl‘ r in der Zeit dt überstrichen. Der Endpunkt legt dabei den Wegdr =tdt 
zurück. Die Fläche ist der Definition (214.2) des Vektorprodukts entsprechend 
I 


di=z(txdr. (6) 
Beim Einsetzen von dr=idt und unter Verwei.dung von (1) wird hieraus 
' EL - 
€ di=...d. (7) 


Wenn & ein konstanter Vektor ist, so folgt aus (7), daß an 
ds allen Stellen der Bahn unabhängig von der Zeit der Fahr- 
strahl in gleichen Zeiten dt Flächen df überstreicht, die 
sowohl ihrer Richtung im Raum als auch ihrem Betrage 
Abb. 233.1. nach gleich groß sind. Die konstante Richtung hat, wie be- 
Zusammenhang zwi- reits diskutiert wurde, zur Folge, daß die Bewegung in 


a are einer Ebene abläuft. Für die Beträge enthält (7) die Aussage 


% 


überstrichenen Fläche des 54 A komsadl, (8) 


2m 


die als Flächensatz bekannt und in Abb. 233.2 anschaulich dargestellt ist. 


Abschließend sei nochmals ausdrücklich darauf hingewiesen, daß der Erhaltungs- 
satz des Drehimpulses das Bewegungsproblem keinesfalls vollständig löst. Er liefert 
vielmehr nur drei der sechs insgesamt erforderlichen Integrationen, die zur Berech- 
nung der Bahn r(t) nötig sind. 


Abb. 233.2. Geometrische 
Veranschaulichung des Flächensatzes für eine elliptische 
Bahn. Das Kraftzentrum liegt im linken Brennpunkt. Die 
in gleichen Zeiten vom Fahrstrahl überstrichenen schraf- 
fierten Flächen sind gleich groß und liegen in einer Ebene 


234 Potential einer Kraft 


Eine Punktmasse befinde sich in einem nur vom Ort abhängigen Kraftfeld (tr). 
Sie soll unter dem Einfluß einer zusätzlichen äußeren Kraft $% von r nach r-+ St 
verschoben werden. Die hierbei zugeführte Arbeit ist dann nach (213.26) 


5A=Mdr>— för. a) 


Unter der Voraussetzung, daß diese Verschiebung unendlich langsam (quasista- 

tisch) vor sich geht, daß also keine Arbeit zur Beschleunigung der Punktmasse 

aufgewandt wird, gilt das Gleichheitszeichen in (1). Für eine entsprechend lang- 

same Verschiebung über ein endliches Intervall von rt, nach r ist dann die Arbeit 
r 


AUU)=— [ar st (2) 


J 
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erforderlich. Das in (2) auftretende Integral ist eine Summe über infinitesimale 
Arbeiten vom Typ (1) und bedeutet in Komponenten 

t T,Y,2 

Jar Kv) = f (da’ K.(ad, y, 2’) +dy K,lad, y, 2’) +dr’K,le, y, ?’)] 
v Tg Yos Fo (3) 

# 2 
= | de K,(a, ya), 2@)) + | Ay Ra), 2@WN)) + 
% Yo 

Hier beschreibt y({x’), z() bzw. x(y'), z(y') bzw. z(z’), y(z’) die bei der Inte- 
gration durchlaufene Raumkurve. 

Es soll untersucht werden, welche Voraussetzungen das Kraftfeld St erfüllen 


muß, damit die entsprechend (2) dem Massenpunkt zugeführte Arbeit ohne Ver- 
lust gespeichert, also einem Arbeitsreservoir, dem Potential V, gemäß 


=’) +Am—ı) (4) 
zugeführt wird. Die Bedingung hierfür ist, wie die Umkehrung r —r, des in (4) 
diskutierten Prozesses zeigt, daß die Arbeit 4 nur vom Anfangs- und End- 


punkt x, und r abhängig ist, nicht aber von dem speziell durchlaufenen Wege 
oder gar von der Zeit, zu der die Verschiebung stattfand. Dann gilt aber auch 


umgekehrt At>yv)=VlW) - Pl) = Amor). (5) 


Die bei xy, > ı aufgewandte Arbeit steht also bei v—r, wieder zur Verfügung. 

Um diese Forderung zu erfüllen, muß also das Integral (2) den gleichen Wert 
ergeben, auch wenn es auf zwei ganz verschiedenen Wegen I und II durchlaufen 
wird. Die Differenz beider Integrale, in der der Weg II im zu I entgegengesetzten 
Sinn durchlaufen wird, stellt ein geschlossenes Wegintegral dar, das die Forderung 


| darsm)—=0 (6) 


erfüllen muß. Außer von r darf die Kraft weder von i noch von t abhängen, da 
sonst das Wegintegral (6) eine Funktion von t und £ wäre, die nicht für alle Werte 
der Variablen t und i verschwindet. Wenn ein Kraftfeld die Bedingung (6) für 
beliebige geschlossene Wege im Raum erfüllt, wird es wirbelfrei genannt. 


Das zur Kraft $(t) gehörige Potential wird nach (2) und (4) gemäß 


r 


Y)= Vo) — [Ar Kr) (7) 


To 


berechnet. Der Weg von r, nach r ist wegen (6) beliebig wählbar. Er wird im 
allgemeinen so gewählt, daß die Integration sich möglichst leicht durchführen 
läßt. Gibt man das Potential V an irgendeiner Stelle x, mit beliebigem Zahlen- 
wert V(t,) vor, so folgt aus (7) das Potential V(r) im ganzen Raum. 

10* 
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Es bleibt noch die umgekehrte Aufgabe zu lösen, nämlich bei bekanntem 
Potential Y (rt) das zugehörige Kraitfeld S(r) zu berechnen. Zu diesem Zweck 
werden die in (7) vorkommenden Punkte tr, und x durch zwei benachbarte Punkte 
tr und r dr ersetzt. Gleichung (7) lautet dann einfach 


VYe+d)=V ld) —Kdr. (8) 
Andererseits läßt sich die linke Seite von (8) nach dr entwickeln. Unter Berücksich- 
tigung von V (rt) = V (x, y,z) formen wir die linke Seite von (8) zunächst um in 


Y(a+dze,y+dy 2+d2)-V(a,y+dy, z+d 
de 


V’e+de, y+dy,z+d:)= 2) dx 


28 Va, y+-dy, z+ n —V (x, y.2+dz2) dy (9) 


a A Ren En 


Bis auf Produkte und Potenzen von dx, dy und dz ist dies 


V(«+de,y+dy,z+d2)=V (x, y.2)+ au de-+ m 


dy+ dz. (10) 


Hierbei sind zur Abkürzung die in [123] eingeführten partiellen Ableitungen 
verwendet. Die erste zum Beispiel bedeutet 
aV (z, y, 2) 


Er V(z2+dz,y.:)—-V(a. y.:) 
en de | = 
Die in (10) auftretende Potentialdifferenz 
en or ,,, av or 
VYe+dı) -V(i)=dV= 5 dı-- dy dy+ FF de (12) 


ist totales Differential wie (123.25) und läßt sich als skalares Produkt (213.24) 
zwischen dem Vektor dr und einem durch 


o9V oaV av 3r 
= =. [>30 u de = & 
Fr er ds T Cy RT T (2 - (13) 


definierten Vektor, dem sogenannten Gradienten (auch gelegentlich mit grad V 
bezeichnet), darstellen. Es gilt dann für die Potentialdifferenz 


AV=- dr Kar, (14) 


und zwar bei beliebiger Richtung des kleinen Vektors dr. Dies ist nur möglich. 
wenn die in (14) neben «dr stehenden Vektoren einander gleich sind. Also muß 


30m) 


8l)=—- (15) 


sein. Diese Gleichung ermöglicht im Zusammenhang mit der Definition (13) des 
Gradienten die Berechnung des Kraftfeldes $(r) bei bekanntem Potential 7 (rt). 
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Die Gleichungen (7) und (15) zeigen, wie Kraft &(r) und Potential Y(r) sich 
gegenseitig bestimmen. Dabei erscheint zunächst befremdend, daß sich eine 
Vektorfunktion wie (rt), die ja aus drei skalaren Funktionen zusammengesetzt 
ist, entsprechend (15) durch eine einzige skalare Funktion Y(r) beschreiben 
läßt. Natürlich ist es nicht möglich, jedes Vektorfeld wie in (15) als Gradienten 
eines skalaren Feldes darzustellen. Vielmehr ist das nur für eine eng begrenzte 
Klasse von Vektorfeldern der Fall, nämlich, wie oben gezeigt wurde, nur für solche 
Felder, die die Eigenschaft (6) besitzen. Offenbar ist also (6) eine sehr ein- 
schränkende Forderung an ein Vektorfeld und legt dieses schon weitgehend, 
nämlich bis auf nur noch eine einzige skalare Funktion V (rt), fest. 


235 Darstellung durch Potentialflächen 


Es bleibt noch die anschauliche Bedeutung des Potentials V (rt) zu unter- 
suchen. Am einfachsten bekommt man über ein solches Feld, das jedem Raum- 
punkt r eine Zahl V(r) zuordnet, einen Überblick, indem man alle Punkte t 
gleichen Potentials zu einer Fläche V (rt) = konst zusammenfaßt. Es entsteht 
so eine Schar von Potentialflächen, die den gesamten Raum erfüllen. Durch 
jeden Punkt r läuft eine solche Fläche. 


An Hand von Abb. 235 soll die Bedeutung 
des Gradienten 9 Y/Or untersucht werden. Es 
wird ein beliebiger Punkt r des Raums be- 
trachtet. Die durch ihn laufende Potential- 
fläche sei V(rt) =V,. Daneben ist eine be- 
nachbarte Potentialfläche V(t) = V, +dV Abb. 235. Geometrische Deutung des 
eingetragen. Die Potentialänderung dV beim Gradienten durch Potentialflächen 
Fortschreiten um dr wird durch (234.14) 
gegeben. Zunächst werden nur solche Verschiebungen dr; betrachtet, die von tr 
ausgehend in derselben Potentialfläche stattfinden. Für diese gilt 


oV 
3, du=dVı=0, (1) 


h+dV 


% 


denn innerhalb der Potentialfläche muß dV, = 0 bleiben. Da dies für alle von 
t ausgehenden und in der Fläche liegenden Vektoren dr; gilt, steht der Vektor 
9 V/dr senkrecht auf der Fläche und zeigt in Richtung zunehmenden Potentials. 
Diese wird als Normalenrichtung bezeichnet. Die Verschiebung dtyr in Richtung 
der Normalen liefert mit |drır| = ds als dem Abstand der Potentialflächen 
V, und V, + dV gerade die Potentialdifferenz dV von Abb. 235: 


ds. ( 


td 
— 


oV oV 
dv=, dtn=|5- 


Da beide Vektoren in (2). die gleiche Richtung besitzen, kann das Produkt der Be- 
träge eingesetzt werden. Der Betrag des Gradienten bedeutet also die Ableitung des 


150 2 Punktmasse im Raum [235] 


Potentials in Richtung der Normalen, nämlich dV/ds. Dieser Ausdruck ist um so 
größer, je dichter die Potentialflächen liegen. Damit ist die Bedeutung des Gra- 
dienten nach Richtung und Betrag geklärt. Mit V(r) als gegebenem Potential 
ist auch die Gesamtheit der Potentialflächen gegeben. Das zugehörige Kraftfeld 
(234.15) besitzt dann an jedem Ort x die Normalenrichtung der durch diesen Ort 
laufenden Potentialfläche, und zwar in Richtung fallenden Potentials. 


Der in (234.13) eingeführte Gradientenvektor kann auch im Sinne von 


av 9 0) 6) a 
9 er at dt: 7 © (3) 


als Verknüpfung vom Vektordifierentialoperator 9/dr mit der skalaren Funktion 
V (x) aufgefaßt werden. Dieser Operator spielt bei der infinitesimalen Beschreibung 
räumlicher Vorgänge, vor allem in der Elektrodynamik, eine wichtige Rolle. 
Er wird auch gelegentlich als Nablaoperator Y (nach der Form eines phönizischen 
Saiteninstruments ‚„Nabla‘) bezeichnet. Die Vektorverknüpfung 

6) oV {) 
a“ ( dr 


x) /)=e([z f) 6) 


ex dy 02 Rp RLXCE Papa (4) 
verschwindet, da die Reihenfolge der Differentiationen bekanntlich vertauschbar 
ist. Bei Berücksichtigung von (234.15) bedeutet dies, daß die Gleichung 


X) =0 | (6) 


notwendig erfüllt sein muß, damit das Kraftfeld $t(r) ein Potential besitzt, denn 
beim Einsetzen von (234.15) entsteht ja gerade (4). Weiter unten in (455.10) 
wird gezeigt, daß die Bedingungen (5) und (234.6) einander äquivalent sind. 
Da aber (234.6) die hinreichende Bedingung für die Existenz eines Potentials 
war, ist damit gleichzeitig gezeigt, daß die Bedingung (5) nicht nur notwendig, 
sondern auch hinreichend für die Existenz eines Potentials ist. 


Am Beispiel einiger Potentiale soll das Rechnen mit dem Operator 9/dr de- 
monstriert werden. Das Potential der Schwerkraft ist zum Beispiel 


Vı)=—mgr. (6) 


Die Potentialflächen sind. wie ein Vergleich mit der Darstellung (216.26) einer 
Ebene zeigt, waagerechte Ebenen, die vom Vektor g senkrecht durchstoßen 
werden. Es sind die Flächen z = konst. Der negative Gradient von (6) ist 


fe) 
_-7= mo gm (er; +Hgsteg ) (2 + 9,9492) 


=Mm( It 6y9yt I )mg: 


Wie die Komponentenzerlegung zeigt, entsteht also die Schwerkraft mg. 
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Ein anderes Beispiel ist das Potential 
VW=Z. (8) 


Die Potentialflächen sind Kugeln r? = konst. Der Gradient muß die Richtung 
der Flächennormalen besitzen. Wegen 


fi) [) ° [%) 9 
rel t ee) HN HN Herr teuren 0) 


ist die zu diesem Potential gehörige Kraft 


ar 


(8) ist also das Potential eines dreidimensionalen harmonischen Oszillators. 
Schließlich soll noch das Potential 


‚W=-Z(öxv (ıı) 
untersucht werden, dessen Potentialflächen nach (216.28) Zylinderflächen sind. 
Bei der Gradientenbildung wird zunächst mit (215.14) das Vektorprodukt zerlegt 
und dann entsprechend (7) und (9) der Gradient gebildet: 


et, [&* o 1’ — (@r)?] 
2 9 2 9 
; (12) 
—=@?°o I-dro— oe dt=Wor—ürol. 
Das Ergebnis 
| av a ei 
i=-,-=-möx(öxt) 29) 


läßt sich zu einem zweifachen Vektorprodukt zusammenfassen. Der Vergleich 
mit (254.17) zeigt, daß (11) mit dem Potential der im rotierenden Koordinaten- 
system auftretenden Zentrifugalkraft übereinstimmt (unter der Voraussetzung 
& — fonjt. für alle r, im Gegensatz zu dem in (244.2) als Zentrifugalpotential be- 
zeichneten Ausdruck 2?/2mr?). 


Die Anwendung des Operators 9/dr liefert also Ergebnisse, die in mancher 
Beziehung ähnlich sind wie beim Operieren mit dem gewöhnlichen Differential- 
“operator d/dx, was u. a. seine Schreibweise rechtfertigt. Daß man jedoch trotzdem 
beim Umgang mit diesem Operator sehr vorsichtig sein muß, zeigen folgende 
Beispiele: 


ß) d® , 9y 
dy 


. | 
Fr Ya 


{6) s e) 
Z„trerssrtrze=ör (14) 


9 


-eror=2r —r=4rar, 
ar 
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von deren Richtigkeit man sich leicht, notfalls durch Komponentendarstellung, 
überzeugt. Die formale Übereinstimmung mit entsprechenden Formeln der ge- 
wöhnlichen Analysis ist also keineswegs immer gesichert, 


236  Energiesatz 


Bislang wurde beim Vorhandensein eines Kraftfeldes $(t) lediglich unter- 
sucht, welche Arbeit dA durch die Vermittlung einer weiteren äußeren Kraft 
aufgebracht werden muß, um eine Punktmasse quasistatisch von v nach + dt 
zu verschieben. Diese Arbeit war nach (234.1 und 14) 


dA=—Kdr=dV. (ı) 


Sie verändert das Potential. Im allgemeinen bewegt sich eine Punktmasse im 
Kraftfeld aber auch, ohne daß ihr durch äußere Kräfte Arbeit zugeführt wird. 
Woher wird die erforderliche Arbeit (1) genommen, während sich eine Punkt- 
masse um das Stück dr = it d! bewegt? Die Antwort hierauf liefert die Bewegungs- 
gleichung ee (2) 
derzufolge sich das Potential auch darstellen läßt durch 


AV=-mid=—mitd=—d (F#)=-ar. (3) 


In gleichem Maße also, wie das Potential V bei einer Verschiebung zunimmt, 
nimmt eine andere mit der Bewegung zusammenhängende Größe 7 = mi?/2, die 
kinetische Energie, ab. Die Summe von beiden 


dE=d/+M=0 (4) 


ändert sich also während dieser Verschiebung nicht. E wird als Gesamt- 
energie des Systems bezeichnet. Da die Überlegung für einen beliebigen Ab- 
schnitt dr der Bewegung durchgeführt wurde, bleibt # während des gesamten 
Bahnablaufs konstant, ist also eine Erhaltungsgröße der Bewegung. Damit ist 
gezeigt, daß die Energie in jedem Kraftfeld, das ein Potential besitzt, eine Er- 
haltungsgröße ist. 


Bei Untersuchung der zeitlichen Änderung der Energie 
ni IM. 2 2 \ 
E=:0°+V(t(W) (5) 


ist die indirekte Abhängigkeit des Potentials V von der Zeit zu beachten, die zu 


av 9V av or. av. 
” Br 
Pre TE Te ae (6) 


führt und für die Energieänderung 


BES A: 2 RE “2 
nt lmi+ ze) im =0 (7) 
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liefert. Die Gleichungen (5) bis (7) enthalten noch einmal, hier in etwas anderer 
Form als in (1) bis (4), den Erhaltungssatz der Energie. In einem Kraftfeld $t(r), 
das den Bedingungen von [234] genügt, also ein Potential Y (x) besitzt, ist demnach 
die Größe 


B=-22— [ars =T(iW) + Veh) (8) 


eine Erhaltungsgröße. Obwohl ihre Bestandteile T und V von t bzw. von r und 
damit beide indirekt von t abhängen, ist ihre Summe zeitunabhängig. 


Die Voraussetzungen, unter denen der Energiesatz gültig ist, bedürfen noch 
einer Verfeinerung. Zerlegen wir nämlich auf einem Bahnstück dr die dort 
wirksame Kraft 

K=fr+ fr (9) 


in einen zu dr parallelen (tangentialen) und einen dazu senkrechten (normalen) 
Anteil, so gelten die Gleichungen 


Kdr=frdı Kydr=0. (10) 


Zum Potential V trägt gemäß (1) daher nur der parallele Anteil f, der Kraft 
bei. $!y dagegen ändert die Energie ohnehin nicht und darf also beliebig, zum 
Beispiel auch geschwindigkeitsabhängig gewählt werden. Ein Beispiel hierfür 
ist die in [225] untersuchte Kraft ei x ® eines Magnetfeldes ® auf ein elektrisch 
geladenes Teilchen der Ladung e. Für ein Teilchen der Masse m, das sich unter 
dem Einfluß dieser Kraft sowie einer weiteren Kraft $(r), die ein Potential 
besitzt, bewegt, gilt die Gleichung 


mi—Slt) +eixB. ı) 


Nach Multiplikation dieser Gleichung mit t wird daraus 


0=i(mi— Kt) x lre- er) (12) 


dt 
To / 
Das Glied mit der magnetischen Kraft verschwindet als Dreierprodukt mit 
zwei gleichen Vektoren, und übrig bleibt der Energiesatz in der gleichen Form (7), 
als wäre die magnetische Kraft überhaupt nicht vorhanden. Die in (9) ent- 
haltenen Kräfte jty beeinflussen also die Energie in keiner Weise. 


Abschließend sei ausdrücklich darauf hingewiesen, daß der Energiesatz keines- 
falls (wie beim eindimensionalen Problem) das Bewegungsproblem vollständig 
löst. x (t) kann mit dem Energiesatz nur unter weiterer Hinzuziehung der Grund- 
gleichung mi = f} berechnet werden, zumal r(f) ein Vektor ist und der Energie- 
satz nur eine einzige skalare Bestimmungsgleiehung darstellt. Der Energiesatz 
enthält somit auch nur eine einzige von insgesamt drei erforderlichen Aus- 
sagen über die Bahn r({t?). 
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Übungsaufgaben 


23.1. Durch welches Kraftgesetz wird eine Punktmasse auf einer ebenen, logarithmischen 
Spirale mit konstanter Winkelgeschwindigkeit zum Zentrum bewegt? Darstellung 
im Komplexen! 


23.2. Man löse die Differentialgleichung des gedämpften Wurfes (223.1) durch Reihen- 
entwickiung. 


23.3. Man untersuche, ob die Kraftfelder 


ax(axı) axr 


a) K=axr b) —axı® 9) ax 


d) 8=ax(bxv 


(a,b = fonft.) ein Potential besitzen, berechne gegebenenfalls die Potentiale und be- 
stimme die Potentialflächen. 


23.4. Eine an einem Faden befestigte Punktmasse bewegt 
sich in einer festen Ebene. Man berechne die Be- 
wegung, wenn der Faden mit konstanter Geschwin- 
digkeit u, durch ein Loch gezogen wird. 
Anfangswerte bei ?= 0: Abstand vom Loch r= AR, 
Geschwindigkeit tangential, Betrag ».. 


23.5. Wie lautet die Entwicklung der Funktion (rt + $) für kleine 3? 


23.6. Man berechne die Änderung von f(x, y) = 2? +9? — 3xy auf der Ellipse g(x, 4) = 
= (x/a)? + (y/b)? — 1 = 0 bei einer Änderung um öx bis zur zweiten Ordnung in Öz. 


24  Zentralkräfte 


Zusammenfassung: Die drei KrpLe£rschen Gesetze der Planetenbewegung zeigen, daß 
die wirkende Kraft eine Zentralkraft = mar/r? ist. Bei gleichberechtigter Wirkung der 
Sonnen- und der Planetenmasse folgt «—M mit M als Sonnenmasse. Daraus entsteht 
das allgemeine Gravitationsgesetz, nach dem zwischen ganz beliebigen Massen paarweise 
Anziehungskräfte herrschen. Es erklärt sowohl die Anziehungskraft der Erde als auch die 
Bahn des Mondes um die Erde. — Die Gravitationskraft ist ein Spezialfall allgemeinerer Zentral- 
kräfte K(r)v/r, bei denen die Bahnberechnung stets über den Energiesatz und den Dreh- 
impulssatz erfolgen kann. Die Bahnen sind je nach der Energie des Teilchens rosettenförmig 
oder hyperbelartig. Sie liegen stets in’ einer Ebene, die das Kraftzentrum enthält. Der 
Bewegungsverlauf läßt sich qualitativ ähnlich diskutieren wie bei der eindimensionalen 
Bewegung. Speziell unter dem Finfluß von Gravitationskräften entstehen Ellipsen und 
Hyperbeln als Bahnen. 


241 Newroxnsche Deutung der Kirı.ungesetze 
In diesem Abschnitt soll in vereinfachter Form der Weg besprochen werden, 


auf dem es NEwToNn gelang. das Kraftgesetz der Planetenbewegung zu entdecken. 
Es ist nicht verwunderlich, daß die Planetenbewegung mit zu den ersten korrekt 
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beschriebenen mechanischen Bewegungen gehört, weil sie durch den Fortfall der 

Reibungskräfte prinzipiell einfacher durchschaubar ist als Bewegungen auf der 

Erde. Zu jener Zeit waren die rein empirisch gefundenen Gesetze KErLers bekannt: 

1. Die Planeten 'bewegen sich auf Ellipsenbahnen, in deren einem Brennpunkt 
sich die Sonne befindet. 


2. In gleichen Zeiten überstreicht der Fahrstrahl der Bewegung gleiche Flächen. 

3. Beim Vergleich der Bewegung verschiedener Planeten stellt sich heraus, daß 
die Quadrate der Umlaufszeiten 7 sich verhalten wie die dritten Potenzen der 
großen Halbachsen a (und unabhängig von der Planetenmasse sind). 


Eine Analyse dieser Gesetze muß zu Aussagen über die auf die Planeten 
wirkenden Kräfte führen. Als Spezialfall einer Ellipsenbahn wird die Kreis- 
bahn betrachtet und in einer komplexen Ebene durch 


ZU) = Zyel®t (1) 


beschrieben mit w als Winkelgeschwindigkeit. Das zweite KErLERsche Gesetz 
wird erfüllt durch die Forderung 
o = konst. (2) 


und das dritte schließlich durch die Bedingung 


2 
a BR ) 
für Kreisbahnen mit verschiedenem Radius r. Um die wirkende Kraft zu finden, 
brauchen wir (1) lediglich mit der Masse mn zu multiplizieren und zweimal zu 
differenzieren. Dabei entsteht unter Verwendung von (1) bis (8) 


MA 


mi=—mo2=-— "I Z=E. (4) 


Die wirksame Kraft tt = K,e, + Kye, ist ihrem Betrage nach ma/r? wegen 
[Z|=r und zeigt zum Kreismittelpunkt hin. Die Kraftwirkung auf einen 
Planeten ist nach (4) seiner Masse proportional. 


NEWTON verallgemeinerte dieses Gesetz mit der Hypothese, daß die An- 
ziehungskraft zwischen Sonne und Planet nur ein Spezialfall einer allgemeinen 
Anziehung zwischen zwei beliebigen Massen sei. Die Größe dieser Anziehung 
muß von beiden Massen in der gleichen Weise abhängen, da bei zwei beliebigen 
Massen keine vor der anderen ausgezeichnet ist. Mit (4) muß also die Kraft 
proportional zum Produkt der beiden Massen sein, für die Konstante x in (4) 
muß also x M mit M als Sonnenmasse gelten. Die Verallgemeinerung des 
Kraitgesetzes (4) lautet demnach in Vektorform geschrieben 
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y (oder vielfach auch y/4r.) wird als allgemeine Gravitationskonstante bezeichnet. 
Der Ausdruck (5) beschreibt die Kraft, die eine Masse m am Ort r durch eine 
bei r = 0 befindliche Masse M erfährt. Die umgekehrte Aufgabe, bei gegebener 
Kraft (5) die Gesamtheit der möglichen Planetenbahnen zu berechnen, wird 
in den folgenden Abschnitten gelöst. 


242 Gravitation 


Die Newroxsche Vermutung, daß sich alle Massen durch gegenseitige An- 
ziehungskräfte dem allgemeinen Gravitationsgesetz (241.5) entsprechend paar- 
weise anziehen, wurde empirisch voll bestätigt. Auch die Anziehung einer Masse m 
durch die an der Erdoberfläche wirkende Schwerkraft kann als Spezialfall 


een Te. 
Ne 4rr, u; ) 
des Gravitationsgesetzes (241.5) angesehen werden. my ist dabei die Masse der 
Erdkugel und r, der Erdradius. Für den Betrag der Schwerebeschleunigung an 


der Erdoberfläche muß demnach 
g= Ze (2) 


ao 2 
4irr;, 


gelten. 


Ein anderes Beispiel stellt die Mondbewegung um die Erde dar. Die Mond- 
masse m, unterliegt bei dieser Bewegung der in (221.9) bereits diskutierten Zentri- 
fugalkraft m, v?/r = m,w?r. Diese muß auf der Kreisbahn durch die Erdanziehung 
kompensiert werden. Diese Forderung führt auf 

YMEM, 
Ir 


—m,wr. (3) 


Der Vergleich von (2) und (3) ermöglicht nun die Berechnung des Mondabstandes 
aus ( 


„\8 g 
) — I _ 2.214000. (4) 
rg Or; 
Da Schwerebeschleunigung g, Erdradius r5; und Umlaufszeit des Mondes be- 
kannt sind, läßt sich dieser dimensionslose Ausdruck angeben. Er liefert 


r=260r2. (5) 


Nach der Gravitationstheorie muß sich der Mond also seiner Umlaufszeit ent- 
sprechend im Abstand von 60 Erdradien befinden. 


Wenn das allgemeine Gravitationsgesetz (241.5) für zwei ganz beliebige Massen 
gilt, so könnte man sich zunächst wundern, daß wir davon bei den Massen unserer 
täglichen Umgebung nichts merken. Das liegt aber lediglich daran, daß die 
Gravitationswirkung im allgemeinen nur außerordentlich klein ist und erst spür- 
bare Werte annimmt, wenn mindestens eine der beiden Massen (wie zum Beispiel 


[243] 24 Zentralkräfte 157 


ou 


die Erdmasse bei der Schwerkraft) ungeheuer groß ist. Trotzdem gelang es mit 
verfeinerten Meßmethoden, dir gegenseitige Anziehung von Massen zu bestimmen. 
Abb. 242 zeigt eine solche Anordnung, die CAvEnpısu-Drehwaage. Zwei Massen 
l und 2 sind an einer Vorrichtung aufgehängt, die sehr kleine Drehungen mit 
großer Empfindlichkeit zu messen gestattet. Unterhalb von ihnen werden zwei 
weitere Massen im Kreis vorüberbewegt. Ohne die Wirkung der Gravitation 
müßten die beiden hängenden Massen in Ruhe bleiben, unter dem Einfluß der 
Gravitation aber findet eine meßbare Mitbewegung statt, aus der sich die 
Gravitationskonstante zu 


45 6,074-10°" ko'm’s?| (6) 


bestimmen läßt. Beachtet man, daß 
in (2) neben y nur noch die Erd- 
masse 1, unbekannt ist, so folgt dar- 
aus, daß mit der CAVENDISH-Waage 
gleichzeitig die Masse der Erde be- 
stimmt, die Erde also gewogen wird. 
Für die Erdmasse folgt aus (2) und (6) 


Abb. 242. Die CAVENDISH-Drehwaage 

’ e BARRE = r2 Se , _ 

zur Bestimmung der Gravitationskonstanten mp m: = 5,973: 10" kg. (7) 
„lar 


Schließlich läßt sich noch die mittlere Massendichte der Erde angeben zu 


_ Mm Mm 397: 39 _=- g 3 
A=gT Ir 5 yre yry 5,514 em’ ee 
=. 


243 Allgemeinere Zentralkräfte 


Bevor wir zur Untersuchung der in [241] behandelten Planetenbewegung 
zurückkehren, verallgemeinern wir unsere Überlegungen auf eine größere Klasse 
von Bewegungen, nämlich solche, die durch ortsabhängige Zentralkräfte der 
Art 


| so-xu& (ı) 


hervorgerufen werden, die also nur vom Abstand r der Punktmasse zum Kraft- 
zentrum abhängen. Das Gravitationsgesetz (241.5) ist ein Spezialfall davon. 
Diese Kräfte besitzen ein Potential, denn, wie Abb. 243.1 zeigt, kann eine ge- 
schlossene Kurve im Raum durch eine Treppenstufenkurve ersetzt werden, deren 
einzelne Abschnitte entweder radial oder auf Kugelflächen verlaufen. Das 
geschlossene Wegintegral 


daram-Dartan=-Darkm=0 (2) 
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liefert dabei auf den Kugelflächen keine Beiträge wegen St __ dr. Die übrig- 
bleibenden Beiträge in radialer Richtung mit dr =dr(r/r) aber kompensieren 
sich paarweise, so daß (2) für beliebige geschlossene Wege verschwindet. Das 
Potential der Kraft (1) wird dann gemäß 


Vi 0=- jarato = farkn= Y(r) (3) 


berechnet. r, ist ein beliebig gewählter Ort, an dem das Potential V willkürlich 
gleich Null gesetzt wird. V ist nach (3) nur noch eine Funktion des Abstandes 
vom Zentrum. Die Potentialflächen sind daher Kugeln. Ihre Normalenrichtungen 
stimmen mit der Richtung von r überein. Die umgekehrte Aufgabe, aus V (r) die 
Kraft zu berechnen, wird entsprechend 
a7 (r) ar dV(r) v dV 
Ta Ta ey (4) 


mit der Kettenregel für das Differenzieren gelöst. Dabei zeigt die Komponenten- 
darstellung von Ar/dr die Gültigkeit von 

Ar 6) „9 6) a 2 2 SE+E,Y+E,2 r 
legt ter) Vetyte =. 0 


Der Vergleich von (4) mit (1) bestätigt den Zusammenhang (3) zwischen X und V. 


Das Gravitationsgesetz 


Be (6) 


4r 72 r 


tritt hier als Spezialfall einer solchen Kraft (1) 
auf, aus deren Betrag 


rn __yMm 
K (r) a 4rr? (7) 
a \ 
} 1 durch die Integration (3) das Gravitations- 
N potential 
Abb. 243.1. Bei Berechnung des Fe ar en, (8) 
Wegintegrals (2) der Kraft im 4rr 


Zentralfeld wird der Integrations- . : 
weg in radiale und dazu senkrechte hervorgeht, wenn man in (3) ru, = © setzt, 
Teilstrecken zerlegt das Potential im Unendlichen also mit dem 


willkürlichen Wert V (©)=0 belegt. Mit dieser 
Normierung des Potentials bedeutet dann yMm/4rr diejenige Arbeit, welche 
erforderlich ist, um die Masse m von r ins Unendliche zu transportieren. 
Da die Zentralkraft (1) ein Spezialfall der allgemeineren Zentralkraft (233.5) 
ist, gilt der Drehimpulssatz. Da sie ferner wegen (2) ein Potential, nämlich (3), 
besitzt, muß auch der Energiesatz gelten. Die Bewegungsgleichung 


mi=K(r) - (9) 
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hat daher die Gültigkeit der Gleichungen 


L=rx mi=fonft. E=-i?+4V (te) = konst. (10) 
2 


zur Folge, mit & und E als Erhaltungsgrößen, in denen insgesamt vier Integra- 
tionskonstanten enthalten sind. Beide Gleichungen (10) zusammen genügen zur 
Bestimmung der Bahn t (t), wie im weiteren gezeigt wird, so daß aufdie Bewegungs- 
gleichung (9) kein weiterer Bezug mehr genommen zu werden braucht. 


Nach den Ausführungen von [233] über den Dreh- 
impulssatz muß die Bewegung in einer Ebene er- 
folgen, die den Koordinatenursprung enthält und 
deren Normalenrichtung mit der Richtung von & 
übereinstimmt. In dieser Ebene werden ebene 
Polarkoordinaten entsprechend Abb. 243.2 einge- 
führt. Danach gilt für (dr)? und die Geschwindig- 
keit 


(dv?= (dr)? +7°(dp)? 


il 
er+rg:. ( ) 


Abb. 243.2. 
Polarkoordinaten r, 


Da zu xi nur die zu r senkrechte Komponente 
von t beiträgt, entsteht für den Betrag des Drehimpulses Z= m|txi|l=mr?g. 
Drehimpuls- und Energiesatz erhalten mit (11) die Form 


L=mro E=-Z(P+rB)+ Ver). (12) 


Dies sind zwei Differentialgleichungen erster Ordnung zur Bestimmung der 
Funktionen r (f) und p(f), die die Bahn in der Ebene beschreiben. Die allgemeinste 
Lösung dieses Gleichungssystems muß demzufolge noch zwei Integrations- 
konstanten enthalten, die zusammen mit & und E insgesamt sechs Integrations- 
konstanten ergeben. Daher ist die allgemeinste Lösung des Gleichungssystems (12), 
die in einer beliebigen Bewegungsebene (die natürlich stets den Koordinaten- 
ursprung enthalten muß) liegt, gleichzeitig auch die allgemeinste Lösung der 
Bewegungsgleichung (9). 


Die beiden Differentialgleichungen (12) sind nicht unabhängig voneinander. 
Folgender Lösungsweg führt zum Ziel: Zunächst wird der Drehimpulssatz nach & 
aufgelöst und das Ergebnis beim Energiesatz eingesetzt. Dabei entsteht 


z L ; L? $ 
$=— B-Zr + at N =r4rn. | (13) 


Die beiden nur von r abhängigen Glieder werden zu einem „Scheinpotential“ V (r) 
zusammengefaßt. Damit erhält der Energiesatz formal die gleiche Form wie bei 
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der eindimensionalen Bewegung (154.7). Die Auflösung nach liefert in gleicher 
Weise wie dort 


(14) 


also einen Zusammenhang t{r). Anschließend wird die Umkehrfunktion r(f) in 
die erste der Gleichungen (13) eingesetzt. Eine einmalige Integration über die 
Zeit liefert dann die zweite gesuchte Funktion (t). 


244 Der Bewegungsverlauf 


Im vorigen Abschnitt wurde gezeigt, wie die Bewegung unter dem Einfluß 
einer Zentralkraft (243.1) berechnet werden kann. In diesem Abschnitt soll ein 
allgemeiner qualitativer Überblick über den Bewegungsablauf und die Bahn- 
formen gegeben werden. 


Vorausgesetzt wird ein beliebiges Kraftgesetz K(r), aus dem zunächst das 
Potential mittels 


V()=— [drKkn mit V(o)=0 (1) 


berechnet wird. Dabei ist V(r) so normiert, daß V(&) = 0 gilt. Die Kurven 
von Abb. 244.1 können als Beispiele solcher Potentiale angesehen werden. Ab- 
stoßung bzw. Anziehung herrscht überall dort, wo die Potentialkurve nach außen 
abfällt bzw. ansteigt. Die obere Kurve stellt daher das Potential einer überall 
abstoßenden Kraft dar. Die untere Kurve 
stellt eine überall anziehende Kraft dar. 
Natürlich können in der gleichen Weise 
auch Kräfte existieren, die bei verschie- 
denen Abständen ihr Vorzeichen wech- 
seln. Die in Abb. 244.1 mit V(r) bezeich- 
nete Kurve enthält neben dem Potential 
V(r) den in (243.13) noch auftretenden 
Term L?/2mr?, der als Zentrifugalpoten- 
tial bezeichnet wird. Er liefert bei Diffe- 
rentiation mit festgehaltenem ZL die 
Zentrifugalkraft- 

Oel DR 0 5 
Abb. 244.1. Potentialverlauf beim Gravi- " Hr mr mrr ie (2) 
tationspotential Y(r) (anziehend). Dazu 
Zentrifugalpotential L?/2mr? (abstoßend) als zusätzliche Abstoßungskraft, die mit 


und Scheinpotential V(r) bei Gravitation wachsendem Drehimpuls zunimmt. 
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Die radiale Bewegung läßt sich nunmehr anhand des Energiesatzes von (243.13) 
in gleicher Weise besprechen wie früher in [154] die eindimensionale Bewegung, 
nur tritt r(t) an die Stelle von x(f) und V(r) an die Stelle von V (x). Es wird hier 


v 


I 
FRE ng 


Abb. 244.2. Diskussion der Bewegung im Scheinpotential Ver) = L?/2 mr? +V(r) für ver- 
schiedene Energien E bei festem Drehimpuls L. Für E < 0 rosettenförmige Bahnen, für 
E > 0 ins Unendliche laufende hyperbelartige Bahnen 


der Fall einer Anziehungskraft untersucht. Für Abstoßungskräfte gelten prin- 
zipiell die gleichen Überlegungen. Zunächst wird das Zentrifugalpotential zum 
Potential hinzugefügt. Dabei ergeben sich verschiedene Kurven ”(r) für ver- 
schiedene Drehimpulse L. Eine dieser Kurven ist in Abb. 244.2 dargestellt. 
Sie erlaubt, die Bahnen mit verschiedenen Energien Z zum gleichen Drehimpuls Z 


11 Macke, Teilchen. 3. Aufl. 
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zu untersuchen. Die Energie E wird als Waagerechte eingezeichnet. Da der 
radiale Anteil der kinetischen Energie mr?/2 von (243.13) positiv definit ist, 
kann Bewegung nur unter der Voraussetzung 


EzV(n (8) 


stattfinden. Die Bewegung mit kleinster Energie zum Drehimpuls Z entspricht in 
Abb. 244.2 dem Berührungspunkt zwischen der Energiewaagerechten und der 
Kurve des Scheinpotentials V(r). Diese Bewegung erlaubt nur einen einzigen 
Radius. Sie erfolgt daher auf einer Kreisbahn, deren Winkelgeschwindigkeit ® aus 
der ersten Gleichung von (243.13) zu entnehmen ist. Ist die Energie größer, gilt 
aber trotzdem noch ZE < V (©), so wird der mögliche Bewegungsbereich durch die 
zwei Schnittpunkte der Energiewaagerechten mit der Scheinpotentialkurve be- 
grenzt. Es gibt also zwei Radien rin und "ax , zwischen denen die Bewegung ab- 
läuft. Mögliche Bahnen sind daher, wie in Abb. 244.2 dargestellt, rosettenähnliehe 
Bahnen. Im Falle E >V (o) existiert nur ein einziger Umkehrpunkt ri, undjes sind 
Bewegungen mit r — oo möglich. In diesem Falle entstehen hyperbelartige Bahnen. 


245 Bewegung im Gravitationsield 


Nach der Diskussion der allgemeinen Bewegung im Zentralfeld soll nunmehr 
der Spezialfall der Planetenbewegung im Gravitationspotential 


_...7..Mm 


3 1) 


betrachtet werden. Wegen der Drehimpulserhaltung findet die Bewegung auch 
hier in einer Ebene statt, die das Kraftzentrum enthält. Die Planetenbahn wird 
durch die Polarkoordinaten r(t) und @(f) beschrieben. Sie genügt nach (243.13) 
den Differentialgleichungen 


m, L? . 
Zetmat/e)=E mrp=L. @) 


Die Bahn r (op) soll berechnet werden, deren Differentialgleichung nach Elimina- 
tion der Zeit aus den beiden Differentialgleichungen (2) hervorgeht. Die Ableitung 
von r nach @ ist r’ = f/$. Damit läßt sich unter Verwendung des Drehimpuls- 
satzes der radiale Anteil der kinetischen Energie von (2) ersetzen durch 


ma _ m[i\,. mn L\% I 1 \’]2 g 
276er (SIE (8) 
und der Energiesatz in (2) wird so zu einer Differentialgleichung zwischen r und o. 


Nach Einführung der dimensionslosen Variablen x = d/r mit beliebiger d 
erhält er die Form 


Bi. md 2m@|EI[ E via 
rt E-Ple]=T m ar); () 
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Diese Gleichung geht mit V aus (1) in die einfache Gleichung 


"+®—=+1+ßr für E20 (5) 
über, wenn man über die Konstanten d und ß gemäß 
2Zmd?|E|l _ 1 yMm = 2y Mm: 3 (6) 
2 — 4nd|E| 42 dd 


verfügt. Die dritte dieser Gleichungen entsteht durch 


Multiplikation der ersten beiden. Ersetzt man schließlich 
Q\ x durch die Variable 
rp - 


15 


yT Yorrzı 


so vereinfacht sich die Differentialgleichung (5) zu 
Abb. 245.1. R: 
Zur Ableitung der Polar- Y+y’=1 . y=6c09, (8) 
gleichung der Ellipse . r j . 
deren allgemeinste Lösung sich mit g—g, statt 9 


von der Lösung (8) nur unwesentlich unterscheidet. 
Durch Auflösen von (7) nach x erhalten wir für den Zusammenhang r(p) 


«== 2 (14 Yır($)'coe). (9) 


Er ist in der Form 


l 1 
ze reug) (10) 


als Polargleichung der Hyperbel bzw. Ellipse bekannt, und zwar ergeben sich 


a) 


denn mit EZ 0 wird eZ 1, wie der Vergleich von (9) und (10) zeigt. k und & sind, 
wie noch erläutert wird, charakteristische Eigenschaften der Ellipsen und 
Hyperbeln. 


Die in Abb. 245.1 dargestellte Ellipse ist durch die Forderung definiert, daß für jeden 
Punkt der Ellipse die Summe der Entfernungen von zwei festen Punkten, den Brennpunkten, 
die gleiche sein soll: 

#+r=konst.=2a. (12) 


Für den mit S bezeichneten Punkt ist dies gerade 2a, das Doppelte der großen Halbachse. 
Die Auflösung von (12) nach F ergibt unter Verwendung des Kosinussatzes in Abb. 245.1 
#°= (2a — r)?= (2ae)’+r?+4aer cosp 
4a? — dar + r=4a?e+r?+4aercosp 
1 1 


— _— HFCosop). 
2 ale) (l-+rcosp) 


(13) 


Nach dem Ausmultiplizieren heben sich die Glieder r? auf beiden Seiten weg und die ver- 
bleibende Formel ist gerade vom Typ (10). Die numerische Exzentrizität e bedeutet hier den 
11* 
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Faktor, um den die große Halbachse a verkleinert werden muß, damit der Abstand vom 
Symmetriezentrum zum Brennpunkt entsteht. e stimmt, wie der Vergleich von (13) mit (10) 
zeigt, mit der in (10) eingeführten Größe & überein. 

Bei g = +r/2 wird cosp = 0 und r(p) = k. Beim Vergleich von (10), (9) 
und den Konstanten (6) wird die in Abb. 245.1 eingetragene Größe 


T 2d 4rL? 
k ‚(z)= ß = Mm: ' (14) 


Sie hängt nur vom Drehimpuls Z, nicht dagegen von der Energie ab. Bahnen 
gleichen Drehimpulses, aber verschiedener Energie, besitzen also gleiches k. 
Sie sind in Abb. 245.2 dargestellt. Die große Halbachse « erhält man aus (10) 
frg=0 undg=nrals 


=, HR) et) Te 
2d/ß dB  yMm 


= T-OI+@B® 2 Sr 


Dabei wurden neben (10) auch (9) und (6) verwendet. Die Halbachse « hängt 
nicht vom Drehimpuls, sondern nur von der Energie allein ab. Bahnen gleicher 
Energie E, aber verschiedenen Dreh- 
impulses Z besitzen somit alle die 
gleiche Halbachse a. Sie sind in 
Abb. 245.3 dargestellt. 


(15) 


Abb. 245.2. Bahnen mit gleichem Dreh- Abb. 245.3. Bahnen gleicher Energie, 
impuls, aber verschiedener Energie aber verschiedenen Drehimpulses 


Zurückkehrend zu den Fragestellungen von [241] kann nunmehr festgestellt 
werden, daß mit den Ausführungen dieses Kapitels das Problem, die allgemeinsten 
Planetenbewegungen bei gegebener Gravitationskraft zu berechnen, gelöst 
wurde. Planetenbahnen sind die durch (10) beschriebenen Ellipsen und Hyperbeln. 
Damit ist also das erste KEPLERsche Gesetz aus der mechanischen Bewegungs- 
gleichung abgeleitet. Das zweite KEPLERsche Gesetz enthält lediglich den Dreh- 
impulssatz in der schon in [233] besprochenen Form des Flächensatzes und ist 
erfüllt, weil die Gravitationskraft eine Zentralkraft ist. 
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Schließlich bleibt noch das dritte Krrtersche Gesetz zu untersuchen. Zu diesem 
Zweck muß die Umlaufszeit bestimmt werden. Bei Auflösung der zweiten Glei- 
chung von (2) nach { entsteht für die Umlaufszeit der Ausdruck 


— __ mk? dp _ mk: an 
=da=r "Papr= re L (1-22 16) 


Für.r(p) wird hier (10) eingesetzt. Die Integration läuft von 9 = 0 bis @ = 2r. 
Sie liefert, wie hier nicht weiter gezeigt werden soll, aber elementaren Integral- 
tafeln zu entnehmen ist, das Endresultat (16). Nunmehr wird 1? aus (16) mit 
a? aus (15) verglichen. Dabei entsteht für 


ı _ m’k An? (1-2) _ 4n’km: _ 16n° (17) 
#3 I (1-8) k3 L> "yM 


ein Ausdruck, der weder von der Energie E noch vom Drehimpuls Z, noch von 
der umlaufenden Masse m, sondern lediglich von der zentralen Masse M allein 
(und natürlich von der Gravitationskonstanten y) abhängt. Dieser Ausdruck ist 
also unabhängig von der speziellen Bahn und Planetenmasse für alle Planeten 
gleich. 


Bahnen mit E > 0 entsprechen der Bewegung von Kometen, die in den An- 
ziehungsbereich der Sonne gelangen und ihn anschließend wieder verlassen. Sie 
bewegen sich dabei auf Hyperbeln. Anfangs- und Endrichtung der Bahn sind 
durch die Bedingung r— oo gegeben. 
Nach (10) ist dies die Bedingung 

l1-+ecosp=0. (18) 


Sie besitzt zwei Lösungen p, die die Rich- 
tungen der Hyperbelasymptoten von 
Abb.245.4 angeben. Wichtiger ist der eben- 
falls dort eingezeichnete Ablenkwinkel ö, 
für den 29=r+ ö nach Abb. 245.4 gilt. 
Beim Übergang von @ auf öin (18) ent- 
steht die Beziehung 


sin (6/2) = 1/e (19) 
für den Ablenkwinkel. Bahnen mit E = 0 
sind Parabeln. Sie stellen den Grenzfall Abb. 245.4. 
zwischen Hyperbel und Ellipse dar. Bahn im Gravitationspotential für E > 0 


Übungsaufgaben 
24.1. Für welche n sind bei der Zentralkraft ji =—.ar/r"*! stabile Kreisbahnen möglich ? 


24.2. Man berechne den Zeitablauf der Bewegung einer Punktmasse unter dem Einfluß der 
Zentralkraft $= —2ar/rt (a = konst.> 0), bestimme die Bahngleichung in Polar- 
koordinaten und zeichne qualitativ die möglichen Bahnformen. 
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24.3. Man bestimine die Grenzradien der Bewegung für die Punktmasse von [Ü 23.4], wenn 
man an den reibungslos beweglichen Faden ein Gewicht @ hängt, anstatt ihn mit 
konstanter Geschwindigkeit durch das Loch zu ziehen. Wann erfolgt die Bewegung 
auf einer Kreisbahn um das Loch ? Anfangsbedingungen wie in [Ü 23.4]. 


25 Bewegte Bezugssysteime 


Zusammenfassung: Bezugssysteme, in denen das Trägheitsgesetz gilt, heißen Inertial- 
systeme. Sie unterscheiden sich voneinander durch translatorische Bewegungen mit kon- 
stanter Geschwindigkeit, die durch GALitEItransformationen beschrieben werden. In allen 
übrigen Bezugssystemen treten Trägheitskräfte auf. Bei translatorischer Bewegung erzeugt 
die Führungsbeschleunigung % eine Rückstoßkraft — mY. In rotierenden Systemen treten 
CorıoLiskraft, Zentrifugalkraft und Drehrückstoß als zusätzliche Scheinkräfte im .NEWTOoN- 
schen Grundgesetz auf. Der Einfluß der Erdrotation führt im bewegten Bezugssystem 
der Erde zu einer Deformation der Erdoberfläche, hervorgerufen durch die Zentrifugalkraft, 
und zu einer scheinbaren Veränderung der Schwerkraft. Die CorıoLiskraft macht sich beim 
Foucautsschen Pendel und bei waagerechter Bewegung als Rechtsdrehung auf der nördlichen 
und Linksdrehung auf der südlichen Halbkugel bemerkbar. Beim freien Fall entsteht eine 
kleine Ostablenkung. Ein schwaches homogenes Magnetfeld beeinflußt die Bewegung einer 
elektrischen Ladung im Sinne einer zusätzlichen Rotation mit der LARMOoRfrequenz 
o, = — eB/2m. 


251  Inertialsysteme 


Bislang wurde behauptet, daß eine Punktmasse der Gleichung mi = fl und 
speziell im kräftefreien Fall der Gleichung it = 0 genügt. Die Gültigkeit dieser 
Gleichungen aber ist an bestimmte Bezugssysteme gebunden. Zum Beispiel gilt das 
Trägheitsgesetz i = 0 weder im Koordinatensystem einer bremsenden Eisenbahn 
noch in dem eines Karussells. Die allgemeine Frage, in welchen Bezugssystemen 
das Trägheitsgesetz gilt, bedarf somit einer genauen Untersuchung. 


Zunächst wird angenommen, daß das Trägheitsgesetz i = 0 in einem Bezugs- 
system X bereits gilt. Es soll untersucht werden, in welchen weiteren Systemen F es 
noch gültig ist. Die Bedingung hierfür lautet 


i=i, | (1) 


woraus nach einfacher Integration 
i=ti—% (2) 
und nach einer zweiten Integration 
t=r— dot (3) 


folgt. Der Ursprung des Bezugssystems & liegt bei = 0. Da er in diesem 
Bezugssystem ruht, ist für ihn auch t = 0. Er bewegt sich nach (2) also mit der 
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Geschwindigkeit i = b, im anderen System 2, in dem er sich nach (3) zur Zeit t = 0 
am Ort r, befand. Alle Bezugssysteme, in denen das Trägheitsgesetz gilt, werden 
als Inertialsysteme bezeichnet. Die allgemeinste Transformation zwisehen Inertial- 
systemen ist durch (3) gegeben. Sie heißt GAnıreitransformation und enthält o, 
als Translationsgeschwindigkeit der Systeme gegeneinander. 


Ob wir uns in einem Inertialsystem befinden oder nicht, ist prinzipiell daran 
erkennbar, ob in diesem System das Trägheitsgesetz t = 0 gilt. Diese Frage kann 
nur experimentell beantwortet werden. Mit einem einzigen aber gibt es nach (3) 
eine Gesamtheit unendlich vieler Inertialsysteme. Sie bewegen sich mit beliebiger 
konstanter Geschwindigkeit gegeneinander. In welchem speziellen Inertialsystem 
wir uns gerade befinden, kann experimentell nicht entschieden werden. Eine 
Absolutgeschwindigkeit unseres Koordinatensystems gegen den ‚absolut ruhenden 
Raum‘ ist mit mechanischen (und sonstigen) Mitteln nicht meßbar und für den 
Physiker daher überhaupt nicht definiert. Demnach scheint es sinnlos zu sein, 
sich einen „absolut ruhenden Raum“ überhaupt nur vorzustellen. Die Fest- 
stellung, daß auch mit elektrischen oder sonstigen physikalischen Mitteln keine 
Absolutgeschwindigkeiten beobachtbar sind, bildet die Grundlage der EinSTEIN- 
schen speziellen Relativitätstheorie, deren Besprechung den hier gestellten 
Rahmen überschreiten würde (einiges hierzu in [435] und [436)). 


Diese Ausführungen zeigen, daß man nur ein Inertialsystem zu kennen braucht, 
um über die GALıLEItransformation (3) alle übrigen anzugeben. Welches Bezugs- 
system aber ist ein solches Inertialsystem? Das Bezugssystem unseres Labora- 
toriums rotiert zusammen mit der Erde, so daß wir sicherlich nicht erwarten 
dürfen, daß es ein Inertialsystem ist. Zumindest gilt eine solche Annahme nur in 
der Näherung, in der sich die Rotation der Erde nicht bemerkbar macht. Ein 
besseres Bezugssystem wäre dasjenige, in dem das Sonnensystem ruht oder indem 
der Massenschwerpunkt aller Fixsterne ruht. Von einer Gesamtbewegung aller 
Sterne schlechthin gegen einen absoluten Raum zu reden, erscheint dann physi- 
kalisch völlig sinnlos, da eine solche Bewegung grundsätzlich nicht meßbar wäre. 


252 Trägheitskräfte 


Das Grundgesetz der Mechanik soll in Bezugssystemen untersucht wer- 
den, die keine Inertialsysteme sind. Zunächst wird angenommen, daß das be- 
wegte Bezugssystem X sich gegen ein Inertialsystem X nur translatorisch bewegt. 
Es findet dann keine Drehung des Systems & gegen & statt, und sein Bezugs- 
punktr = 0 bewegt sich auf einer gegebenen Kurve t=r(t). Die Bahn eines Teil- 
chens wird gemäß Abb. 252 in X durch r(t) und in & durch i(f) beschrieben. Beide 
hängen gemäß 


r=1— il) (1) 
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zusammen. Bei zweimaliger Differentiation nach der Zeit wird hieraus 


i=t—£(). 2) 
Gilt also für die Bewegung im Inertialsystem & das Newronsche Grundgesetz 
mi—=S(t), (3) 

so folgt aus (2) sofort 
mi Rt) mi) =RW)— mil). | (4) 


das Bewegungsgesetz im System &. Das Kraftfeld sieht in den neuen Koordinaten 
im allgemeinen anders aus als vorher im System I. Wegen 


E KERN) =-RIt+rN). (5) 


wird das Kraftfeld $(r) im allgemeinen zeit- 

€ * abhängig. Die Führungsbeschleunigung £ für den 

Ursprung des bewegten Bezugssystems bewirkt 

E = das Auftreten einer Trägheitskraft — mi. Für 
den kräftefreien Fall vereinfacht sich (4) zu 

Abb. 252. Zusammenhang von t, r 

und r für eine Translationsbewe- 

gung von 2 gegen 2 Zur Veranschaulichung denke man sich, daß 

t(t) die Bewegung eines Fahrzeugs beschreibt. 

Findet diese Bewegung geradlinig statt, so können die x-Achsen von Z und & in 

diese Richtung gelegt werden, und es ist r(f) = e,£(t). Für die x-Komponente 

der Beschleunigung des bewegten Systems gilt dann 


i=—E. (7) 


Bei konstanter Fahrgeschwindigkeit £ wird & = 0, und es gilt auch im bewegten 
System das Trägheitsgesetz. Beim Anfahren und Bremsen dagegen gilt 


Ee>0 i=0. (8) 


mi=—mi. (6) 


Die x-Koordinate einer mit dem Fahrzeug mitbewegten Masse erfährt also im 
bewegten System eine entgegengerichtete Beschleunigung rückwärts bzw. vorwärts. 


Die Beschleunigung eines Koordinatensystems läßt sich demnach durch die inihm 
auftretenden Trägheitskräfte messen. Während Geschwindigkeiten gegen einen 
„absolut ruhenden Raum‘ nicht meßbar sind, ist es durchaus möglich, von 
absoluten Beschleunigungen gegen ein absolut unbeschleunigtes, das heißt also 
ruhendes oder sich mit konstanter Geschwindigkeit bewegendes Bezugssystem 
zu reden: Diese Situation in der Mechanik, in der der absolute Raum gegenüber 
Beschleunigungen eine andere Rolle spielt als gegenüber Geschwindigkeiten, ist 
in mancher Beziehung unbefriedigend. Vom Standpunkt der Relativitätstheorie 
liegt es nahe, dem absoluten Raum keine solche physikalische Bedeutung zu- 
zusprechen, demzufolge Absolutbeschleunigungen gegen ihn gemessen werden 
können. Vernünftiger erscheint die Annahme, daß nur Relativbeschleunigungen 
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gegenüber physikalischen Realitäten, zum Beispiel gegen die Gesamtheit aller 
Fixsterne, meßbar sind. Eine solche Theorie müßte auch dann Trägheitskräfte 
liefern, wenn das betrachtete Koordinatensystem ruht, aber die Gesamtheit aller 
Massen der Welt gegen dieses System beschleunigt würde. Allerdings ist eine 
solche Möglichkeit in dieser Formulierung der Mechanik nicht enthalten. Erst 
die allgemeine Relativitätstheorie setzt sich mit diesem Problem genauer aus- 
einander. 


253 Rotierende komplexe Ebene 


Die allgemeinste Bewegung eines bewegten Bezugssystems 2 setzt sich aus 
einer Bewegung r(t) des Bezugspunkts und einer Drehung des Systems um 
diesen Bezugspunkt zusammen. In diesem Abschnitt wird vorausgesetzt, daß 
der Bezugspunkt ruht und mit dem des unbewegten Systems I zusammenfällt. 
Wir betrachten zunächst mechanische Vorgänge auf einer rotierenden Scheibe. 


Zunächst untersuchen wir die Vorgänge 
auf der gegen den Uhrzeigersinn gedrehten 
Scheibe von Abb. 253 qualitativ. Eine im 
ruhenden Bezugssystem geradeaus flie- 
gende Masse I überquert die Scheibe. 
Während der Zeit des Überquerens aber 
dreht sich die Scheibe von P nach P' 
weiter, so daß sich im Bezugssystem der 
rotierenden Scheibe für die Bahn des 
geradeaus fliegenden Teilchens die ge- 
krümmte, bei P’ beginnende Kurve ergibt. 
Eine entsprechende Kurve liefert die Abb.253. Bahnen eines Teilchens im 
gerade Bahn II des ruhenden Systems, bei Inertialsystem (---) und im rotierenden 
der sich die Scheibe während der Über- System (—) 
querungszeit von Q nach ©’ dreht. Wieder 
entsteht eine gekrümmte, nämlich die bei Q' beginnende Kurve. Hieraus ist 
ersichtlich, daß eine Geradeausbewegung im ruhenden System als nach rechts 
gekrümmte Kurve im bewegten System erscheint. Im rotierenden Bezugssystem 
kann daher nicht mehr das Trägheitsgesetz gelten, sondern es müssen Trägheits- 
kräfte auftreten, die untersucht werden sollen. Die Koordinaten einer Punktmasse 
im ruhenden und im bewegten System können dann durch die komplexen 
Zahlen 


2=:+jY Z=x+jy (ı) 
dargestellt werden, und die Drehung der xy-Ebene wird durch 
ZU =e® Zi) mit 9(0)=0 (2) 
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beschrieben. Ein auf der Scheibe, also in 2 ruhender Punkt Z, der sich zur Zeit 
t=0 bei Z in I befand, ist dann zur Zeit t gegenüber seiner ursprünglichen 
Lage (in &) um den Winkel p(t) gegen den Uhrzeigersinn gedreht. 


Für den Zusammenhang der Geschwindigkeiten erhalten wir aus (2) durch 
Differentiation 4, 
Z= er (2+j02). (3) 


Eine nochmalige Differentiation ergibt für die Beschleunigungen 
Ze 2+2j62— PZ+j82). (4) 
Für die Beschleunigung im rotierenden System bekommen wir demnach 


ü=eirWZ_2j92+9#Z-j02. 


u 


5) 
Wir setzen voraus, daß das nicht rotierende Bezugssystem ein Inertialsystem ist, 
in dem das Grundgesetz der Mechanik in der Form 


m2—K (2) (6) 
gilt. Die Kraft K wird im rotierenden System, ähnlich wie Z in (2) durch 
K(Z) —K(Z) ei!) _. K(Zeir®) eier) (7) 


beschrieben. Eine im ruhenden System konstante Kraft ändert ihre Richtung 
im rotierenden System laufend im entgegengesetzten Drehsinn, wie man sich 
anschaulich leicht klarmacht. Eine Zentralkraft auf der ruhenden Scheibe, das 
heißt X —Z, bleibt nach (7) dagegen auch auf der rotierenden Scheibe eine 
Zentralkraft: XSZ. 


Beim Einsetzen von (6) und (7) in (5) entsteht 


m2=K—2jm$2+mg°Z— jmöZ (8) 
als Bewegungsgleichung für eine Punktmasse m auf der rotierenden Scheibe. 
Zur Kraft K treten drei Trägheitskräfte hinzu. Die letzte enthält die Dreh- 
beschleunigung und hat bei beschleunigten Drehungen ähnliche Trägheits- 
wirkungen zur Folge, wie sie in [252] beschrieben wurden. Sie verschwindet bei 
Drehungen mit konstanter Drehgeschwindigkeit = m. In diesem letzteren 
Fall vereinfacht sich die Bewegungsgleichung zu 


m2=K—2mjuoZ-+mw?Z. (9) 
Die erste der beiden Scheinkräfte in dieser Gleichung ist unabhängig vom Ort 


und spielt nur eine Rolle, wenn sich das Teilchen relativ zur rotierenden Scheibe 
bewegt. Sie wird als Corrouiskraft bezeichnet. Da sie den Faktor 


j 0085 jsinz=e 5 (10) 
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enthält, besitzt sie bei Drehungen gegen den Uhrzeigersinn (» > 0) eine Richtung, 
die gegenüber. derjenigen der Geschwindigkeit Z um den Winkel r/2 im Uhr- 
zeigersinn gedreht ist. Die Corıouiskraft bewirkt daher die in Abb. 253 be- 
trachtete Rechtsabweichung. Ganz entsprechend liefert sie bei Drehung der 
Scheibe im Uhrzeigersinn (w < 0) eine Linksabweichung. Das letzte Glied von 
(9) ist die Zentrifugalkrait. Sie ist geschwindigkeitsunabhängig, hängt vom 
Abstand |Z| des Punktes vom Drehpunkt ab und ist nach außen gerichtet. 
Sie wurde bereits früher in [221] und [235] erwähnt. 


254 Vektordarstellung rotierender Bezugssysteme 


Die Ausführungen von [253] sollen jetzt auf räumliche Drehungen erweitert 
werden. i(t) sei der Vektor im Inertialsystem &, dem ‚ruhenden‘‘ System, und 
beschreibe dort die „tatsächliche“ Bewegung der Punktmasse. Im System & 
rotiert das bewegte Bezugssystem 2, in dem die gleiche Punktbewegung beobachtet 
wird. Mit x (f) beschreiben wir die gleiche Bewegung, die ein mitbewegter Beobachter 
feststellt, der aber von der Bewegung seines Systems nichts weiß. Er beobachtet die 
Komponenten x;(t) und setzt sie mit Hilfe eines ab- 
solut raumfesten Koordinatentripels e;, zum Vektor 


t(t)= Se; mit = et () 


zusammen. Dies ist der Vektor der scheinbaren Be- 
wegung (dargestellt im ruhenden Bezugssystem), der 
die Drehbewegung von & noch überlagert werden 
muß, um die wahre Bewegung 


t() = BHTIEA (£) mit x = e;t (2) 


Abb.:254. Rotation des Drei der Punktmasse zu beschreiben. 


beins &,(t) um eine feste, Die Koordinatenachsen des bewegten Systems & 
durch @ = @ gegebene Achse werden vom ruhenden System aus beobachtet und 

durch &;(f) beschrieben. Ihre Drehbewegung wird 
durch Angabe der Drehwinkel zu allen Zeitabschnitten vorgegeben und eben- 
falls im ruhenden System & beschrieben: 


dd=öftt)dt ;l)=Ox&;lt) 8;(0) = e;- (3) 


Wie Abb. 254 zeigt, rotieren alle &,(£) mit der gleichen gegebenen Rotations- 
geschwindigkeit und genügen daher alle der gleichen Differentialgleichung. Sie 
unterscheiden sich nur durch ihre Anfangsbedingungen. die so gewählt sind, daß 
bei { = O0 das bewegte Dreibein der &, mit dem raumfesten der e; zusammen- 
fällt. 


Fügen wir jetzt zur scheinbaren Bewegung (1) die Drehbewegung (3) hinzu, 
so muß die wahre Bewegung (2) entsteheri. Wir tun dies. indem wir die Einheits- 
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vektoren e, in (1) durch die wahren Einheitsvektoren &,(f) des bewegten Systems 
ersetzen. Daher muß die Beziehung 


it) = Hi ld) zilt) (4) 
zwischen der wahren Bewegung (2) und der scheinbaren (1) bestehen. 


Wir versuchen diesen Zusammenhang mit x2;=e;r aus (l) koordinaten- 
unabhängig zu beschreiben. Dann entsteht aus (4) formal 


t()=Dfi)r() mit Di) = D;8E;(t)o e;- 


Das hier eingeführte Symbol D überführt offenbar einen Vektor r in einen anderen 
Vektor t, der durch Drehung aus dem ersteren hervorgeht. (D selbst ist eine aus 
je zwei nicht miteinander verknüpften Vektoren aufgebaute Größe, die also 
beim Rechnen nach links und rechts einzeln wie je ein Vektor zu behandeln ist 
und dementsprechend nach beiden Seiten mit anderen Vektoren skalar oder 
vektoriell verknüpft werden kann.) D wird als Drehungstensor bezeichnet. 
Gleichung (5) stellt die denkbar einfachste Formulierung der Aussage dar, daß 
scheinbare Bewegung t und Drehung D von X in & zusammen die wahre Be- 
wegung ti ergeben. Die sonstigen, in [26] genauer untersuchten Eigenschaften 
von Tensoren sind einstweilen ohne Belang. 


Wir führen neben D noch die zu D inverse Drehung D-! und den Einheits- 
tensor I ein, beide definiert durch die Gleichungen 


r=D"i ı=lt. (6) 


D’! macht also die Drehung D rückgängig, und I überführt jeden Vektor in sich 
selbst. Die beiden Gleichungen (6) können durch 


| D*=- Zaio®; 1= Zoo; m 


befriedigt werden. Beim Einsetzen von I aus (7) in (6) entsteht der Zerlegungs- 
satz (213.18). Beim Einsetzen von (5) in die erste Gleichung (6) entsteht 


v= DDr DAD=T, (8) 


eine Identität also, die nur mit der danebenstehenden Gleichung für alle r erfüllt 
werden kann. Wir setzen D und D’! aus (5) und (7) ein und erhalten mit 


DD = Yre,0 &8, 0 = Ir; rör=1 (9) 

genau das in (8) geforderte Ergebnis. 
Für die weiteren Überlegungen werden noch folgende Gleichungen benötigt: 
D(axb)=(Da)x (Db) D(0=1 D=öxD. (10) 


Die erste besagt, daß das Vektorprodukt nach der Drehung seine Bedeutung 
beibehält. Sie folgt unmittelbar aus der entsprechenden (trivialen) Eigenschaft 
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&;%X &, = 8; x &, des gedrehten Koordinatentripels, siehe auch (264.4). Die beiden 
übrigen Gleichungen erhalten wir aus den entsprechenden Gleichungen (3) für das 
bewegte Dreibein, in dem wir überallrechts ‚oe,‘ hinzufügen, über isummieren und 
mit (5) vergleichen. Diese Gleichungen bestimmen den Zeitablauf des Drehtensors. 


Die Bewegungsgleichung einer Punktmasse lautet im Inertialsystem: 
mi = lt, it, 1]. (11) 
Sie soll in eine Bestimmungsgleichung für die im rotierenden System beobachtete 
scheinbare Bewegung transformiert werden. 


Zunächst untersuchen wir die Transformation der Zeitableitungen von tr. 
Beim Differenzieren von (5) entsteht nach der Produktregel 
t=Di+D:r. (12) 
Hieraus wird mit (10) 
Dr=ÖöxDr=(Dö)x (Di)-D(öxr). (13) 


Auch & wird jetzt im rotierenden Bezugssystem 2 beschrieben. Aus (12) und (13) 
entstehen die leicht merkbaren Formeln: 


(14) 


Sie besagen, daß die Zeitableitung d/dt eines Vektors in & durch (d/dt + © x) 
in & ersetzt werden muß. Durch nochmalige Zeitableitung entsteht die zweite 
Gleichung (14) aus der ersten. Sie bedeutet ausführlich geschrieben 


’ ER N 2 A 
Dax) +ax)e] (15) 
=Di +23xi+öx(öxr)+öxtr]. 


Zur Relativbeschleunigung t treten also noch Zusatzterme hinzu, die von der 
Drehbewegung des Bezugssystems herrühren. 


Die Kraftwirkung im rotierenden System erhalten wir mit der Transformation (6) 
für 8 statt x aus derjenigen des ruhenden Systems: 


Kt, x, t) = D’ÄLE, ti, i] = DI, Dr, Di +öx nv). (16) 


Die Argumente t und i werden entsprechend (5) und (14) eingesetzt. Durch An- 
wendung der Drehung D’! auf (15) und Auflösung nach i entstehen die Aussagen 


i=Dii-2öxt-Öx(öxrı)-Öxt (17) 
mi= $-2möxi-möx(öxı)-möxt. 
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Die untere Gleichung folgt nach Multiplikation mit m und Einsetzen der Be- 
wegungsgleichung (11). & ist explizit durch (16) gegeben. Die Gleichungen (17) 
sehen den entsprechenden Gleichungen (253.5 und 8) für die ebene Drehung 
formal recht ähnlich, wenn man, ö, D und „x“ den dort auftretenden Begriffen 
Z, ö, e'"® und j der Ebene zuordnet. Auch hier treten zur Kraft $ drei Zusatz- 
terme von gleicher Bedeutung wie in [253] hinzu, die CorıoLiskraft, die Zentri- 
fugalkraft und der bei Veränderungen der Drehgeschwindigkeit © auftretende 
Drehrückstoß. 


Stets gilt © = &, denn die Drehachse ist ja gerade der einzige bei Drehungen 
invariante Vektor, siehe [264]. Bei fester Rotationsachse kann außerdem Glei- 
ehung (17) auf eine zu @ senkrechte Ebene projiziert werden. Bei Anwendung 
des zugehörigen Projektionsvektors &=e, + je, geht (17), wie zu erwarten, 
in die komplexe Gleichung (253.8) der rotierenden Scheibe über, siehe 
[Ü 25.1]. Die Bewegungsgleichung (17) gilt in jedem Bezugssystem, das 
sich um eine durch @ beschriebene Drehung von einem Inertialsystem unter- 
scheidet. Bei 80 verschwinden die Zusatzterme, und es entsteht wieder 
mi=R. 


(17) läßt erkennen, daß der Drehtensor D im allgemeinen gar nicht explizit 
benötigt wird. Ist trotzdem nach dem Zusammenhang der Komponenten x, und Z; 
von (1) und (2) gefragt, so projizieren wir (5) auf e, und zerlegen r in Komponenten. 
Dann entsteht die Matrixgleichung 


= &t= 6, DYe% = Dt (18) 
mit den Koeffizienten 
Da = 8; De; = ei (delt) o 0) a = eilt), (19) 


die somit direkt aus D bzw. aus den &,(t) berechnet werden können. 


255 Einfluß der Erdrotation 


Da die Erde sich, dauernd um ihre eigene Achse dreht, ist das Bezugssystem 
„Erde‘ sicher kein Inertialsystem, sondern es müssen die Trägheitskräfte von 
(254.17) auftreten. Da die Rotation mit praktisch konstanter Winkelgeschwindig- 
keit erfolgt, werden nur CorıoLıskraft und Zentrifugalkraft beobachtet. 


Zunächst wird das Zusammenwirken von Schwerkraft und Zentrifugalkraft 
auf einer kugelförmig und starr vorausgesetzten Erde untersucht. Bei einer auf 
der Erdoberfläche ruhenden Masse treten nur diese beiden Kräfte auf. Nach 
Abb. 255.1 unterscheidet sich die scheinbare Schwerebeschleunigung 


=g—-Öx(öxı mit g=-9— (1) 
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von dem Vektor gder ruhend gedachten Erde. g’ unterscheidet sich durch Betrag 
und Richtung von g. Den Betrag g’ erhalten wir durch Quadrieren von (1): 
"=P—29löx (öxr)]+[öx (öxı)? 


=P—- 2x) (ÖxXN+EÄX(ÖX LT. w 


Die Wurzel von (2) liefert mit 9 = — gr/r bei Vernachlässigung höherer Potenzen 
als w? 


= \/®— (ax @xn=g]1- 2 @xn: 
r gr (3) 
mi 2 
=9(1— > )=slı = 7 008°) 


Hier taucht der dimensionslose Faktor »?r/g auf, der mit den Werten 


2r 


FERN DEE 10-51 
= graz = 1,29. 10°°5 (4) 


g = 9,82 ms”? r = 6,37 - 10°m 0) 


für die relative Abweichung auf 


DE. 


(8) 


führt, also weniger als 0,5% ausmacht. Die Ver- 
nachlässigung höherer Potenzen war daher be- 
rechtigt. 


Den sehr kleinen Winkel 69 zwischen den Vek- 
toren g und g’ erhalten wir durch 


’ x g 
Abb. 255.1. öp=-tandp ; (6) 
Der Einfluß der Erdrotation auf 
- die Schwerebeschleunigung Beim Einsetzen von g’ aus (1) wird im Zähler 


g9xg=0 berücksichtigt, im Nenner kann g’ 
unter Vernachlässigung höherer Potenzen von w? durch g ersetzt werden. Dabei 
entsteht zunächst 


1 r m er I. en 
89= 9. x (ax (öxn))|=-öxroörl (7) 
und endgültig also für die Winkelabweichung 
59= T7- esa sina=5, sin2a. (8) 


Die scheinbare Schwerebeschleunigung g’ variiert also mit der geographischen 
Breite x um Größenordnungen von maximal 0,5% und weicht um den Winkel dp 
aus (8) ab, der von der gleichen Größenordnung ist. Die Abweichung 59 ist 
bei = 45° maximal. Sie verschwindet an den Polen und am Äquator. 
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Da die Erde aber keine starre Kugel, sondern ein deformierbarer Körper ist, be- 
wirkt der kombinierte Einfluß von Schwerkraft und Zentrifugalkraft eine Defor- 
mation der Erde, bei der die Pole abgeplattet werden und der Äquator verstärkt wird. 
Dem deformierten Erdkörper entspricht eine veränderte Schwerebeschleunigung, 
die zusammen mit der Zentrifugalbeschleunigung dazu führt, daß der nunmehr 
ebenfalls veränderte Vektor g’ überall senkrecht auf der deformierten Erdober- 
fläche steht (wäre diese Bedingung nicht erfüllt, so würden die Wassermassen 
der Erde so lange im-Potentialgefälle strömen, bis wirklich g’ überall senkrecht 
stünde). Er wird hier vorübergehend mit g bezeichnet. Die Berechnung von g und 
der Erddeformation ist ein kompliziertes Problem der Hydrostatik siehe [856]. Für 
die Bewegung einer Masse m an der Erdoberfläche unter dem Einfluß der Schwer- 
kraft gilt nunmehr die Gleichung 


i=j—2(@xi), | (9) 
wobei 9 überall senkrecht auf der Oberfläche der deformierten Erde steht. Der 


Betrag von g wird dem Experiment entnommen. 


Der Einfluß der CorıoLiskraft muß sich nach den Ausführungen von [253] auf 
der nördlichen Halbkugel als Rechtsdrehung und auf der südlichen Halbkugel 


Abb. 255.3. Zum FoucAuLTschen Pendelversuch 


Abb. 255.2. Spur des Foucauutschen Pendels. Die gleiche 
, Spur entsteht bei einem Pendel im Inertialsystem, wenn die 
Unterlage mit &, entgegen der Pfeilrichtung gedreht wird 


als Linksdrehung bemerkbar machen, da der Drehsinn jeweils mit Blick- 
richtung auf den näheren Pol definiert wird. 

Den einfachsten Nachweis der Erddrehung liefert das Foucaurssche Pendel: 
Ein Kugelpendel führt ebene Pendelbewegungen aus (siehe [315], Bewegungen 
mit Z = e,2 = 0). Zeichnet man die Pendelbewegung auf einer darunter befind- 
lichen Unterlage auf, so entstehen jedoch Bahnen entsprechend Abb. 255.2, die 
so aussehen, als würde sich die Unterlage unter dem Pendel langsam drehen. 
Diese Drehung entspricht der Erdrotation. Infolge seiner Trägheit behält das 
Pendel seine Schwingungsebene bei, während sich die Unterlage mit der Erde 
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darunter dreht. Diese Drehgeschwindigkeit ist von der geographischen Breite & 
abhängig, weil nur die auf der Erdoberfläche senkrechte Komponente zur Rota- 
tion beiträgt, und gerade diese wird beim FouvcAuutschen Pendel beobachtet. 
Nach Abb. 255.3 ist 

0,= = w cos (r/2 —-o)=osina. (10) 
Die Komponente |w,| ist an den Polen am größten und verschwindet am Äquator. 
(An dieser Überlegung ist zunächst ungewohnt, daß auch der Vektor & der Dreh- 
geschwindigkeit in Komponenten zerlegt werden kann, und zwar genauso, wie 
von einer Geschwindigkeit p in vorgegebener Richtung a die Komponente va/a 
übrigbleibt.) 


Bei waagerechten Bewegungen auf der Erdoberfläche macht sich die CoRIOLIS- 
beschleunigung von (9) als Rechtsabweichung (auf der Nordhalbkugel) bemerkbar. 
Diese Abweichung ist jedoch ziemlich klein. Bei einem Artilleriegeschoß, das sich 
mit der Geschwindigkeit v® = 300 ms”! bewegt, entsteht in der geographischen 
Breite & = 45° über eine Entfernung von x = 10km eine Rechtsabweichung 
von 17m. 


Schließlich soll noch der freie Fall unter dem Einfluß der Corıouıskraft ent- 
sprechend (9) untersucht werden. Dabei wird 2 x ti als klein angesehen. Für 
die Lösung der Differentialgleichung (9) wird der Ansatz 


= +9) 1) 


gemacht. Das erste Glied beschreibt den ungestörten freien Fall. y(f) soll die als 
klein vorausgesetzte Störung enthalten. Beim Differenzieren von (11) entsteht 


T=gi+Hl. (12) 
Bei nochmaligem Differenzieren muß Gleichung (9) erfüllt werden, was nur mit 
h=—-20 xi=—20XxX (gt) (13) 


möglich ist. Der Vektor ) sowie seine Ableitungen sind klein und proportional 
zu @. Verzichten wir auf Glieder höherer Ordnung in @, so kann ti) im letzten 
Ausdruck von (13) gegen gt vernachlässigt werden, und für y(f) ergibt sich 
(näherungsweise) nach zweimaliger Integration 


© 6 
yy-—F(öx 9). (14) 
Der freie Fall unter dem Einfluß der CorioLiskraft wird somit durch (11) und 
(14) beschrieben. 


Der Vektor 5 zeigt in Richtung der negativen z-Achse und der Vektor -öxg 
zeigt, wie Abb. 255.4 entnommen werden kann, von r aus nach Osten. Legt 


12 Macke, Teilchen. 3. Aufl. 
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man daher die x-Achse nach Osten, so entstehen aus (11) und (14) durch Projek- 
tion auf e, und e, die Gleichungen 


=. odoos« Ip (15) 
ar ie 
Für die Bahn z(x) entsteht aus diesen Gleichungen durch Elimination von £ 
EI | 3% 2/3 
=, (az) 116) 


Die Ostabweichung beim freien Fall ist sehr klein, sie beträgt bei x = 45° nur 
1,5 cm für 100 m Fallstrecke. (Im folgenden wird 


das in diesem Abschnitt gebrauchte 5 wieder 
mit g bezeichnet.) 


Abb. 255.4. Freier Fall auf der rotierenden Erde 


256 Bewegung im homogenen Magnetield 


Eine elektrisch geladene Punktmasse m mit der Ladung e bewege sich unter 
dem Einfluß einer Kraft 8 und befinde sich zusätzlich in einem konstanten Magnet- 
feld 8. Nach (225.2) lautet die Bewegungsgleichung in einem Inertialsystem 


mi—-ÄterxX®B. (1) 
In einem mit konstantem & rotierenden Bezugssystem wird sie nach (254.17) 
mi—=R—2MEXI-MÖXK(ÖXN)-—BXÜ+SXT, (2) 


also zunächst komplizierter als (1). Betrachtet man die Bewegung aber in einem 
System, das mit der LArmorfrequenz 


3 B (3) 


rotiert, so kompensieren sich die in w linearen Glieder, und die Bewegungsglei- 
chung (2) erhält hier die vereinfachte Form 


| mi-K+möLRxX(öL x). (4) 


Handelt es sich um ein schwaches Magnetfeld, so ist neben |®| auch |ör,| klein, 
und Glieder von höherer als erster Ordnung in |ö,| können vernachlässigt 
werden. 

Vergleicht man (4) und (1) miteinander, so stellt sich heraus, daß im schwachen 
homogenen Magnetfeld ® eine Bewegung stattfindet, die im rotierenden Koordi- 
natensystem dieselbe Gleichung befriedigt, der das Teilchen im ruhenden System 
ohne Magnetfeld genügen würde. Ein schwaches Magnetfeld erzeugt also eine 
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Rotation mit der durch ® bestimmten Frequenz @r. Im Inertialsystem entsteht 
die Teilchenhahn ı (f) als Überlagerung einer durch die gegebene Kraft bestimmten 
Bahn und einer Rotation mit der Larmorfrequenz (3). 

Der Einfluß eines homogenen Magnetfeldes beliebiger Stärke soll im folgenden 
Beispiel untersucht werden. Die rücktreibende Kraft sei die des dreidimensionalen 
harmonischen Oszillators. Die Bewegungsgleichung (1) lautet dann nach Ein- 
führung der Larmorfrequenz (3) 


mi=—moli+2möLxXtr. (5) 


Werden nur Bewegungen betrachtet, die in einer Ebene senkrecht zu ö, liegen, 
so wird diese Gleichung zweckmäßig auf die komplexe Ebene projiziert. Analog 
zu (218.10 ff) entsteht a e 
Z+92—2jw,Z=0 (6) 


als komplexe Differentialgleichung, deren allgemeinste Lösung nach (145.6) in 
der Form 
Z= Aej®+t 4 Beie-! (7) 


dargestellt werden kann. A und B sind komplexe Integrationskonstanten, die 
die Anfangsbedingungen auf der Ebene festlegen, während die Frequenzen w, 
und w_ nach Einsetzen von (7) in (6) der Bedingung 

wi — 20,0, — 0 =0 (8) 


unterworfen werden. Die allgemeinste Bewegung in der Ebene setzt sich daher 
aus Rotationsbewegungen mit den Kreisfrequenzen 


o+=wı,+/w+wL (9 


zusammen. Speziell w, geht für große und kleine Schwingungsfrequenzen &, in 


+ @L 
ww 


für 2 @L (10) 
2wL 


über. Im Falle w, > wj entsteht also die Zusatzrotation entsprechend (3). Im 
Falle &, > 0 dagegen bewirkt das nunmehr allein vorhandene Magnetfeld eine 
Rotation mit der doppelten LarMmorfrequenz 2oy. 


Übungsaufgaben 


25.1. Man zeige, daß die Darstellung (254.17) der Bewegung im rotierenden Bezugssystem 
bei Projektion auf die komplexe Ebene in (253.8) übergeht. 


25.2. Nach welchem Punkt der Erdachse ist in Dresden die Vertikale gerichtet? Nach welchem 
Punkt die reine Erdanziehung? Wie groß ist sie? Meridianschnitt näherungsweise 
Ellipse: 

a = 6,378 - 10° m, b = 6,357 : 10° m, 5 = 9,81128 ms”, p (Dresden) = 51° 03’. 


25.3. Für den freien Fallam Äquator ist die Ostabweichung durch Vergleich der Fallbewegung 
mit der gleichzeitigen Bewegung des Bodenpunktes zu bestimmen (k = 100 m). 
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26* Tensoren. Drehungen, Determinanten 


Zusammenfassung: Lineare homogene Transformationen des Raums können in der 
Form v’= Tr durch Tensoren T dargestellt werden. In der Form T = 2,7, o e, transformiert 
der Tensor T ein Dreibein e, in drei charakteristische Vektoren T,. Die Zerlegung dieser 
Vektoren T; = &,e,7,, in Komponenten liefert die Komponentendarstellung T = &,, e; 0 8, T;x 
des Tensors. Die Tensorkomponenten werden nach den Regeln der Matrizenrechnung mit- 
einander verknüpft. Jeder Tensor besitzt drei Eigenwerte und Eigenvektoren, die der Glei- 
chung Tr = }r genügen, aber nur bei symmetrischen Tensoren alle drei reell sind. Ein sym- 
metrischer Tensor wird durch eine charakteristische Fläche, das Tensorellipsoid, veranschau- 
licht. Antisymmetrische Tensoren lassen sich in der Form A=Wx I=1x W durch Vektoren U 
beschreiben. Ihre Spur und Determinante verschwinden. — Tensoren T=D mit |D|=-+1 
sind Drehungen. Sie überführen ein rechtshändiges Dreibein e, wieder in ein rechtshändiges 
Dreibein &,. Die Komponenten des Drehtensors sind dann D,,= e,&,. Infinitesimale Drehun- 
gen können durch D=I+döxI dargestellt werden. Bei der Vorgabe mehrerer Drehungen 
ist die Reihenfolge zu unterscheiden und auch, ob die Drehvorschriften in einem raumfesten 
oder einem körperfesten System vorgegeben werden. — Jede Drehung kann durch eine Dreh- 
achse und einen Drehwinkel charakterisiert werden. Eine andere Darstellung räumlicher 
Drehungen ist die durch die EuLErschen Winkel y, % und g. Hier setzt sich die Gesamt- 
drehung aus drei körper- oder raumfest vorgegebenen einzelnen ebenen Drehungen zusammen. 


Die Verknüpfungsvorschriften für Matrizen sind verallgemeinerungsfähig. n-zeiligen und 
n-spaltigen Matrizen läßt sich als Matrixfunktion die Determinante zuordnen. Neben be- 
stimmten einfachen Rechenregeln gilt für Determinanten der Produktsatz |AB|=|4|- || 
und der Entwicklungssatz (268.3): 


Al EA, LrAıa --- 3% un Ausg Ein Konnte 
Der letztere bietet die Möglichkeit, reziproke Matrizen und Tensoren zu bestimmen, lineare 
Gleichungssysteme zu lösen und reziproke Vektorsysteme aufzufinden. Volumenelemente von 


Mehrfachintegralen transformieren sich mit der Funktionaldeterminante. Die letztere ver- 
schwindet, wenn zwei der Transformationsfunktionen voneinander abhängig sind. 


261 Darstellung von Raumtransformationen durch Tensoren 


Eine Transformation aller Raumpunkte, die jeden Ort r in einen zugehörigen 
Ort r’ überführt. beschreiben wir formal durch 


t > ! = Tr=ıT. () 


‚Je nach Schreibweise charakterisiert T oder T die Raumtransformation. Wir be- 
schränken uns auf lineare Transformationen mit den Eigenschaften 


T(er)=e(Tr) Tu+r)=-Tu+T% (2) 


und bezeichnen das für die Transformation charakteristische Symbol T als Tensor, 


T als den zu T transponierten Tensor: 
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Summe und Produkt zweier Tensoren werden formal durch die Forderungen 
(U+V)r=Ur+Vr (UV)r=U(Vi) (3) 


definiert und bestimmen die Tensoralgebra. Aus der Definition (1) und (2) der 
Tensoren und den Definitionsgleichungen (3) lassen sich die Rechenregeln 


U+V=V+U UV=+-VU 
(T+U)+V=T+(U+V) (TU)V=T(UV) (4) 
T(U+V)=TU+TV 


unmittelbar ableiten. Sie haben zur Folge, daß man mit Tensoren wie mit Zahlen 
rechnen darf, lediglich bei Produkten muß die Reihenfolge der Faktoren im all- 
gemeinen beibehalten werden. 


Durch die Linearitätsforderung (2) werden die von den Tensoren erfaßten. 
Raumtransformationen erheblich eingeschränkt. So läßt die erste der Gleichun- 
gen (2) mit c = 0 erkennen, daß der. Vektor r = O0 in den Vektor r’ = O0 trans- 
formiert wird, daß (1) also nur Transformationen enthält, die den Bezugspunkt 
invariant lassen. Alle. Vektoren gleicher Richtung und verschiedener Länge be- 
sitzen nach der Transformation eine im allgemeinen andere, aber gemeinsame 
Richtung und behalten die ursprünglichen Längenverhältnisse bei. Die Trans- 
formation T ist also durch Angabe der Transformation aller Einheitsvektoren 
bereits hinreichend charakterisiert. Die zweite Gleichung (2) enthält weitere 
Vereinfachungen. Da im dreidimensionalen Raum nach (213.5) jeder Vektor als 
Linearkombination von drei Grundvektoren dargestellt werden kann, genügt es, 
die Transformation dieser drei Grundvektoren zu kennen, um daraus die Trans- 
formation eines beliebigen Vektors zu berechnen. 


Diese Überlegungen führen zu quantitativen Aussagen. Wir führen ein be- 
liebiges Dreibein von Einheitsvektoren e, ein und zerlegen den in (1) zu transfor- 
mierenden Vektor r in Komponenten. Dann entstehen die Gleichungen 


= Niet; = Tr=Tyeu= Toms 3% 
v = tT = (D2;e;) T = Sa;(e;T) = Ia;Ti: 
Zunächst wird in Tı die Zerlegung eingesetzt. Dann wird — wegen der Linearitäts- 
eigenschaft (2) — das Summenzeichen nach links gerückt und 
T;=eT=T; (6) 
als der aus e, hervorgehende Vektor eingeführt. Die zweite Zeile von (5) enthält 
die entsprechenden Formeln für den transponierten Tensor T. Die drei in (6) 
enthaltenen charakteristischen Vektoren T, bestimmen somit den Tensor voll- 


ständig, denn mit ihrer Kenntnis ist es nach (5) möglich, zu jedem Vektor r den 
zugehörigen transformierten Vektor r’ anzugeben. Ein Einheitswürfel mit den 
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Kanten e,, e, und e, wird nach (6) in ein Parallelepiped mit den Kanten T,, T, 
und 7, transformiert. Für die Volumina gilt 


[eı; 2, E3] =” I 2, %]=0. (7) 


Der Einheitswürfel wird also auf das Volumen Ö transformiert. Wegen der 
Linearität (2) wird daher ein beliebiges Volumen von Raumpunkten t in ein solches 
transformiert, das um einen Faktor Ö größer ist. D ist also das Verhältnis der 
Volumina nach und vor der Transformation. 


Durch Einsetzen von x; = e;t in (5) entsteht für den Tensor die explizite Dar- 
stellung 


T setzt sich also aus jeweils zwei nicht miteinander verknüpften Vektoren zu- 
sammen und kann daher nach beiden Seiten skalar oder vektoriell mit Vektoren 
oder anderen Tensoren verknüpft werden. T verhält sich somit nach rechts und 
links einzeln wie je ein Vektor. Tr in (1) bedeutet die skalare Verknüpfung des 
Tensors (8) mit dem Vektor r. 


Spezielle Beispiele von Tensoren sind der Nulltensor und der Einheitstensor, 
definiert durch 


Or=0 Ir=r I= I,e,0 0. (9) 
O überführt alle Raumpunkte in den Bezugspunkt. I überführt jeden Vektor 
in sich selbst. Nach dem Zerlegungssatz (213.18) kann I durch die letzte der 
Gleichungen (9) beschrieben werden. Die Tensoren 
PR= 106 Pe=& 00, +%0% (10) 
sind Projektionstensoren. P, projiziert jeden Vektor auf die Achse e,. P,, stellt 
Projektionen auf die durch e, und e, gegebene Ebene dar. 


Der zu T inverse Tensor T-! wird als Umkehrtransformation zu (1) definiert: 
ı=T"r, wen [8,8% 3%1+0. (11) 


Eine solche existiert nur, wenn die Zuordnung (1) eindeutig umkehrbar (einein- 
deutig) ist. Der Nulltensor und auch die Projektionstensoren erfüllen diese Be- 
dingung nicht. Die Tensoren O-! und P-1 existieren also nicht. Offenbar ist zur 
Eineindeutigkeit der Transformation notwendig, daß Raumgebiete wieder in 
Raumgebiete überführt werden und nicht in Gebiete von niederer Dimension. 
Die Bedingung hierfür ist nach (7), daß ÖO=+0 sein muß, daß also die Vektoren T,, 
T, und T, nicht in einer Ebene liegen. 

Der Einheitstensor I besitzt natürlich das triviale Inverse I"! = I. Zu einem 
beliebigen durch (8) definierten Tensor T können wir, wie anschließend bewiesen 
wird, den inversen Tensor folgendermaßen konstruieren: 
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Er enthält drei von T, im allgemeinen verschiedene Vektoren T;, die sich sofort 
angeben lassen 


1 IX I 1 IzxT I TıX Ta 
PENEER.. Sri) BU ee, ER. CE. SR 1 
Gm. 5,8] am... | 9 


unddie diein (12)noch geforderten Bedingungen erfüllen, wie manleicht kontrolliert. 
Beim Einsetzen von (1) in (11) und umgekehrt entstehen die Forderungen 
T-1T = TT-1 =]. Zum Beweis setzen wir T und T-! aus (8) und (12) ein und 
erhalten 

TIT= ae og = Dir da = Disoe;=1 


14 
TTI= To 90 %= Yardıo Gr Vo dü=E. . 


Damit ist T-!T = I bewiesen. Für TT-! =E führen wir den Beweis wie folgt: 
Ein beliebiger Vektor 3 läßt sich unter der Voraussetzung (11) stets als Linear: 
kombination der Vektoren 7, darstellen. Daraus folgt 
3 = Task E3= Ya Yu = Ti =3. (15) 
E reproduziert also jeden Vektor 3 und ist daher mit I identisch. 
Nunmehr zerlegen wir auch die in (6) eingeführten charakteristischen Vektoren 
Ir = dZieTir (16) 


nach dem gleichen System von Einheitsvektoren e; in Komponenten. T,, ist die 
i-te Komponente des Vektors T,. Für das Volumenverhältnis (7) entsteht hierbei 
nach (215.4) 


O= 1%, %, T]=|T:rll=|T]; an) 


also die zu den insgesamt neun Koeffizienten T',;, gehörige Determinante (über 
Determinanten siehe auch [267]). Bei zwei aufeinanderfolgenden Transforma- 
tionen U und T entsteht erst OÖ, und dann U, als Volumenvergrößerung, ins- 


gesamt also 
O=O7Ör ru = |T1- Jul] (18) 


Hieraus folgt ohne weitere Begründung, daß die zum Produkttensor TU gehörige 
Determinante gleich dem Produkt der zu T und U gehörigen Determinanten 
ist. (Ein allgemeiner Beweis hierfür wird in [267] gegeben.) 


Nach Einführung von (16) gilt für die Tensoren (8) 


T= Yo &T;r 
T= Yrie0 &T;r 


Te = dieT;r 
Te;= ıTireı 


Te, =T;r (19) 
&T5;=Tir- 


Die zweite und dritte Gleichung folgen aus der ersten durch rechtsseitige und 
durch beiderseitige Projektion auf Einheitsvektoren. In der zweiten Zeile stehen 
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die entsprechenden Gleichungen des transponierten Tensors, dessen Komponenten 
offenbar entsprechend 


T= Yr60 Tin = Direio Th; (20) 
aus denen von T durch Vertauschung der Indizes hervorgehen. 


In der Darstellung (19) wird jeder Tensor durch insgesamt 9 Komponenten T';z 
charakterisiert, die Komponenten der Vektoren T;. Sie bilden in der Form 


T,ı Te T,3 100 
(T;x) = T,, T 5, T 3 (6,5) = 010 (21) 
Ts: Das Las 001 


ein Matrixschema, das bei der Einheitsmatrix (ö;,) besonders einfach ist. Die Matrix 
der Tensorkomponenten (21) bestimmt auch die Transformation der zu (1) ge- 
hörigen Komponenten. Durch Projektion von (1) auf e, bilden wir 


x = er = e;Tt a; e; TS rer X = re; Te,2, (22) 


= DT = Dry Tri (23) 


für die Transformation der Komponenten x;. 


und erhalten 


Nach (3) ist T = UV wieder ein Tensor. Die Komponenten des Produkttensors 
berechnen wir durch beiderseitige Projektion nach folgendem Schema 


T,: = e;Te;= e;UVe,= e;UIVe, = Djele,; (6) e;Ve; = Di U; V;r- (24) 


Zunächst wird ohne Schaden der Einheitstensor I zwischen U und V eingefügt 
und dann I aus (9) eingesetzt. Das Ergebnis stellt in 


T-Uy T= ZU Pin (25) 


eine Verknüpfung der Koeffizienten dar, die als Matrixmultiplikation bezeichnet 
und in [267] noch verallgemeinert wird. 


Abschließend betrachten wir die Tensoren noeh von einem etwas veränderten 
Standpunkt. r’ (rt) sei eine analytisch irgendwie vorgegebene Raumtransformation 
und soll um den Bezugspunkt r = 0 entwickelt werden. So entsteht durch Zu- 
sammenfassung der Potenzentwicklungen der Funktionen x; = x; (&] , %a, %;) 

YO +elzer] BEE (26) 

t t=0 
&ls Potenzentwicklung nach den Komponenten von r. Wir beschränken uns auf 
die Betrachtung einer kleinen Umgebung von r = 0 und vernachlässigen die 
höheren Entwicklungsglieder in (26). Dann stellt die rechte Seite dieser Gleichung 
einen in tr linearen Ausdruck dar. Verschwindet auch noch das erste Glied, 
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bleibt der Koordinatenursprung also entsprechend r’(0) = 0 invariant, so stellt 
(26) eine lineare homogene Transformation des Raums dar von der Form 


(27) 


T ist der zu dieser Transformation gehörige transponierte Tensor, und die Koeffi- 


zienten dieses Tensors sind dxı 


Tx=Tu= d2,° 


(28) 


An diese Überlegungen wird in [269] angeknüpft. 
Jeder Tensor T läßt sich entsprechend 
T=S+A mit 5=S ÄA=-A (29) 


in zwei Anteile S und A zerlegen, die sich beim Übergang zum transponierten 
Tensor symmetrisch bzw. antisymmetrisch verhalten. Der zugehörige transponierte 
Tensor ist dann Sr 
T=S+A=S-A. (30) 
Diese beiden Gleichungen enthalten nach Auflösung die Rechenvorschriften 
S=-(T+T)2= Yıraıo Sr Se + Si 
A=(T- T)2= Direso Air Ar — Ari 


zur Bestimmung von S und A. Das Matrixschema von $ bleibt also invariant 
bei Spiegelungen an der Hauptdiagonalen (durch ik = 11, 22, 33 gekennzeichnet), 
dasjenige von A wechselt sein Vorzeichen. Die durch (31) definierten Tensoren $ 
und A werden als symmetrische und antisymmetrische Tensoren bezeichnet. Von 
den Komponenten $;, sind sechs linear unabhängig (in der Hauptdiagonale und 
oberhalb von ihr), die übrigen folgen aus den Bedingungen (31). Die Koeffizien- 
ten A,;, verschwinden in der Hauptdiagonale, nur drei von ihnen können unab- 
hängig voneinander gewählt werden, die übrigen folgen aus (31). Von den ins- 
gesamt neun Größen, die einen Tensor charakterisieren, sind also sechs in seinem 
symmetrischen Anteil S und drei im antisymmetrischen Anteil A enthalten. 


(1) 


262 Symmetrische Tensoren 


Zunächst soll die Frage untersucht werden, ob es Vektoren gibt, die die Gleichung 


Tr=ir (1) 


erfüllen. Das sind also Vektoren, deren Richtung bei Anwendung des Tensors T 
unverändert bleibt und deren Länge sich dabei lediglich um einen Faktor A 
ändert. Sie werden als Eigenvektoren des Tensors T bezeichnet. A ist der zu r 
gehörige Eigenwert. Zunächst formen wir (1) um, entsprechend 


Ur=0 mit U=T-AI und |U]=0. (2) 
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Existiert zu dem hier definierten Tensor U der reziproke Tensor U-!, so 
geht diese Gleichung nach Multiplikation mit U!in U1Ur =r = O über. Eigen- 
vektoren r +0) existieren also nur, wenn es zu U kein Reziprokes gibt. Nach 
(261.11) bedeutet dies, die Determinante |U| muß verschwinden. 


Diese Forderung ist in der Form 


|T- Al = 0 = 4, (3) 


nach Entwicklung der Determinante entsprechend (214.8) eine Gleichung dritten 
Grades für A. Sie liefert drei mit A, bezeichnete Eigenwerte. Bekanntlich sind die 
Wurzeln einer Gleichung dritten Grades mit reellen Koeffizienten entweder alle 
reell, oder aber eine Wurzel ist reell und die übrigen beiden sind konjugiert kom- 
plex. Nach Bestimmung der Eigenwerte aus (3) untersuchen wir jetzt die zu- 
gehörigen Eigenvektoren r=re,. Wegen der Linearität von (1) wird diese 
Gleichung für beliebige r erfüllt. Es interessieren daher nur die Richtungen £, 
der Eigenvektoren, die den Gleichungen 


Te, = 4,8, e=1 (4) 
genügen müssen. Aus diesen Gleichungen kann bei aus (3) gegebenem A, die zu- 
gehörige Eigenrichtung ®, bestimmt werden. 


Ist T = $ ein symmetrischer Tensor, so gelten die Gleichungen 
=$ Se, = 1,8, 8,5= 1,8. (5) 


Da A, und &, möglicherweise komplex sein könnten, projizieren wir (5) auf &%, 
so daß 
EEE, = E,SEx — A,EzE, A,=6xSE,jeyE, (6) 


entsteht. Diese Gleichung läßt klar erkennen, daß die Eigenwerte A, und dem- 
zufolge auch die Eigenvektoren &, bei symmetrischen Tensoren alle drei reell sein 
müssen. Gehen wir in (6) nämlich zum konjugiert Komplexen über, so entsteht 


Ar = &,S*e*r/e*o, = A, wegen S* =S$ und &,Se* = &*Se, = &*Se,. 
Nunmehr projizieren wir (5) auf €, und erhalten 
8,5 8; =7 RR == ApE,p (7) 
je nachdem, ob die zweite oder dritte der Gleichungen (5) verwendet wird. Aus 
dem letzten Gleichheitszeichen folgt 
Die Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal. Sind zwei 
Eigenwerte gleich, gilt also A, = A;, so müssen die zugehörigen Vektoren &, und & 


nicht orthogonal sein, können aber orthogonal gewählt werden, wie hier nicht 
bewiesen werden soll. 
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(7) und (8) erhalten nunmehr die Form 


8,5 & = ÖypAg Ep = Özp: (9) 


Diese Gleichung ermöglicht die Darstellung des Tensors$ durch seine EigenwerteA,. 
Wir bilden zu diesem Zweck im System der Eigenvektoren 


S = ISI = N ap°x ° 8,585 o° & = apda ° BzÖgAn 


(10) 


Diese Darstellung von S wird als Hauptachsendarstellung bezeichnet. Den rezi- 
proken Tensor $-1 erhalten wir hier einfach, indem wir A, durch A]! ersetzen, 
Beweis durch Einsetzen in S1S = 1. 


Als Spur eines Tensors bezeichnen wir die Summe seiner Diagonalelemente 
SPT=3Ti=2ddıTr=dIaiTir- (ıl) 


Die weiteren Ausdrücke in (11) lassen erkennen, daß die Spurbildung eines Tensors 
darin besteht, beide Seiten dieses Tensors, die ja einzeln vektoriellen Charakter 
besitzen, miteinander skalar zu verknüpfen. SpT unterscheidet sich von T also 
durch Fortfall des Zeichens o und besitzt somit in gleicher Weise invarianten 
Charakter wie ein skalares Produkt. (11) ändert sich daher nicht beim Übergang 
zu einem beliebigen anderen System von Einheitsvektoren. In der Zerlegung 
T=5+A (261.29) besitzt der antisymmetrische Anteil A keine Diagonal- 
elemente. Es gilt daher 


SpA=0 SpT=SpS. (12) 


Im System der Eigenvektoren &, gilt 


Hiernach ist die Spur also einfach gleich der Summe der Eigenwerte A, des Tensors. 
Für die Spur des Einheitstensors gilt entsprechend SpI = 3. 


Nunmehr sollen die Eigenschaften eines symmetrischen Tensors geometrisch 
veranschaulicht werden (analog, wie ein Vektor durch einen Pfeil veranschaulicht 
werden kann). Die durch den symmetrischen Tensor $ definierte Transformation 


T > vr (14) 


ordnet jedem Vektor x einen transformierten Vektor r’ zu. Da mit r—r’ auch 
2r — 2r’ zugeordnet wird, sind nur die einander zugeordneten Richtungen e’(e) 
und das Größenverhältnis r’/r wichtig, um einen speziellen Tensor zu charakteri- 
sieren. 
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Die Richtungsbeziehungen sind entsprechend (14) aus 


hie IE = 286 
e=7 TE" Ise (15) 


zu entnehmen. e ist diealte und e’ die neue Richtung. Anstelle des Längenverhält- 
nisses r’/r betrachten wir die einfacher zu handhabende charakteristische Größe 


Ale)=er/r=eSt/r=eSe. (16) 


Nach Projektion des transformierten Vektors r’ auf die ursprüngliche Richtung e 
gibt (16) das Längenverhältnis zwischen diesem Pro- 
jektionsabschnitt und der ursprünglichen Länge r des 
Vektors an. Der Vergleich mit (9) für x = zeigt. 
daß für die Eigenvektoren, die ja bei der Transforma- 
tion (14) ungeändert bleiben, sich (15) und (16) zu 


ei) >E A&,) = A, 17) 


vereinfachen. 


Um die für den Tensor $ charakteristischen Größen 
zu veranschaulichen, definieren wir die quadratische 
Form 


Fi)=1Sr=- Data DE. (18) 


Hier betrachten wir g = Le;&; = 8, &, als vari- 
ablen Vektor. Die Gleichung 


Abb. 262. Tensorellipsoid 
F(r) mit den Eigenvek- 
toren @, (Hauptachsen). Die 


Richtung e wird in die Nor- Fir)=1 2) 19 
malenrichtung e’ der Ten- ® Dusahn ve 
sorfläche transformiert stellt die Gleichung einer Fläche zweiten Grades im 


dreidimensionalen Raum dar. Wegen F(—r) = F(r) 
hat sie ihr Symmetriezentrum bei x = 0. Sind alle Eigenwerte A, positiv [bzw. 
negativ mit —1 statt +1 in (19)], so beschreibt (19) das in Abb. 262 dar- 
gestellte Ellipsoid. Mit £ = |r| erhalten wir eine Polardarstellung der durch (18) 
und (19) gegebenen Fläche in der Form 
Pese=1 l/E(e)?=eSe=A(e) t=e£(le). (20) 
Diese Gleichung ordnet jeder Richtung e in Abb. 262 den zugehörigen Abstand & 
der Fläche vom Bezugspunkt zu. Dieser Abstand ist also ein reziprokes Maß für 
die charakteristische Größe (16). 

Wir betrachten jetzt den Gradienten der Fläche (19) in einem ihrer Punkte x 
und erhalten 


or r 
Fr treS=25:=2r. (21) 


Die Richtigkeit dieser Gleichungen kann durch Übergang zu den Komponenten 
nachgeprüft werden. Das zweite Gleichheitszeichen ist wegen S = $ berechtigt. 
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Da der Gradient die Normalenrichtung der Fläche besitzt und nach (21) zu £’ 
und damit zu e’ proportional ist, erhalten wir die transformierte Richtung e’ 
in Abb. 262 durch Bildung der Flächennormale. 


Zusammenfassend läßt sich somit feststellen, daß ein symmetrischer Tensor 
entsprechend (18), (19) und Abb. 262 durch eine charakteristische Fläche zweiten 
Grades dargestellt werden kann. Die vom Tensor bewirkte Transformation (14) 
enthält die charakteristischen Größen 


h(e)=eSe=1/£(e)? = m 2 (22) 


Sie sind dem Tensorellipsoid unmittelbar zu entnehmen. 


Gelegentlich wird einem symmetrischen Tensor noch das sogenannte reziproke 
oder zweite Tensorellipsoid 


F,(e)=ıS'r=l Pie (23) 


zugeordnet. Es enthält prinzipiell die gleichen Aussagen wie das erste Tensor- 
ellipsoid, nur daß r und r’ dabei ihre Rollen vertauschen. 


263 Antisymmetrische Tensoren 


Nach [261] wird ein antisymmetrischer Tensor A durch drei Zahlen charakte- 
risiert. Sie lassen sich in dem Ansatz 


een Ar= (1x Wr=lAxı)=Axr 


zu einem Vektor X zusammenfassen. Zum Beweis bilden wir die Komponenten 
dieses Tensors 


Ar=s AXDg=e(Axe)=le, U = Ari (2) 
Ar EI Mar = (x Wer =[l, Wer) = Ar- 


A von (l) ist demnach ein antisymmetrischer Tensor. Da er in X drei willkürlich 
wählbare Zahlen enthält, ist er gleichzeitig der allgemeinste antisymmetrische 
Tensor. 


Mit (215.4) lassen sich die Komponenten (2) durch 
Ar Iren d;= — Ari (3) 
darstellen. Für ijk = 123 folgt hieraus 
‚Aıs= —-Ası = 4:. (4) 
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Die übrigen Komponenten folgen durch zyklische Vertauschung. Die Komponen- 
ten von A und V werden im Matrixschema also entsprechend 


Ayı Are Aıs 0 — As 4, 
4, As, Ays = 4; 0 4, (5) 
Azı Az Ass — 4, 4, 0 


einander zugeordnet. 


Jeder antisymmetrische Tensor kann also nach (1) durch ein Vektorprodukt 
beschrieben werden. Wie beim Vektorprodukt besitzt A die Eigenschaft, den 
Vektor r auf eine Ebene zu projizieren, die durch r = 0 läuft und X als Normale 
besitzt. Außerdem wird die Projektion um 90° gedreht und um einen Faktor |W| 
vergrößert. 


Ein anderes Beispiel für die Darstellung eines antisymmetrischen Tensors ist 
in der Form 


Ar=z(axb)xr=(boa-aob)r (6) 


durch den Zerlegungssatz (215.9) gegeben. A wird hier durch zwei Vektoren a und 
b charakterisiert. Die Komponenten von A sind 


4A; = b;a, — a,b; Ar.: (7) 


Allerdings können zur Beschreibung von A alle Vektoren a, b gleichberechtigt 
verwendet werden, die das gleiche Vektorprodukt'a x b besitzen. 


Für Spur und Determinante des’antisymmetrischen Tensors gilt 


| SpA=0 IAll=0. (8) 


Die Spur verschwindet, weil der Tensor keine Diagonalelemente enthält. Die 
Determinante verschwindet nach (261.17) wegen Ö = 0, da bei der Transfor- 
mation alle Vektoren des Raums auf eine Ebene projiziert werden. 


Für die Eigenwerte und Eigenvektoren von A erhalten wir aus (262.4) und 
mit (1) die Bestimmungsgleichung 


Axö=Ae. (9) 


Gleichzeitig führen wir ein rechtshändiges Orthogonalsystem von Einheitsvek- 
toren e,, €,, £, ein, von denen der erste durch e, = A/|A| gegeben ist und die 
anderen beiden in der Ebene senkrecht dazu liegen. Zur Auswertung multiplizieren 
wir (9) mit © und erhalten }, = 0 für den ersten Eigenwert. Die zugehörige 
Gleichung lautet Wx &, = 0 und ist nur für &, = c, zu erfüllen. Die anderen 
beiden Eigenwerte können aus dem gleichen Grunde auch nur verschwinden oder 
müssen komplex sein. Für 7} und & wird der Ansatz 


PR . &=e'+je" (10) 
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gemacht. Er überführt (9) in eine komplexe Gleichung, die für Realteil und 
Imaginärteil einzeln erfüllt sein muß: 


Yxe=le' —A'e" Yxe’=Ne Ne". (ıl) 

Der Vektor X x e’ muß senkrecht auf e’ stehen, daher ist A’ = 0. Mit?’ = e|W| 
lauten die Gleichungen (11) 

1xed=—ee exe’ =er. (12) 


Sie sind nur zu erfüllen, wenn e,, e’ und e’’ orthogonal sind. Dann kann e& aber 
nur die Werte e= +1 besitzen. Zusammenfassend erhalten wir 


Ah=0 ,=06, 
My, = +jl A 


. EN (13) 
2,3, meer )ez 


für die Eigenwerte A, und zugehörigen Eigenvektoren &,. Drehen wir die hier 
angegebenen 2, und €, um die Achse e, = W/|A| mit beliebigem Winkel, so ent- 
stehen wieder Eigenvektoren zu A, und },. 


264 Tensorielle Beschreibung von Drehungen 


Durch symmetrische Tensoren S werden die in Abb. 262 veranschaulichten 
Verzerrungen des Raumes dargestellt. Antisymmetrische Tensoren A stellen 
Projektionen des Raumes’ auf eine Ebene dar. Die hier zu beschreibenden 
Drehungen D sind Kombinationen von beiden. Infinitesimale Drehungen 
wurden bereits früher in [218] in vorläufiger Form behandelt und endliche Dre- 
hungen in [254]. Hier soll die Untersuchung der Drehungen in allgemeinster 
Weise durchgeführt werden. x sei ein fester (nicht von der Zeit oder anderen 
Parametern abhängiger) Vektor und r sei der aus x durch Drehung D hervor- 
gegangene Vektor. Beschreiben wir die Drehung D durch einen Tensor, so gilt wie 
in (261.1) 


i=Dri=:D £9=rDDy=rp. (ı) 


Unter den allgemeinen Raumtransformationen bezeichnen wir diejenigen als 
Drehungen, bei denen Längen und Winkel invariant bleiben. Diese Forderung 
ist in (1) in der Form hinzugefügt, daß skalare Produkte beliebiger Vektoren x 
und ) konstant bleiben sollen. 


Diese Bedingung ist für beliebige g und 9 nur unter der Voraussetzung 


|öo=1]| |öo]= of = 1 lD|=+1 @ 


zu erfüllen. Wir bilden auf beiden Seiten die Determinante, verwenden den 
Produktsatz (261.18) und berücksichtigen | D|] = |D||. Letztere Beziehung wird in 
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(267.12) ganz allgemein bewiesen, läßt sich aber auch der elementaren Aus- 
wertungsvorschrift (214.8) für Determinanten entnehmen. Demnach ist ein 


Tensor D dann eine Drehung, wenn der transponierte Tensor D gleichzeitig rezi- 


proker Tensor D = D-1 ist. Die Determinante von D ist dann +1. Im Falle — 1 
transformiert D der Bedeutung von ||D|| in (261.17) entsprechend ein rechtshän- 
diges Dreibein von Vektoren in ein linkshändiges. (1) und (2) enthalten also 
Drehungen, Spiegelungen und Kombinationen von beiden. 


Wir verlangen von der Drehung D weiter die Bedingungen 
D=0 ExH3 tx ms: (3) 


Die erste wird nur für | D| = +1 erfüllt, die zweite, wie später gezeigt wird, 
ebenfalls. Durch (3) werden Spiegelungen ausgeschlossen. Die übrigbleibenden 
reinen Drehungen müssen wegen (3) also die Eigenschaften 


|Di=+1 D(rxy)=(Dx)x (Dy) (4) 


besitzen. Irgendein Tensor T transformiert sich bei einer Drehung entsprechend 
T=DTD, damit #T9 =ıTy, (5) 
denn tTY ist ebenfalls ein Skalar. 


Die Komponentendarstellung von Drehungen wird ähnlich wie in (261.8) durch 
die Gleichungen 


D = 3,8, 0 © De; = & 2; De; = Dr = ed (6) 
D=Y,808 ‚D=:; De = Da = &e 


eingeführt. Die erste von ihnen enthält einen Ansatz mit drei zunächst beliebigen 
Vektoren, die hier mit &, (statt früher T,.) bezeichnet sind. Die übrigen Gleichungen 
folgen durch rechts- und linksseitige Projektion von D auf ein beliebig gewähltes, 
raumfestes Dreibein e,.. Mit D aus (6) gilt für den gedrehten Vektor 


E = Ni = Di = Dr 0 HE = Dr &a%- (7) 


Er geht aus dem ursprünglichen Vektor £ = /;e;x; offensichtlich dadurch hervor, 
daß unter Beibehaltung der alten Komponenten x; die ursprünglichen Einheits- 
vektoren e, durch die transformierten Vektoren &, ersetzt werden. 


Die aus den Einheitsvektoren e, durch Transformation hervorgegangenen Vek- 
toren &, müssen jetzt so bestimmt werden, daß sie den obigen Bedingungen ge- 
nügen, damit D wirklich eine Drehung darstellt. Beim Einsetzen von (6) in (2) 
entsteht 


DD = N;,8;08;%,. 0%, =1, wen &H=Ör. (8) 
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Diese Bedingung wird offenbar nur erfüllt, wenn die in (6) eingeführten Vektoren £; 
ein orthogonales, normiertes System bilden. Die Determinantenbedingung (4) 
führt mit (261.17) auf 


|DI=[%.%,%]=+1, wem :x&.=N8rıd- (9) 
Sie ist offenbar nur zu erfüllen, wenn die &, genau wie die e, ein rechtshändiges 
System bilden. Wir überprüfen weiter die Gültigkeit der Invarianzbedingung (4) 
für das Vektorprodukt. Mit D aus (6) entsteht für beide Seiten jener Gleichung 

(Dr)  (Dy) = Ian xy =D in Ci yrdi X & 
Diexy)=-dE Ex) = din Yr Eiıdı- 

Sie stimmen unter der gleichen Voraussetzung (9) überein, daß die ö, ein Rechts- 
system bilden. 


(10) 


Wegen D = D-ı gelten für die Transformation und für die Umkehrtransfor- 
mation die Gleichungen 


= Nr Da = Na &% Dri (11) 


=: Ds =; Die- 


Rechts sind die zugehörigen Komponentengleichungen angegeben, die wie üblich 
durch Projektion und Zerlegung aus den linken Gleichungen hervorgehen. 


Auch die Beschreibung infinitesimaler Drehungen ordnet sich dem Schema 
dieser Darstellung ein. Nach (218.4) läßt sich eine infinitesimale Drehung durch 


t=r+rdöxtr = + Ir 6; d9; % (12) 


beschreiben. Die zugehörige Komponentendarstellung ist hinzugefügt. Soll diese 
Transformation durch einen Tensor D beschrieben werden, so muß er die Form 


Dir = dr + Dj&;r 49; (13) 


besitzen. Infinitesimale Drehungen werden also offenbar durch Tensoren be- 
schrieben, die vom Einheitstensor infinitesimal und antisymmetrisch abweichen. 
Bei Überprüfung der Drehungsbedingung (2) entsteht 


DD=(I-döxD(I+dExD=1I-döx(döxDerI. (14) 


Bis auf Abweichungen von zweiter Potenz in d@ ist also D mit D-! identisch. 
Soll die Drehung D so beschrieben werden, daß sie auch in höheren Ordnungen 
von d$ exakt richtig bleibt, so muß (13) durch eine Potenzreihe ersetzt werden, 
die mit der abgekürzten Schreibweise (124.12 und 13) formal durch 


(15) 


13 Macke, Teilchen. 3. Aufl. 
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dargestellt werden kann. Die besondere Form dieser Potenzreihen für D und D 
läßt sofort erkennen, daß die Drehungsbedingung (2) erfüllt wird. 


Bei der konkreten Beschreibung bestimmter Drehungen sind einige Umstände 
sorgfältig zu unterscheiden, die jetzt am anschaulichen Beispiel studiert werden 
sollen. Wie in Abb. 264a, legen wir ein Buch vor uns auf den Tisch und ordnen ihm 
ein Koordinatensystem zu. An diesem Buch sollen 90°-Drehungen um die ver- 
schiedensten Achsen durchgeführt werden. (Größte Sorgfalt: Es gibt 24 ver- 
schiedene Positionen. Warum?) 


Erster Versuch: Wir führen eine positive Drehung des Buches von 90° um die 
z-Achse durch. Das Buch gerät dabei in die Lage von Abb. 264b. Hierbei fällt 


E=) 
m 
= 
= 
4 
zii 


a) 6) c) ad) 


Abb. 264. 90°-Drehungen eines Buches. a) Ausgangsstellung, b) eine Drehung D,, c) raum- 
fest: erst D,, dann D,, d) raumfest: erst D,, dann D, [körperfest! c) und d) vertauscht] 


auf, daß wir hinsichtlich des Koordinatensystems mehrere Unterscheidungen 
treffen können: 1. Wir betrachten das Koordinatensystem von Abb. 264a als 
raumfest und beschreiben alle auch später am Buch durchzuführenden weiteren 
Drehungen vom Standpunkt dieses raumfesten Systems. 2. Wir betrachten das 
Koordinatensystem als ‚‚körperfest“, also mit dem Buch verbunden und bei 
Drehungen mitbewegt. Bei körperfester Koordinatenbeschreibung haben wir 
noch zu unterscheiden zwischen der Lage des Koordinatensystems vor der 
Drehung und nach der Drehung. Im vorliegenden Fall einer einzigen positiven 
Drehung um die z-Achse allerdings fallen diese Unterscheidungen noch nicht ins 
Gewicht. Vor der Drehung stimmt das körperfeste System mit dem raumfesten 
System überein. Nach der Drehung besitzt das körperfeste System zwar eine 
andere Lage, aber gerade die mit der Drehvorschrift zusammenhängende z-Achse 
hat ihre Lage bei der Drehung nicht verändert. 


Zweiter Versuch: Wir führen nacheinander zwei positive 90°-Drehungen durch, 
erst um die «-Achse und dann um die y-Achse. (Reihenfolge sorgfältig unter- 
scheiden!) 1. Wir betrachten die Drehvorschrift als im raumfesten System vor- 
gegeben. Dann befindet sich das Buch in der durch Abb. 264c dargestellten 
Lage. (Ausprobieren!) 2. Wir führen die Drehvorschrift im körperfesten, also 
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in dem vom Buch mitgeführten Koordinatensystem durch. Dann erfolgt die 
y-Drehung natürlich um eine andere Raumrichtung im raumfesten System. Daher 
entsteht im Anschluß an die beiden Drehungen auch eine andere Position, näm- 
lich die von Abb. 264d. 


Dritter Versuch: Wir führen die gleichen Drehungen in umgekehrter Reiben- 
folge durch, also erst die y„-Drehung und dann die x-Drehung. 1. Bei Durchführung 
der Drehvorschrift im raumfesten System erhält das Buch im Gegensatz zum 
zweiten Versuch nicht mehr die Lage von Abb. 264c, sondern die von Abb. 264d. 
2. Bei körperfester Durchführung der Drehvorschrift entsteht nicht wie vorher 
die Lage von Abb. 264d, sondern vielmehr die von Abb. 264c. 


Als Ergebnisse der drei Versuche halten wir folgendes fest: 


1. Ist im Zusammenhang mit einer Drehvorschrift sorgfältig zu unterscheiden, 
ob diese im raumfesten oder im körperfesten System vorgegeben wurde, und ferner, 
ob das körperfeste System vor der Drehung oder dasjenige nach der Drehung 
gemeint ist. Die letztere Unterscheidung jedoch ergab in allen Fällen keinen 
Unterschied. 

2. Ist bei der Durchführung mehrerer Drehungen offenbar die Reihenfolge 
der Drehungen sehr wichtig, da bei umgekehrter Reihenfolge ein anderes Resultat 
entsteht. Für die Drehungen bedeutet das D,D,+D,D,. 

3. Der Vergleich der Ergebnisse vom zweiten und dritten Versuch zeigt, daß 
genau dieselbe Gesamtdrehung entsteht, wenn eine ursprünglich für zwei raum- 
feste Drehungen vorgegebene Drehvorschrift in umgekehrter Reihenfolge im 
körperfesten System durchgeführt wird. Analytisch bedeutet dieses Ergebnis 


(D, Daun. = (D, D,)körpert. r (16) 


Die soeben anschaulich gewonnenen Ergebnisse sollen jetzt analytisch bestätigt 
werden. Zunächst betrachten wir eine einzelne Drehung D, die durch eine raum- 
feste Drehvorschrift irgendwie vorgegeben ist. e;De; sind die Matrixkomponenten 
dieser Drehung. Führen wir die gleiche Drehvorschrift nicht im raumfesten, 
sondern im körperfesten System vor der Drehung durch, so entsteht kein Fehler, 
da das körperfeste System vor der Drehung mit dem raumfesten System überein- 
stimmt Führen wir die an sich raumfest vorgegebene Drehvorschrift D dagegen 
im körperfesten System nach der Drehung durch, so kann evtl. eine andere Dre- 
hung entstehen, die mit D bezeichnet wird, da dieses letztere Bezugssystem nicht 


mehr mit dem raumfesten System übereinstimmt. Die neue Drehvorschrift D 
geht aus der alten D durch Drehung D hervor (Drehung des Drehtensors selbst). 
Sie wird durch (5) beschrieben, und es entsteht 


B=DDdö=D. (17) 
Damit ist analytisch bewiesen, daß es für körperfeste Drehungen gleichgültig ist, 
ob für die Durchführung der Drehvorschrift das körperfeste System vor der 
13* 
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Drehung oder nach der Drehung verwendet wird. Dieses keineswegs triviale Er- 
gebnis ist andererseits kein Wunder, da bei der Drehung selbst ihr wichtigstes 
charakteristisches Merkmal, nämlich die Drehachse, invariant bleibt, wie übrigens 
in [265] noch genauer gezeigt wird. 


Wir betrachten jetzt zwei raumfest vorgegebene Drehvorschriften D, und D,. 
die nacheinander durchgeführt werden sollen. Diese zweifache Transformation 
wird durch 

E 2 N = a: D=-D,D, (18) 
beschrieben und bedeutet, daß erst D, und dann D, durchgeführt werden soll. 
Wir überlegen uns, was passiert, wenn wir die Drehungen nicht in der ursprüng- 
lichen Form (18) durchführen, sondern statt dessen die gleiche Drehvorschrift 
im körperfesten System durchführen. Dabei findet also die Drehung D, dann 
im System Z oder & statt (vor oder nach der Drehung) und die Drehung D, 
im System £ oder 2, keinesfalls aber im System X. Bei körperfester Durch- 
führung der Drehvorschrift haben wir also gar nicht die ursprüngliche Drehung D, 
durchgeführt, sondern die aus D, nach Drehung dieses Tensors um D,. hervor- 
gegangene Drehung 

D,=D,D,D, statt D,. (19) 


Anstelle der Drehung D von (18) haben wir bei körperfester Durchführung also 
die Drehung 
D’= D, D, Se D,D,D, D, Fr D, D, +#D (20) 


durchgeführt. Sie ist von der ursprünglich geforderten Drehung D durchaus ver- 
schieden und gerade gleich derjenigen Drehung, die wir erhalten hätten. wenn 
die ursprünglichen Drehvorschriften zwar im raumfesten System, aber in falscher 
Reihenfolge durchgeführt wären. Das ist aber genau das Ergebnis des dritten 
Versuchs zu Abb. 264. 


Schließlich betrachten wir die gleichen Aussagen noch in der Komponenten- 
darstellung. Da gerade die Bezugssysteme entscheidend sind, schreiben wir die 
Komponenten nicht als D;;, sondern als e,De,. Beschreiben wir eine einzelne 
Drehung nicht im raumfesten bzw. körperfesten System vor der Drehung, sondern 
im körperfesten System nach der Drehung, so entsteht 

8,De, = 6; DDDe;=e;De; wegen &, = De; = &D. (21) 
Wir erhalten analog zu (17) das gleiche Ergebnis. Das Matrixelement einer aus 
zwei Einzeldrehungen zusammengesetzten Drehung ist nach (18) 
&;De; = &;D,D,e; = je; Dye; 0 e;D.e;- (22) 
Dasselbe Matrixelement läßt sich auch anders darstellen: 
&;De; — e,D,D,D,D.eı = N,;eD;.e; 9 6 D,D,D,eı (23) 


= N;6;D,e;08;D,&;, wegen &=D,.,.=D,. 


[65] 26 Tensoren, Drehungen, Determinanten 197 


Beschreibt (22) zwei nacheinander durchgeführte, raumfest vorgegebene Dre- 
hungen, so entspricht (23) der umgekehrten Durchführung im körperfesten 
System, in dem ja D, in X oder & (nicht aber in z ) und D, in & oder z (nicht 
aber in 2) beschrieben werden darf. In [266] werden diese Relationen am ex- 
pliziten Beispiel nochmals untersucht, nämlich bei der Darstellung von Raum- 
drehungen durch die EuLerschen Winkel. 


265 Zweidimensionale Drehungen und Eigenvektoren 


Die einfachste Beschreibung einer Drehung aller Punkte, die sich in einer 
Ebene befinden, liefern uns die komplexen Zahlen. Durch 


©+J3 eg): M) 
= (7COSP — ysinp) + j(xsinQ@ + Ycosp) 
wird jedem Punkt Z der Ebene ein Punkt Z zugeordnet, der aus Z durch Drehung 
der Ebene um den Koordinatenursprung mit einem Winkel p (entgegen dem 
Uhrzeigersinn) hervorgeht. Realteil und Imaginärteil dieser Gleichung liefern ein 
Gleichungssystem, das in der Matrixschreibweise von 
(267.1 bis 3) die Form 


N G)- cosp -—sing\ (x 5=5,D 2) 
er 0] [ N FE 


erhält. £ und % sind die Komponenten des gedrehten 
Vektors, beschrieben in den Koordinaten des unge- 
drehten Systems. Ihre Bedeutung entspricht somit der 


der Komponenten £; von (264.11). 
Abb. 265. Ebene Drehung . \ R 
von &,, e, um den Win- Die Vektorbeschreibung der gleichen Drehung be- 


kel 9 in die Lage &,, &, ginnen wir entsprechend Abb. 265 mit einer Unter- 

suchung der Einheitsvektoren. e,, e, seien die raum- 
festen Einheitsvektoren und &,,®, die gedrehten. Aus Abb. 265 ist sofort zu 
entnehmen, daß zwischen diesen Vektoren die Beziehungen 


& = 010089 + &,sinY e) = &, C08sp — &,sinp (3) 


&,= —e£,SiNn® + £,C0Sp & = &, sin@ + 8,c0sY 
bestehen mit als Drehwinkel. Auch diese Gleichungen lassen sich wie bei (2) 
in die Matrixschreibweise überführen: 
6) a | cosp sin N .) e, Rs — sing & (4) 
&, —sinp coso) \e, & u sinY coso) \e j 
%;=dIr&;% 0 © =, o& = Nr Dir - (5) 


Ihrer Bedeutung nach entsprechen sie 
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D;, ist die in (4) rechts stehende Matrix und stimmt mit der in (2) verwendeten 
überein, wie erwartet werden muß. Es gilt somit 


cos —sing 
sin C0OSY 


(Dix) = (ei) = | (6) 


für die Komponenten der ebenen Drehung. Entsprechend (264.11) hängen die 
Komponenten des ungedrehten und des gedrehten Vektors über die Gleichungen 


%; = 3, Dir% =: Dir (7) 
miteinander zusammen. 


Wir betrachten die Matrixelemente von zwei aufeinanderfolgenden Drehungen 
der Ebene, ausmultipliziert nach (267.3): 


((01D9),,) = _ = . — sin ”) 
sing)  cosp,/\sin@g COS, 
BR ee (+9) -sin(p + ) 
sin(p+g)  cos(pı + Pe) 


(8) 


Im Ergebnis sind die Drehwinkel p, und 9, miteinander vertauschbar. Hieraus 
folgt, daß aufeinanderfolgende Drehungen einer Ebene (im Gegensatz zu denen 
des Raumes!) in beliebiger Reihenfolge ausgeführt werden dürfen. Schließlich 
bilden wir noch den zu den Koeffizienten (6) gehörigen Tensor der Drehung 
von Abb. 265: 


D(e,,9)=I,r&0 & Dir 
= 30085 + 6] 0,6089 — &, 0 &58IN@ + &, 0 £,SIN@ + E50 &,C0Sp. 


(9) 


Der erste Term e, © e, wird hinzugefügt, weil bei dieser Drehung die e,-Achse 
invariant bleibt. 


Zur Verallgemeinerung dieser Überlegungen behandeln wir die Frage, ob es 
Vektoren gibt, die bei einer Drehung D invariant bleiben, die also die Gleichung 


Di=: (D-Dr=0 (10) 


erfüllen. Wie in [262] besitzt diese Gleichung nur dann eine Lösung r=+ 0, wenn 
der Tensor D— I kein Reziprokes besitzt, wenn also entsprechend 


|D-1]=0 (11) 


seine Determinante verschwindet. Diese Gleichung aber läßt sich unter der 
(trivialen) Voraussetzung beweisen, daß zu jeder Drehung D eine halbe Drehung H 
mit der Eigenschaft H®= HH =D existiert. In diesem Falle können wir den 
Tensor entsprechend 

D-I=H(H-H-)=H(H -H) (12) 
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umformen und die zugehörige Determinante mit dem Produktsatz (261.18) aus- 
werten: 


lo -1]=|H]-|H Al IH =1 IH-Al=0. 09) 


Sie verschwindet, weil H — H ein antisymmetrischer Tensor ist, dessen Deter- 
minante nach (263.8) verschwinden muß. 


Damit ist zunächst bewiesen, daß Gleichung (10) eine Lösung besitzt. Als 
Lösung einer homogenen Gleichung kann x durch 


r=ou mit W=1 (14) 


mit beliebigem & beschrieben werden. u ist dann der gesuchte, bei der jeweiligen 
Drehung invariant bleibende Einheitsvektor. u charakterisiert also die zu D ge- 
hörige Drehachse. 


Bei Anwendung einer Drehung D auf irgendeinen Vektor g kann dieser zerlegt 
werden in eine Komponente in Richtung von u, die bei der Drehung invariant 
bleibt, und eine Komponente, die in einer Ebene senkrecht zu u liegt, die den 
Bezugspunkt x = 0 enthält. Bei Kenntnis der Drehachse u kann daher jede 
Drehung als ebene Drehung dargestellt werden. u, und u, seien zwei zu u und 
untereinander orthogonale Vektoren, die in der Drehungsebene liegen. Dann läßt 
sich die allgemeinste Drehung in Erweiterung von (9) durch 


D(u,9)=uou- u, 0 1,6089 — U} Oo 1,8iNY (15) 
+ Ug o U, SIN@ + Ug 0 1, C08® 


explizit darstellen. Sie wird durch die Drehachse u und einen Drehwinkel p, 
insgesamt also durch drei Zahlenangaben, charakterisiert. Gelegentlich ist auch 
die komplex abgekürzte Schreibweise 


Diu,p)=uou+ Relfu — iu) o (u + jw)] | (16) 


von Interesse. Sie stimmt mit (15) überein. 


266 Dreidimensionale Drehungen, Eurersche Winkel 


Aus dem soeben erbrachten Beweis, daß eine Drehung durch Angabe der Dreh- 
achse und des Drehwirikels vollständig definiert wird, folgt allgemein, daß jede 
Drehung dureh drei Bestimmungsstücke festgelegt wird. Es empfiehlt sich oft- 
mals, diese drei Bestimmungsstücke in anderer Form vorzugeben, nämlich durch 
drei Winkel », # und o, die EuLerschen Winkel. Genau wie in [264] veranschau- 
lichen wir die Drehung D durch die Lage, in die ein Körper, der sich vorher in 
einer ganz bestimmten Grundstellung befand, nach der Drehung gerät. Grund- 
stellung und Endlage charakterisieren wir durch je ein Dreibein von Einheits- 
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vektoren. Wir verwenden e,, e,, e, für die Anfangsstellung und &,, ®, und &, 
für die Endstellung. Die Drehung wird dann durch die relative Lage der beiden 
Dreibeine gegeneinander charakterisiert. 


In Abb. 266 ist eine Drehung in dieser Art veranschaulicht. Wir denken uns 
die Drehung durch drei Teildrehungen herbeigeführt. Anfänglich befindet sich der 
Körper in Grundstellung, die beiden Dreibeine fallen zusammen. Als erstes führen 
wir eine Drehung mit dem Winkel y um die Achse e, = e, durch. Dabei bleibt 
e, invariant, während e,,e, in e,,e, übergehen. Bei der zweiten Teildrehung 
wird e; = e, invariant gelassen und um diese Achse mit dem Winkel # gedreht. 
Dabei wird e, in &, und e, in e, überführt. Bei der 
dritten Teildrehung wird e,= ®, festgehalten und um 
diese Achse mit dem Winkel gedreht. Dabei geht e, 
in &, über und e, in &,. 


Das Gesamtschema der drei Teildrehungen läßt sich 
also folgendermaßen darstellen: 


re Pe > 
ı e >c He, — +, () 
Abb. 266. Drehung des Y y 2 
Dreibeins e,, e,, 2, um die a el en = &- 
Eurerschen Winkel y, d, @ 
in die Lage &,, &,, &, Hier sind vier Lagen des Koordinatentripels zu unter- 


scheiden. Die Anfangslage e,, e,, e,, die Zwischenlagen 
&2,&,,e, und e,,e,,e, und die Endlage &,, &,, &,. Die durch Abb. 266 und das 
Schema (1) beschriebene Gesamtdrehung läßt sich im Sinne von (264.6) und 
(265.15) in der Form 


&%,=De, D=D(e,, 9) D(e,, 9) D(e,, Y) (2) 


darstellen. Die Teildrehungen vermitteln die Transformationen 
&=D(e,, p)ey er = Del, de, &5=D(e,, y)e;- (3) 


Aus diesen Gleichungen ist klar ersichtlich, daß erst um y, dann um 9 und 
schließlich um p in der besprochenen Reihenfolge gedreht wird. Die genauere 
Betrachtung des Schemas (1) zeigt, daß diese Drehungen körperfest vorgeschrieben 
wurden. 


Die Komponenten des Drehungstensors erhalten wir durch Projektion von (2) 
auf e;: 
D; = e; Dei = ©, = jr eie; 0 ejey 0 8 & = Nr Di; Dr DEn- (4) 


Die letzten Ausdrücke dieser Gleichung entstehen durch Projektion der Gleichun- 
gen (3) auf e;,e; bzw. e,. Jede der Teildrehungen ist eine ebene Drehung, die 
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durch (265.15) dargestellt werden kann. Für die Koeffizienten von (4) gilt daher 


cosy —siny 0 1 3) 0 
(;e)=|siny  cospy 0 (;e£)=|0 cosd —sind 
0 0 1 0 sind cos®d (5) 
cosp —sinp 0 
(e, 8) =| sing cosp ) 
0 0 1 
Für die Gesamtdrehung (4) erhalten wir somit das Matrixprodukt 
cosy —siny O\ /I 0 0 cosp —sing 0 
(D;,) = | siny cosy 01|0 cos® -sin® || sing cosp 0O|, (6) 
0 0 1/ \0 sind cos® 0 0 1 


dessen Auswertung nach (267.3) schließlich 


(Dir) = 
[cosy COsp — cosd sinysinp | — cosy sing — cosÖsinypcosp | sindsiny n 
(or COsp + cos® cosy sing | — siny sing -+ cos cosy cosp | — sind cosy 


sin®sino sind cosY cosd 


ergibt. 

Das Komponentenschema läßt erkennen, daß D,;, in D,; übergeht, wenn man 
die Winkel y, 9, g durch —o, —d, — y ersetzt. Dieses Ergebnis ist zu erwarten, 
denn die Drehung (7) wird genau dadurch rückgängig gemacht, daß man (in um- 
gekehrter Reihenfolge als vorher) erst um — op, dann um —® und schließlich 
um —» dreht. 


Die gleiche durch Abb. 266 dargestellte Raumdrehung erhalten wir auch 
durch entsprechend andere Drehvorschriften im raumiesten System folgender- 
maßen: Wir denken uns in Abb. 266 den Körper wieder in die Anfangsstellung 
gebracht, bei der sich die Dreibeine e,, e,, e, und &,, &,, &, überdecken. Nun 
führen wir eine Drehung des Körpers um die (raumfeste) Achse e, mit dem Winkel g 
(statt vorher ) durch. Anschließend wird als zweite Teildrehung um die (raum- 
feste) Achse e, mit dem Winkel 9 gedreht und schließlich als letztes um die 
(wiederum raumfeste) Drehachse e, mit dem Winkel y. Die Endlage bei dieser 
raumfesten Vorgabe der Drehungen mit umgekehrter Reihenfolge der Winkel 
ist, wie man sich selbst überzeugt, die gleiche. Würden wir also die Gesamt- 
drehung der raumfesten Drehvorschrift entsprechend darstellen wollen, so hätten 
wir 


D=De(e,, y)D(e,, d) D(e,, p) (8) 
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anzusetzen. Die Komponenten dieses Tensors entstehen wie üblich durch Pro- 
jektion als 
Di = jr, D(e,, Y) e; 0 8;D(e,, d) er o erD(e,, P) eı- (9) 


Bildet man nunmehr das Matrixschema zu (9) und setzt die Schemata der Teil- 
drehungen aus (265.15) ein, so entsteht genau wieder (6) und durch Ausmulti- 
plikation (7). Damit ist explizit gezeigt, daß die raumfeste Vorgabe (8) der Teil- 
drehungen in umgekehrter Folge gerade der ursprünglichen körperfesten Vor- 
gabe (2) völlig äquivalent ist. 


Die Beschreibung infinitesimaler Drehungen kann aus den bisherigen Formeln 
durch Übergang zu 
y9,9>y+dy,9+dd,9+dp (10) 


gewonnen werden. Einfacher allerdings ist es, die Beschreibung infinitesimaler 
Drehungen entsprechend (264.13) durch 


| D=I+döxI dö=e,dy+,dd+e,dp u) 


vorzunehmen. d@ ist hier wie früher in [218] ein Vektor, der nach Richtung 
und Betrag Drehachse und Drehwinkel charakterisiert. Da sich infinitesimale 
Drehungen additiv überlagern (vertauschbar sind), setzt sich d® aus den Teil- 
drehungen dy, dd, dp um die entsprechenden Drehachsen e,,, e;, e, zusammen. 
Eine Drehbewegung im Zeitablauf kann durch Vorgabe der Drehwinkel als Zeit- 
funktionen y(£f), At), p(t) beschrieben werden. Dabei gilt dann 


dö=ödt Be t+d+ed (12) 
mit @(t) als Rotationsgeschwindigkeit. 


Die Drehachsen von (11) und (12) können durch die Achsen des raumiesten 
und auch die des körperfesten Systems dargestellt werden. Im ersten Fall sind 
aus Abb. 266 die Gleichungen 


= eg = 6, = 6, C08y + e,siny 3) 
&,=% = —e,sind + e,cosd = (e,siny — e,cosy) sind + e,c0sd 


zu. entnehmen. Im zweiten Fall entnehmen wir der gleichen Abbildung 


eb; ee, = &,C0sQ — &,8inp ai 
e,=&%= ey sind + e/ cosd = (&, sing + &,c0sp) sind + &,cosd. 

Durch Einsetzen von (13) bzw. (14) in (12) entstehen die Darstellungen 

& = e,(d cosy + Hsindsiny) + e,(Ösinp — Esind cosyp) + e,(P + Hcosd) di) 


&=6,(dcosp + psin®sinp) — &,(Ö sing — Ysindcosp) + &;(P + Ycosd) 
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der Drehgeschwindigkeit im raumfesten bzw. im körperfesten System. Ihre 
Komponenten lassen sich in beiden Fällen übersichtlich durch die komplexen 
Gleichungen 


@,+j@,= (# — jd sind) ei? ®,=%+9cosd 

@, +j@, = (d + jy sind) eir = + Y%cosd (16) 

darstellen. Das Betragsquadrat der Winkelgeschwindigkeit ist 
&=|0,+jo,’+02=|o, +jo?+wW=9+9°+9?+2YBcosd. (17) 


Diese Gleichungen (16) bis (17) spielen eine wichtige Rolle zur Beschreibung 
der Drehbewegungen von starren Körpern [6]. 


267* Determinanten 


Unter einer Matrix im allgemeinsten: Sinne verstehen wir ein beliebiges Zahlen- 
schema von der Anordnung 


Ar Ass ---Aın 
(A;) = | Arı Adz ---Asn ). a) 
A Ayascrch 


Es besteht aus mn Koeffizienten A;,, die in m Zeilen und n Spalten angeordnet 
sind. Als Multiplikation zweier derartiger Matrizen wird die Vorschrift 


Ay 34 Bi ja = Bir Ci + Bier + (2) 


eingeführt. Sie ist nur für solche Matrizen definierbar, bei denen die Spaltenzahl 
der linken Matrix gleich der Zeilenzahl der rechten Matrix ist (weil nur so die 
beiden Indizes j,j in (2) einander eindeutig zugeordnet werden können). Diese 
Definition der Matrixmultiplikation entspricht genau der Verknüpfungsvorschrift 
(261.25) für die Komponenten eines Tensorprodukts. Zur praktischen Durch- 
führung verfahren wir folgendermaßen: 


j Ok , 
(@) B;ıBia-- | = De G) (3) 


(k) (k) 


Um den Koeffizienten A;, zu berechnen, der sich in der i-ten Zeile und k-ten 
Spalte befindet, multiplizieren wir nacheinander von der linken Matrix die 
Elemente der i-ten Zeile mit denen der k-ten Spalte der rechten Matrix und 
summieren die so entstehenden Produkte. 


Einer Matrix gleicher Zeilen- und Spaltenzahl läßt sich in bestimmter Weise 
eine Zahl, die Determinante, zuordnen, die außerordentlich wichtig ist für- die 
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Konstruktion reziproker Matrizen, von Matrizen also, deren Produkt mit der 
ursprünglichen Matrix gerade die Einheitsmatrix ergibt. Sie wird je nach Zweck- 
mäßigkeit folgendermaßen bezeichnet: 


Ayı A,a ar Aın 
14.1=14]=|#s Sa Zan @ 
Ayi Ay2 er Ayn 


Ihre Definition erfolgt durch die Gleichung 


Die Determinante ist also eine in gewisser Weise gebildete Summe über Produkte 
von Elementen der betreffenden Matrix. Summiert wird in (5) über alle Indizes 


(6) 


| 0 zwei der i, gleich 


Permutation 


Ei... = +1 gerade 
ungerade 


definiert. Sie sorgen zunächst dafür, daß die Summe (5) nur solche Glieder ent- 
hält, bei denen alle Indizes i,...i„ gleichzeitig verschiedene Zahlenwerte an- 
nehmen, also Permutationen der Zahlen 1...n darstellen. Eine permutierte 
Zahlenfolge läßt sich dadurch in die ursprüngliche Zahlenfolge zurückführen, 
daß man nacheinander paarweise Zahlen austauscht. Je nachdem, ob die Anzahl 
der hierzu erforderlichen Vertauschungen gerade oder ungerade ist, wird auch 
die Permutation als gerade oder ungerade bezeichnet (und nimmt das e-Symbol 
in (7) die Werte +1 oder —1 an). Die allgemeinste Permutation von n Zahlen 
wird durch ein Zahlenschema 


ee Pius 
Bi ı pi. \=r“ (8) 
PL Ps»: P% 3 ARRRBENNE 


dargestellt. Oben stehen die ursprünglichen Zahlen, unten die durch Permutation 
aus ihnen hervorgehenden. Zum Beispiel ist von den beiden Permutationen 


123 123 
ei) es) . 
213 231 


die erste ungerade, die zweite gerade. Führt man im Anschluß an P die Per- 
mutation P’ von (8) aus, so entsteht die identische Permutation 1> 1,2 —2, 
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..., 2 n. Also ist P’ die zu P gehörige reziproke Permutation P'= P1. Die 
Darstellung (8) von P und P’ macht ersichtlich, daß beide gleichzeitig gerade 
oder ungerade sind. 


Bevor die große Fruchtbarkeit des Determinantenbegriffs demonstriert werden 
kann, müssen einige Eigenschaften der Determinanten abgeleitet werden, die un- 
mittelbar aus ihrer Definition (5) bis (7) folgen. 


Zunächst betrachten wir einen von Null verschiedenen Summanden in (5). 
Dann müssen die Zahlen i,...i, alle Zahlen 1... n enthalten. Durch Umordnen 
der Faktoren läßt sich daher erreichen, daß die rechts stehenden Indizes die 
Zahlen 1... der Reihenfolge nach durchlaufen. Dann allerdings stehen in den 
linken Indizes nicht mehr die ursprünglichen Zahlen 1...r, sondern irgendwelche 
anderen ö,...i„. Wir erhalten somit 


A| = „Arı:  Aynki.cin (10) 


Stellen die Zahlen i,...:,„ eine bestimmte Permutation ? dar, so entsprechen 
die Zahlen i\...i, der zu P inversen Permutation P-! von (8); denn die Zuord- 
nunga —i, ist jetzt durch die Zuordnung i, — x ersetzt. Zur Herbeiführung 
beider Permutationen ist natürlich die gleiche Anzahl von Vertauschungen er- 
forderlich. Daher gilt 

Te... (1l) 


1+:.'n 


Beim Einsetzen von (11) in (10) entsteht wieder eine Determinante vom Typ (5). 
die sich, abgesehen von der unwesentlichen Bezeichnung i, statt i,, nur durch 
die Vertauschung der Indizes bei allen A,; unterscheidet. Sie geht aus der ur- 
sprünglichen Determinante (4) bzw. (5) durch Vertauschung von i und k hervor. 
also durch Vertausehung der Spalten und Zeilen im Determinantenschema. Damit 
ist also die Gültigkeit von 


|41=lArill baw. |Al=14l a2) 
bewiesen. Alle anschließend bewiesenen Sätze über die Zeilen einer Determinante 


gelten nach Anwendung von (12) also auch für die entsprechenden Spalten. 


Wir vertauschen in der Determinante 
IA|| = 341; ORTAn Ari, ss Apig: OR Anigkir..rigenige. R (13) 


zunächst die Faktoren A,;, und Ag:, miteinander und anschließend die Bezeich- 
nungen i, und i,;, so daß 


|Al= Ar... Agi,... A 


em eig" 


Are (14) 


Berta li 


entsteht. Beim Austauschen von i, und i, in e entsteht wegen (7) ein Faktor 
— l und im übrigen die ursprüngliche Reihenfolge der i, ...i„. Die so entstehende 
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Determinante unterscheidet sich von der ursprünglichen Determinante (4) durch 
Vertauschung der Zeilen « und ß. Es gilt daher 


Al—>-||4A|| bei Vertauschung zweier Zeilen bzw. Spalten. (15) 


Sind die Elemente A,; beider Zeilen x und ß zufällig die gleichen, so muß |A|| 
gleichzeitig unverändert bleiben. Das ist nach (15) nur möglich mit 


||A]|=0 bei zwei gleichen Zeilen bzw. Spalten. (16) 


Multiplizieren wir in (4) alle Koeffizienten einer Zeile mit dem gleichen Faktor A, 
so muß in (5) A,, entsprechend durch AA,; ersetzt werden. Hieraus folgt 


|A||—A4]|]4|| bei Multipl kation einer Zeile bzw. Spalte mit A. (17) 


Addieren wir zur Determinante (5) eine solche, die mit (5) alle Zeilen bis auf 
die Zeile x gemeinsam hat, in der also A,, zum Beispiel durch B,, ersetzt ist, so 
läßt sich die Summe wieder als Determinante in der Form (5) darstellen, mit 
A, + B,; statt A,; allein. Hieraus folgen für Zeilen und Spalten gleichermaßen 


die Rechenregeln 
A,ı 2 ‚Aın Ayı e* -Aın | Ayı ae Ayn 


Ası es ‚A, 7 Baı war Ban — (Ası ” B,.) HEW (Aunt Ban) 


Pe 3 


nn 


Ayı ss (Az Su B,.) "oe - Ay 


| Auer A Ayı-: Ana 


De Ai At 


Ar Da sr |Anı-- (Ans + Bao)- .. Ayn 


P: PRBRIRE AOBRRIR S0n 


Diese Eigenschaften von Determinanten erleichtern ihre Auswertung außer- 
ordentlich. Ersetzen wir nämlich in der Zeile & alle A,,; durch A,; + A4;;, so 
läßt sich die ertstehende Determinante entsprechend (18) als Summe zweier 
Determinanten auffassen, von denen die letztere zwei gleiche Zeilen hat und 
daher nach (16) verschwindet. Also bleibt die Determinante bei dieser Er- 
setzung ungeändert. 


Zur Auswertung einer Determinante gehen wir folgendermaßen vor: Wir fügen 
zunächst zur ersten Zeile ein solches Vielfaches der letzten Zeile hinzu, daß das 
letzte Element A,„ der oberen Zeile verschwindet. Das gleiche wiederholen wir 
bei den nachfolgenden Zeilen, bis in der letzten Spalte nur Nullen stehen, außer 
ganz unten, wo der Wert A,„„ geblieben ist. Nun wiederholen wir das gleiche 
Verfahren für die vorletzte Spalte, indem wir ein Vielfaches der zweitletzten 
Zeile zur ersten Zeile so hinzuaddieren, daß das vorletzte Element A, „-ı ver- 
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schwindet. Bei entsprechender Fortsetzung des Verfahrens erhält die Determinante 
die vereinfachte Form 


As e 
Ası Asgs- 

IAl=|. dl (19) 
0 
Ayı - 2% Ann| 


bei der sich oberhalb der Hauptdiagonalen nur noch Nullen befinden (die ver- 
bliebenen Elemente A,, von(19) sind natürlich bis auf die der letzten Zeile nicht 
mehr mit den ursprünglichen identisch). Stellen wir diese Determinante (19) in der 
Form (5) dar, so verschwinden die Terme zu sämtlichen Permutationen außer dem 
zur identischen, und es gilt 

I ee (20) 


Damit ist der Zahlenwert der Determinante einfach gefunden. 


Weiter gilt für Determinanten der sogenannte Produktsatz: Die Determinante 
eines Matrixprodukts ist gleich dem Produkt der Determinanten, in Formeln: 


12; A:; Ball = Ass Biel bzw. |AB|=|Al-1B]|- (21) 
Zum Beweis dieses Satzes stellen wir die rechte Seite von (21) entsprechend (5) 
dar: 
= |A]|- JB] = 341; - - - Ans, &....., Bin - -- Bar, &,...r, 
= NArs:- Ani un. in Bükr- - - Bus Eh. har 


In diesem Ausdruck ordnen wir die Reihenfolge der Faktoren B,, so, daß deren 
linke Indizes nicht die Zahlen 1...n der Reihe nach durchlaufen, sondern 
die Zahlen ;,...i„. Dann stehen in den rechten Indizes natürlich nicht mehr 
die ursprünglichen Zahlen k,...%k,, sondern andere Zahlen kı...k,. Sie ent- 
sprechen einer anderen Permutation, deren Vorzeichen sich aber gerade durch 
&;,...;, unterscheidet. Wir können daher in (22) 


Een T Erle. cha Eiree in (23) 


(22) 


einsetzen, so daß 
jAl|-1B]| = 3Ar; - - - Ans, &..... Bun - - Baum, ex... 


2 (24) 
entsteht. Beim Fortlassen der Koeffizienten EAN würden in den :-Summationen 
auch Glieder äuftreten, bei denen zum Beispiel i, = i, wäre. Diese Glieder aber 
tragen zur Gesamtsumme nichts bei, denn sie entsprechen im rechten Teil von 
(24) solchen Determinanten | B||, die zwei gleiche Zeilen besitzen und daher 


verschwinden. Also kann &?... in (24) gestrichen werden. Die etwas veränderte 
Anordnung 


IAll- | B]| =, (84 Ars Bin) (Hi, Ani, Biur,) En... = |; AsiBie| (25) 


der Summationen läßt erkennen, daß dies eine einzige Determinante ist, die als 
Koeffizienten diejenigen des Matrixprodukts enthält, womit (21) bewiesen ist. 
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Abschließend sollen einige Eigenschaften der in (7) definierten &-Symbole an- 
gegeben werden, die gelegentlich von Bedeutung sind. So gilt 


füralle ©,kg=1...n 
iakg| mit &ß=1...n. 


€ (26) 


PRRERCN 


FR | 


Zum Beweis betrachten wir (21) zunächst für i,...„=kı...k,=1...n. 
Dann hat die linke Seite von (26) den Wert +1. Die rechte Seite ist gleich der 
Determinanten der Einheitsmatrix und daher ebenfalls + 1. Gehen wir von dieser 
einfachsten Zahlenfolge durch Permutationen zu anderen Zahlenfolgen über, so 
sind die dabei entstehenden Vorzeichenwechsel von (7) die gleichen, die auch 
durch Vertauschung zweier Zeilen oder Spalten der Determinante entstehen. 
Sind mehrere der i, oder der k, untereinander gleich, so verschwindet die linke 
Seite wegen (7), die rechte Seite aber ebenfalls als Determinante mit gleichen 
Zeilen oder Spalten. Damit ist (26) bewiesen. 


Setzt man einige der i, und k,; in (26) gleich und summiert über diese Indizes, 
so entsteht, wie in [Ü 26.7] bewiesen wird, 


|" 


I 
— te. &n..iyh.. ökrcckyh... |dixr;| 


(27) 
ke =1...n aß=l,..,v’=n-s. 


Mit dem Zeichen (») auf der rechten Seite ist gemeint, daß dort die v-zeilige und 
v-spaltige Determinante gebildet werden soll. Für dreireihige Determinanten er- 
gibt (26) zusammen mit den daraus folgenden ‚„Verjüngungen‘“ (27) die Gleichun- 
gen 


Ö dm din 
e 1 On Om 
O1 Eijr Eimn = ö; Oi Öjn IT IrEijk&imk = es 
Öx1 Ökm Ökn 31 Fjm (28) 
I 1 
Sr Sireijreijae— bin Zr Dur ]- 


Sie werden in [Ü 26.6] bewiesen und spielen oftmals eine Rolle für die Auswertung 
mehrfacher Vektorprodukte. 


268* Lösung linearer Gleichungssysteme 


Die besondere Bedeutung der Determinanten liegt in ihrer vielseitigen An- 
wendungsmöglichkeit: Mit ihrer Hilfe werden reziproke Matrizen und Tensoren 
konstruiert, lineare Gleichungssysteme aufgelöst und zu einem gegebenen Vektor- 
system das dazugehörige der kontragredienten Vektoren aufgefunden. Diese Auf- 
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gaben werden jetzt im einzelnen besprochen. Sie folgen alle aus dem Entwicklungs- 
satz der Determinanten, der. zunächst abgeleitet wird. 


Wieder sei 
All = Yıdı;-- Aniseh..d (l) 


irgendeine n-reihige Determinante. Wir betrachten das Zahlenschema (267.4) 
dieser Determinante und streichen die Zeile « sowie die Spalte ß. Das verbliebene 
Zahlenschema ist (n — 1)-zeilig und (n — 1)-spaltig. Die Determinante des ver- 
bliebenen Zahlenschemas bezeichnen wir als Unterdeterminante und mit 


Als =8:Aıa- - - I: . Ani, Ei... rg get 


Zum Beweis treffen ‚wir folgende Feststellungen: Zunächst kommen in diesem 
Schema keine Koeffizienten A,,; vor, die Zeile « fehlt also. Da über ß nicht summiert 
wird, erlaubt das durch (267.7) definierte e-Symbol nur solche Permutationen 
der i, in denen ß nicht vorkommt; also fehlt die Spalte 8. Im übrigen treten, wie 
das für eine Determinante entsprechend (1) gefordert wird, alle Permutationen 
mit wechselnden Vorzeichen auf. (2) ist also dann die gesuchte Determinante, 
wenn von wenigstens einer Permutation gezeigt werden kann, daß sie das richtige 
Vorzeichen besitzt. In der Hauptdiagonalen der verbliebenen Determinante 
stehen links die Indizes 1...2—1,&+1...n und rechts 1... —1, 
B+1...n. Gerade diese (hier die identische) Permutation aber liefert in (2) 
den Wert +1, genau wie in (1) die zur Hauptdiagonale gehörige identische 
Permutation. Damit ist die Behauptung (2) bewiesen. 


In der Determinante (1) ziehen wir für einen bestimmten, Wert & die Ko- 
effizienten A,; nach links heraus und bezeichnen i, mit ß. Dabei entsteht 


IA| =, As di Ari, lea Ag, .. AR (3) 


&i 


Das Ergebnis läßt sich in der Form 
Al = 35 Ass Ass (4) 


darstellen. Die Koeffizienten 


aß =, Ari, is A .. Ay. ” lg 
bezeichnen wir als die zu (1) gehörigen Minoren. (5) läßt sich dadurch in (2) über- 
führen, daß wir im e-Symbol den Index $ um $ — « Plätze nach rechts (bzw. links) 
tauschen. Dabei entstehen entsprechend (267.7) ß — x Vorzeichenwechsel. Der 


Minor stimmt also entsprechend 


| Ao= (UP Ahr | (6) 


14.. Macke, Teilchen. 3. Auti. 


210 2 Punktmasse im Raum [268] 


bis auf das Vorzeichen mit der durch Streichung der Zeile x und Spalte ß aus 
|-A|| hervorgehenden Determinante überein. In A,, ist also gerade A,, nicht 
enthalten. Bei partieller Differentiation von (4) nach A,, entsteht somit 


(7) 


Weiter betrachten wir den Ausdruck, der aus (4) hervorgeht, wenn wir & in 
A,s durch a'=+«& ersetzen. Da A,,; in (4) eine Zeile der Matrix repräsentiert, 
würde dies bedeuten: Wir ersetzen die ursprüngliche Determinante durch eine 
solche, in der die Zeile x durch die Zeile x’ ersetzt wurde. Eine solche Deter- 
minante aber enthält zwei gleiche Zeilen und verschwindet: 


SpAaıg Aug = 0 für ax. (8) 


Die Aussagen (4) und (8) lassen sich zu 


Au Äby = „el BI Ays ER Öl A| (9) 


zusammenfassen. Die zweite Formel von (9) geht wieder durch die nach (267.12) 
erlaubte Vertauschung der Zeilen und Spalten aus der ersten hervor. Dies ist der 
für viele Probleme so wichtige Entwicklungssatz der Determinanten. Zunächst 
ermöglicht er in der Form (4), die ursprünglich n-reihige Determinante auf Aus- 
drücke zurückzuführen, die nach (6) (n — 1)-reihige Determinanten sind. In- 
sofern kann diese Gleichung bei sukzessiver Anwendung zur Auswertung der 
Determinante verwendet werden. 


Das folgende lineare inhomogene Gleichungssystem 
n 
DS A;r%, = b; Sn ER} (10) 
k=1 


kann mit dem Entwicklungssatz (9) der Determinantentheorie gelöst werden. Zur 
Vereinfachung der Schreibweise denken wir uns die Unbekannten x, ... x, als 
Komponenten eines Vektors r in einem entsprechenden »-dimensionalen Raum. 
In diesem n-dimensionalen Vektorraum definieren wir folgende Vektoren und 
Tensoren: 

= hei % b=Neb A= Nr er Air 


1 f al) 
A'= N ,r%0 Ay = Dinei° &0|A|/9A;r- 


Das Gleichungssystem (10) erhält dadurch die Form einer Tensorgleichung 
Ar=b (12) 


und der in (9) dargestellte Entwicklungssatz die Form 
AN =AA=1|A]|. (13) 
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Der zu A reziproke Tensor (Matrix) folgt entsprechend 


A'A=] A=AÄ/NA] (14) 


durch Vergleich mit (13). Die Matrixkomponenten des reziproken Tensors lassen 
sich demnach in den verschiedenen Formen 


Aki 1 2]jAl| _ OMm]Ajl B 
= = ' 
IAl  IAll 04,;; dA,: (15) 


(A), = 


aus der Determinante und den Unterdeterminanten bestimmen. 


Wir betrachten jetzt das lineare Gleichungssystem (12). Durch Multiplikation 
mit dem Tensor A’ geht diese Gleichung in 


AAr=|A|r=Ab=bA' (16) 


über. Zunächst betrachten wir den Fall b = 0. Dann muß |A||x = 0 sein. Dieses 
homogene Gleichungssystem besitzt also offenbar nur eine Lösung £ + 0, wenn 
|Al| = 0 ist (in [269] wird gezeigt, daß das Verschwinden der Determinante be- 
deutet, daß die in (10) bzw. (12) enthaltenen Gleichungen für verschiedene i 
nicht unabhängig voneinander sind). Als nächstes betrachten wir den Fall b=+ 0. 
In diesem Fall erhalten wir nur für |A||=+0 eine eindeutige Lösung, nämlich 
rt = bA’/|A||. Zusammenfassend folgt für die Lösung des Gleichungssystems (12) 


b=0: r+#0 nurfür |Al= 0 
b+0: r=bA/|A|, wenn |Aj=#0. 


(17) 


Gegeben sei ein System von n Vektoren W, im n-dimensionalen Raum. Gesucht 
wird ein zu diesen Vektoren kontragredientes Vektorsystem, das durch die Forde- 


rungen 
| WA, 6, (18) 


definiert ist. Für den dreidimensionalen Fall konnte ein solches System Q; in 
(261.13) direkt angegeben werden. Wir bestimmen es jetzt für einen Vektorraum 
beliebiger Dimensionszahl. Zunächst stellen wir wie in (261.6) die gegebenen 
Vektoren entsprechend 

U =d Ar Arı (19) 


durch ihre Komponenten dar, die gleichzeitig Komponenten eines Tensors A 
sind. Die gesuchten Vektoren W; erfüllen die Bedingungen (18) mit dem Ansatz 
U=eAt, weil WU= eATAy,= er = bir. (20) 


Den reziproken Tensor A-! entnehmen wir (14) und erhalten somit 


= e;A’/|Al=A’e,/|Al (21) 


14* 
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für die gesuchten Vektoren. Diese lassen sich auch durch 


Re Alk ee 1 9]lA]| 3m|/A|| no: aln]/A|| 
2a ea | | 


beschreiben. 


269* Funktionaldeterminanten 


Bei Mehrfachintegralen ist es, wie am Schluß von [125] gezeigt werden konnte, 
oftmals zweckmäßig, zu solchen Koordinaten überzugehen, die den Grenzen 
des Integrals und seinen sonstigen Symmetrieeigenschaften besser entsprechen. 
Zum Beispiel sei 


Yzylaı %g, nn... =) 
Y%- Yalzı, Vgyerıı %,) (1) 
Yn = Yu (Rı Wgyore, %n) 


eine derartige Transformation von n Variabeln y, in Variabeln x; (und umgekehrt). 
Wir schreiben diese Transformation in der abgekürzten Form 


= yılaı) u,k=l,....n. (2) 


Für Änderungen der Variabeln gilt nach den Regeln von [123] für die partielle 
Differentiation 


2} 9: i 
dy = Ir, dr = Ir Arda- (3) 


Zwischen den Differentialen besteht also ein linearer Zusammenhang, dessen 
Koeffizienten A;, allerdings Funktionen der Koordinaten sein können. Nach 
(268.17) läßt sich dieses Gleichungssystem in der Form 


dx = ,dy;Ajıldn (4) 
umkehren, also nach den Differentialen dx; auflösen. 


Die Determinante des Koeffizientenschemas von (3) wird üblicherweise durch 
die Bezeichnungen 


2...) = |%|=j4,|=4, ” 


x ...%,) 1) 98% 


dargestellt. Sie heißt Funktionaldeterminante. 


Zunächst soll gezeigt werden, daß die Funktionaldeterminante (5) verschwindet, 
wenn die Transformationsfunktionen (1) bzw. (2) voneinander abhängig sind. 
Unter einer solchen Abhängigkeit verstehen wir, daß irgendeine Funktion F 
existiert, die lediglich von den y;, nicht aber von den x, abhängt und entsprechend 


F(y,.-.,9,)=0 für alle Werte der x; (6) 
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verschwindet. Existiert nämlich eine derartige Funktion, so müssen auch ihre 
sämtlichen partiellen Ableitungen nach den x, verschwinden, die wir entsprechend 


ar _ ar Ay, _ 
0 LTE 2” 


aus der Kettenregel erhalten. Nach (268.17) aber existiert eine Lösung dieses 
Gleichungssystems mit nichtverschwindenden Koeffizienten 9F/dy; nur, wenn 
die Determinante der neben diesen Größen stehenden Koeffizienten verschwindet, 
wenn also entsprechend 


die Funktionaldeterminante verschwindet. 


9Y, 
9% 


=(0 (8) 


Nunmehr wird folgende Behauptung bewiesen: Sollen in einem n-fachen Inte- 
gral die Variabeln y,....y, durch andere x, .. . x, ersetzt werden, so transformiert 
sich das Produkt der Differentiale (Volumenelement eines n-dimensionalen Kon- 
figurationsraums) entsprechend 


dy,...dy, > A,da,...dz, ||. (9) 


A, ist die in (5) eingeführte Funktionaldeterminante der Transformation (2). Sie 
muß von Null verschieden sein, wenn beide Seiten von (9) bei der Integration 
ein von Null verschiedenes Ergebnis liefern sollen. Daher kommen nur solche 
Transformationen (2) in Betracht, deren Einzelfunktionen entsprechend (6) 
bis (8) voneinander unabhängig sind. 


Der Beweis von (9) wird durch vollständige Induktion geführt. Wir beweisen (9) 
zunächst für n = 1 und dann für n, wobei wir (9) für.n — 1 dann als bewiesen 
voraussetzen. Zunächst denken wir uns also nur eine der Variabeln, zum Beispiel 
x, , durch y, ersetzt. Dann gilt 


{) 
dyıdz,...dy> (32 ),. „An da ...de,=Ada....de,. (10) 
Die Indizes x,...x, weisen darauf hin, daß diese Variabeln bei der partiellen 
Differentiation festgehalten werden. 9y,/dx, = 4, ist eine triviale (einzeilige und 
einspaltige) Funktionaldeterminante. Damit ist die Behauptung (9) für n=1 
bewiesen. Wir setzen sie jetzt für n — l in der Form 


dyı...dya-ı dan >An-1d2,...de (11) 


n 
als bewiesen voraus und beweisen sie für n. Zu diesem Zweck gehen wir in (11) 
von der Integration, die jetzt über die Variabeln y, .. . Y,_, 2, führt, zu yı . . . Yu 
über, indem wir dx, durch dy, entsprechend 


Oyn 
dyı...dy„> Anl y ), % de, --.d&, (12) 


EA 
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ersetzen. Der Ausdruck 9y,/dx, in (12) stellt eine partielle Ableitung dar, bei der 
allerdings nicht die Koordinaten x... .x,_.ı, sondern die %,.. .Y„_.ı festgehalten 
werden müssen. Diesen Zusammenhang zwischen dy, und dx, bestimmen wir aus 
dem aufgelösten Gleichungssystem (4), indem wir alle dy,; außer dy, gleich Null 
setzen. Für die uns allein interessierende Änderung dx, mit k= n in (4) erhalten 


wir somit ‚ 
de, = dy Ad =dy,A,-ıldn- (13) 


A, ist aber gerade die (n — 1)-reihige Determinante, die wir aus || A|| durch 
Streichung der letzten Zeile und Spalte erhalten. Beim Einsetzen von (13) in (12) 
entsteht somit 

A, 
n-1 4,-ı 


dy. .. dyn> A 


da. da = | rn dar. AR, (14) 


in Übereinstimmung mit (9). Damit ist die Behauptung (9) endgültig bewiesen. 


Zur Anwendung von Gleichung (9) betrachten wir eine Transformation von 
kartesischen Koordinaten xyz auf Kugelkoordinaten röo, die in Abb. 315.1 
dargestellt wird. Die (1) entsprechende Koordinatentransformation ist 


x=rsindcoso y=rsindsinp 2=rcosd. (15) 


Für das Schema der partiellen Ableitungen erhalten wir 


g9x 


or 1 9x . . 

7, sind cosp Zn reosd cosp re sing 
9. A a % Y.5 EBEN 

5, — sindsing a cosd sing Pr (16) 
92 92 ö de 

Fr Se; sind rin 


Nach (9) wird das Volumenelement des Integrals durch 
dzdydz> Adrdddo (17) 


dargestellt, wo A die Funktionaldeterminante 


sindcosp rcos®cosp —rsindsing 
A=|sindsing rcosdsino rsind cos (18) 
cos® —rsind 0 


darstellt, deren Auswertung nach (214.8) 
A=r? (sind cos’d cos?’p + sin? sin’@ + sin?d cos’p + sind cos?d sin?y) 


19 
= r?(sin® cos?d + sin?d) = r?sind en 


ergibt. Die endgültige Transformation des Volumenelements lautet 


| dedydz>rsinddrdddp. | (20) 
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Das gleiche Ergebnis kann auch auf anschaulichem Wege gewonnen werden. 


Übungsaufgaben: 


26.1. Das zu den Vektoren a,=e,, Ag= €,008@ — £,sin®, a3= €, kontragrediente System 
ist zu konstruieren. 


26.2. Man bestimme Drehachse u und Winkel & der Drehung, bei der e,, e,, e, in &,, &,, &, 
überführt werden. 


26.3. Man bestimme alle Eigenwerte A, und Eigenvektoren tr, einer Drehung. 


ab 
26.4. Welches ist die zu ( inverse Matrix? 


cd 
26.5. Die nebenstehende Determinante ist auszuwerten 8311 
a) durch Addition von Zeilen und Spalten, 642 7 
b) durch Entwicklung der obersten Zeile nach dem 3413 
Entwicklungssatz. 4325 


26.6. Die Relationen (267.28) über die e-Symbole im dreidimensionalen Raum sind zu 
beweisen. 


26.7. Der allgemeine Satz (267.27) über die e-Symbole ist zu beweisen. 
26.8. Wie transformiert sich dr = dx dy dz beim Übergang auf Zylinderkoordinaten? 


3 Systeme von Punktmassen 


Nachdem in den ersten beiden Teilen die eindimensionale und die räumliche 
Bewegung einer einzelnen Punktmasse genauer studiert wurde, bleibt nun das 
Zusammenwirken mehrerer Punktmassen zu untersuchen. Da man sich auch 
ausgedehnte Massen aus kleinen punktförmigen Massen zusammengesetzt denken 
kann, betreffen diese Überlegungen letztlich jede Art von Massenverteilung. 
Zunächst werden in [31] Systeme untersucht, bei denen sich nur eine Punkt- 
masse wirklich bewegt und die Anwesenheit der übrigen durch eine geometrische 
Bedingung (Schiene, Fläche) zum Ausdruck kommt. Daran anschließend werden 
in [32] und [33] die kombinierten Bewegungen zweier Punktmassen untersucht. 
Das letzte Kapitel behandelt allgemeine Sätze über Systeme, die beliebig viele 
Punktmassen enthalten. Mit diesen Untersuchungen ist der Aufbau der Mechanik 
vom Grundsätzlichen her im wesentlichen abgeschlossen. 
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31  Punktmasse unter Nebenbedingungen 


Zusammenfassung: Das Potential der Schwerkraft Y = mgz hängt nur von der Höhe, 
nicht aber von der speziellen Form der durchlaufenen Bahnkurve 2(x) ab. Die Potentialkurve 
Y (x) einer eindimensionalen Bewegung bedeutet daher anschaulich diejenige Berg- und Tal- 
bahn, auf dereine Punktmasse an jedem Ort genähert die gleiche Kraft als Schwerkraft erfährt, 
die das Potential 7 (x) beschreiben soll. — Eine Punktmasse auf gegebener Bahnkurve r(s) 
unter gegebener Kraft $(s) erfährt von den „Bahnschienen“ her eine Zwangskraft 3, die 
sowohl die Normalkomponente der Kraft zur Bahnkurve als auch die Zentrifugalkraft des 
Teilchens zu kompensieren hat. Der Zeitablauf der Bewegung wird durch die Tangential- 
komponente der Kraft über die Gleichung m3 = K,„ bestimmt. — Beim Kreispendel entstehen 
unter dem Einfluß der Schwerkraft periodische Bewegungen. Bei kleinen Amplituden ist die 
Schwingungszeit 7 wie beim harmonischen Oszillator unabhängig von der Amplitude. Die 
Bahnberechnung über den Energiesatz führt auf elementar nicht auswertbare elliptische 
Integrale. Einen qualitativen Überblick liefert die Betrachtung im Pg-Diagramm. Die 
Aufgabe, ein Pendel zu konstruieren, dessen Schwingungszeit unabhängig von der Amplitude 
ist, führt auf das Zykloidenpendel. — Bei der Bewegung auf einer beliebigen Fläche erfährt 
eine Punktmasse Zwangskräfte, die in die Normalenrichtung 9f/dr der Fläche weisen. Die 
kräftefreie Bewegung einer Punktmasse auf solchen Flächen erfolgt mit konstanter Geschwin- 
digkeit $ auf geodätischen Linien, den kürzesten Verbindungen zwischen zwei Punkten 
der Fläche. — Beim Kugelpendel bleiben Energie und z-Komponente des Drehimpulses 
erhalten. Diese beiden Bedingungen liefern die Bestimmungsgleichungen der durch at) 
und o(t) beschriebenen Bahnkurve. Qualitativ läßt sich der Bewegungsverlauf in ähnlicher 
Weise übersehen wie bei der Zentralbewegung einer Punktmasse im Raum. #(t) übernimmt 
hier die Rolle von r{f). 


311 Punktmasse auf gegebener Bahn 


Zunächst wird die Punktmasse m betrachtet, die sich in Abb. 311.1 auf einer 
schiefen Ebene in einer Rinne bewegen kann. Ihre Bahn wird durch den Ort 
s = s(f) in der Rinne, die Bahnlänge, beschrieben. Wie bereits früher in [113] 
besprochen, wirkt auf sie nur die Kraftkomponente K, in dieser Rinne. Sofern 
lediglich der Einfluß der Schwerkraft betrachtet wird, folgt 


ms—=K,=—-@Gsina=—mgsina = —mg.. (1) 


Die Bewegungsgleichung unterscheidet sich von derjenigen beim freien Fall 
lediglich durch den kleineren Zahlenwert g’ der Beschleunigung. Das Potential 
dieser Kraft wird nach (234.14) durch 


daV/=—K,ds=mgsinads (2) 
beschrieben. (2) liefert nach Integration 


V=V,+mgssina=V,+mgz. (3) 


Das Potential V hängt offenbar nur von der 
Höhe z, nicht aber vom Neigungswinkel & der 


Abb.311.1. Bewegung einer Punkt- 
masse in einer geneigten Rinne 
unter dem Einfluß der Schwerkraft Rinne ab. 
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Als nächstes wird eine ebene, aber gekrümmte Bahn im Schwerefeld betrachtet. 
Wir stellen uns diese Bahn als aus vielen sehr kurzen Rinnen zusammengenohzb 
vor, so daß in jedem Punkt die Gleichung 


mä—= —mg sin & (s) (4) 
gilt. Wegen sina = dz/ds entsteht für das Potential 
V=—K,ds=+mg Side. (5) 
Bei geeigneter Normierung des Potentials (V = 0 für z = 0) ergibt sich 
V=mgz. (6) 


Auch hier ist das Potential V nur von der Höhe z, nicht aber von der speziellen 
Form der Bahnkurve abhängig. Die Multiplikation 


= 17, der Bewegungsgleichung (4) mit $ und die an- 
« schließende Integration führt auf den Energiesatz 
b ZP+V=EB. (7) 

Abb. 311.2. Zur Ableitung 
ds =da+dz2 Wir können die Bewegung durch die Bogenlänge s (t) 


beschreiben. Dann muß V(s) mit Hilfe von z(s) 
dargestellt werden. Dieser Zusammenhang ist prinzipiell durch die Form der 
Bahnkurve gegeben. Einfacher ist es im allgemeinen, die Bahn durch ihre Pro- 
jektion x (f) auf die x-Achse zu beschreiben. Da nach Abb. 311.2 ds?= d2?+ dx? 
ist, gilt 

!=-2+2=8(l-427R). (8) 


Dabei ist 2’ = dz/dx die Ableitung der gegebenen Bahnkurve 2(x). Beim Ein- 
setzen von (8) und (6) in (7) und Auflösung nach di entsteht die Gleichung 


_ Ita” 
di=dz je en E-mgz(e) ’ (9) 


die auf der rechten Seite nur noch bekannte Funktionen von x enthält und nach 
Integration beider Seiten die Bahn in der Form {(x) liefert. Bei geringer Neigung 
der Bahn wird z’ — 0 und $ » &. Dann erhalten wir den gleichen Bahnablauf wie 
in [154] bei der Geradeausbewegung x(t) im gegebenen Potential V = mgz(x). 


Nach diesen Vorbereitungen wird die Bewegung einer Masse auf vorgegebener 
Raumkurve r=x(x) mit « als Kurvenparameter untersucht. Als neuer Para- 
meter s wird die Bogenlänge eingeführt. Sie ist durch die Integration 


h & 
s= [lar= [de 
I % 


=s(6) (10) 
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längs der Kurve mit s(&,) = 0 für irgendeinen Punkt r, = t(&,) gegeben. Mit r(s) 
sind auch die Einheitsvektoren t und nin Richtung der Tangente und der Haupt- 
normale sowie der Krümmungsradius o durch 


dr T# Ti 
— ER u ee = — = —— 
r=r(s) isr= ds 1>= I1”] Q Ir] (11) 


gegeben, wie in [217] gezeigt wurde. Auf das Teilchen soll eine Kraft wirken, 
die entsprechend 


K=RMW= Kris) (12) 


nur auf der Bahn betrachtet wird und dort als vorgegebene Funktion von s an- 
gesehen werden kann. Bei Abhängigkeit von i hängt ® entsprechend noch von $ 
ab. 


Weil die Masse gezwungen ist, auf der Raumkurve r(s) zu bleiben, kann das 
NEWToxsche Grundgesetz nicht erfüllt werden. Natürlich läßt sich für ı (£) immer 


eine Gleichung 
mi=R+B | (13) 


angeben. Sie definiert allenfalls eine neue Größe 3. Wäre allerdings die Kraft 8 
gerade so beschaffen, daß die zugehörige Bahn r mit der „Schienenbahn“ über- 
einstimmte, würde sich die letztere nicht weiter störend bemerkbar machen und 
das Newroxsche Grundgesetz bliebe gültig. (13) wäre mit 3=0 erfüllt. Nun 
besitzt aber (13) auch für 3+0 die Form des NewTonschen Grundgesetzes, 
und r=r(s()) in (13) ist die Schienenbahn. Somit können wir $? + 3 im obigen 
Sinne als eine Kraft deuten, die so beschaffen ist, daß sie die Masse gerade längs 
der Schienenbahn führt. $} war die vorgegebene Kraft. Also muß 3 diejenige Zu- 
satzkraft sein, welche im Bahnablauf erforderlich ist, um die Schiene zu ersetzen, 
oder in anderen Worten: die Kraft, mit der die Schiene die Masse auf ihrer Bahn 
hält. Sie wird als Zwangskraft bezeichnet. 


Kräfte, die in tangentialer Richtung der Bahn wirken, beschleunigen die Masse 
längs der Bahn, ändern aber die Bahnkurve nicht. Nur Kräfte, die senkrecht 
auf der Bahnkurve stehen, können die Bahnrichtung ändern und so für den 
Durchlauf einer bestimmten Raumkurve t(s) sorgen. Aus diesem Grunde muß 
die Zwangskraft 3 eine Normalkraft sein. Es gilt daher stets 3 _1t(s). Nach 
(217.11) läßt sich der Beschleunigungsvektor in (13) durch 


n 8? 
i=5t+ Zi (14) 
ersetzen. Multiplizieren wir (13) mit dem Tangentenvektor t, so entsteht 
mi—t(R+Z)=tR=Kr. (15) 


Diese Gleichung bestimmt den zeitlichen Ablauf der Bewegung auf der vor- 
geschriebenen Bahn r(s). Die Masse wird längs der Bahn nur durch die Tan- 
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gentialkomponente X, der Kraft 8 beschleunigt. Ky ist gegeben, da t = dr/ds 
und 8 = $t(t(s)) bekannt sind; somit läßt sich s(f) durch Integration von (15) 
gewinnen. s (t) ist die einzige zur Beschreibung des Bewegungsablaufs noch erforder- 
liche Zeitfunktion. Also handelt es sich bei der Bewegung einer Punktmasse auf 
vorgegebener Bahn r(s) um eine Bewegung mit nur einem Freiheitsgrad. 


Nachdem der Bewegungsablauf s(t) berechnet ist, bleibt noch die Zwangs- 
kraft 3 zu berechnen, die die Schiene auf den Massenpunkt ausübt. Nach (13) 
erhalten wir hierfür 


3-mi—a-m(t+n)(tot8-tx(tx N). (16) 


Die letzte Klammer dieser Gleichung enthält die von (215.10) bekannte Zer- 
legung des Vektors ft in eine Komponente beliebiger Richtung und eine 
senkrecht dazu. Unter Berücksichtigung von (15) wird hieraus 


g-munttxttxm)= 369. (17) 


Die Zwangskraft ist somit durch die äußere Kraft $t, durch die Bahnkurve r(s) 
und ihre charakteristischen Größen t, n und o sowie durch die Bahngeschwindig- 
keit $ festgelegt. 


Für ein ruhendes Teilchen $ = 0 bleibt auf der rechten Seite von (17) nur die 
Normalkomponente der Kraft $} (mit negativem Vorzeichen) ührig, die im Sinne 
einer Gleichgewichtsbedingung von 3 kompensiert wird. Weiter betrachten wir 
die kräftefreie Bewegung mit X = 0. Sie führt entsprechend (15) aufeine Bewegung 
3 = 0 mit konstanter Geschwindigkeit 5. Die Zwangskraft (17) wird ms?n/o. Sie 
ist der Zentrifugalkraft in (254.17) entgegengerichtet und gleich groß. Zusammen- 
fassend läßt sich also feststellen, daß die Schienen einer vorgegebenen Bahn 
Zwangskräfte auf die Masse ausüben. Dabei müssen sie einerseits die Normal- 
komponente der auf die Masse wirkenden Kraft kompensieren und andererseits 
die beim Bahndurchlauf in den Kurven auftretenden Zentrifugalkräfte aus- 
gleichen. 


312 Kreispendel 


Die Anordnung von Abb. 312.1 zeigt eine Masse, die sich im Abstand Z von 
einem Drehpunkt auf einem Kreis bewegen kann. Wir denken uns die Masse an 
zwei dünnen (gewichtslosen) Stäben befestigt. Von der Schwerkraft G kommt 
nur die Komponente —mgsingp längs der Kreisbahn zur Wirkung. Die Be- 
wegungsgleichung lautet daher 

mS—=—mgsino. () 


Mit s = Ip geht diese Gleichung in 
öo=— e sing (2) 
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über, und die Bewegung p(t) kann durch Lösung der Differentialgleichung auf- 
gesucht werden. 


Bei kleinen Auslenkungen ist sing = 9, und es entsteht wie beim harmonischen 
Oszillator die Lösung 
ol)» Acoswlt—h). (3) 
A bedeutet den beliebig wählbaren, aber kleinen Maximalwinkel der Schwingung 
und 


; pn 

=== ]/% (4) 
ihre Kreisfrequenz. Sie ist wie beim harmonischen Oszil- 
lator unabhängig von der Amplitude A der Schwingung. 


Bei größeren Ausschlägen ist jedoch sinp<g zu be- 
rücksichtigen. Die rücktreibende Kraft ist also kleiner 
als beim entsprechenden harmonischen Oszillator. Aus 


mg diesem Grunde wird die Bewegung bei großen Ausschlä- 
Abb. 312.1. Bewegung gen verlangsamt, und die Schwingungsdauer 7 wächst mit 
eines Kreispendels zunehmender Amplitude Yyax: Im Grenzfall Ymax > T 


wird 7 — oo, weil dann die Masse über dem Drehpunkt 
im labilen Gleichgewicht stehen bleibt, vgl. (154.11 bis 14). 


Zur exakten Behandlung wird die Bewegungsgleichung (2) wie beim Energie- 
satz mit & multipliziert 


re N d p? 
Bo+ ein) are) =0. (5) 
Demnach muß 
1 2 62 
7 P— wg P = wgE (6) 


zeitunabhängig werden. Die Integrationskonstante e stimmt bis auf unwesentliche 
Faktoren mit der Energie des Kreispendels überein und ist im Bereich der Pendel- 
schwingungen -—1<e<+1 mit —c08Ynax identisch. Die Auflösung dieser 
Gleichung nach 


u a: ae 
’ 2r 2 Ve-+ cosp’ 
0 


liefert die Bahnen in der Form t(p). f, ist hier so gewählt, daß gerade oft,) = 0 
wird. 

Qualitativ und anschaulich lassen sich die möglichen Pendelbahnen zu ver- 
schiedenen Werten der Integrationskonstanten e in der p@-Ebene überblicken. 
Bei Bahnen kleiner Energie kann cosp näherungsweise durch 1 — 9?/2 ersetzt 
werden, und es entstehen Ellipsen wie in (133.10). Bei Bahnen sehr großer Energie 
führt das Kreispendel Rotationsbewegungen durch mit nahezu konstanter Ge- 
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schwindigkeit, die lediglich in der Umgebung von = nr verringert ist. Beim 
Übergang von der Pendelbewegung zur Rotationsbewegung entstehen die in der 
Abbildung sich schneidenden Grenzkurven. Der Schnittpunkt wird erst nach 
jeweils unendlich langer Zeit erreicht und entspricht der labilen Gleichgewichts- 
lage. Da die Angabe von o(f) im Bereich O<p< 2r ausreicht, ist als Phasen- 
fläche gelegentlich die Vorstellung einer Zylinderfläche vorteilhafter. p umläuft 
den Zylinder mit der Periode 2x, und 9 liegt in Achsenrichtung. Die Bahnen 
von Abb. 312.2 denkt man sich auf den Zylindermantel aufgetragen. 


2 


Inn 
TITSI 


Abb. 312.2. Bewegung des Kreispendels in der p&-Ebene. Die geschlossenen Kurven stellen 
Schwingungen dar, während den offenen Linien Rotationsbewegungen entsprechen 


313 Zykloidenpendel 


Bei der Verwendung des Pendels zum Bau von Uhren macht sich störend 
bemerkbar, daß die Schwingungsdauer mit der Amplitude wächst. Es erhebt sich 
daher die Frage, auf welcher Pendelkurve anstelle der Kreisbahn sich eine 
Masse m bewegen muß, damit unter dem Einfluß der Erdanziehungskraft eine 
Schwingungsbewegung entsteht, deren Schwingungszeit bzw. Frequenz un- 
abhängig von der Amplitude ist. Dieses Problem wurde von Huvgens 1673 in 
seiner berühmten Arbeit über die Pendeluhr gelöst. Die Kurve mit der ge- 
wünschten Eigenschaft wird als Tautochrone bezeichnet. 


Für jede derartige Pendelbahn, gegeben durch den Zusammenhang z(x) oder 
auch z(s), wird natürlich der Energiesatz in der Form 


+ mgz(s)=E (1) 


erfüllt. Soll die Kreisfrequenz & der Pendelbewegung unabhängig von der Am- 
plitude sein, so muß das Potential in gleicher Weise von s abhängen wie beim 
harmonischen Oszillator. Es muß also 


Mgz = 08 (2) 
gelten. Dann nämlich stellt (1) den Energiesatz des harmonischen Oszillators dar, 


dessen Lösungen s(f) = A cos(»t — «&) mit beliebiger Amplitude A alle die gleiche 
Frequenz w besitzen. 
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Die Bedingungsgleiehung (2) für die gesamte Kurve kann in der Form 


®—8Rz =, (3) 


4m? 


dargestellt werden. Hierbei ist R ein Parameter dieser Pendelkurve. Soll die 
Frequenz w die gleiche wie beim Kreispendel (312.4) für kleine Ausschläge werden, 
so muß R = 1/4 gesetzt werden. 


Um die Kurve (3) in der Form z(x) darzustellen, empfiehlt sich der Übergang 
zu einer Differentialgleichung. Zunächst gilt infolge (3) 


as=aysRz=]/R az. (4) 


Weiter erhalten wir wegen 


da?+d= da !R ar (5) 


für den differentiellen Zusammenhang zwischen x und z 


da= tar. (6) 


Zur Vereinfachung der Integration dieser Gleichung wird die Substitution 


| = R(1—cosp) de=Rsinpdp (7) 


gemacht, mit der Gleichung (6) in die leicht integrierbare Form 


de= 1487 RYi—oo@gdp=R( + c0s7)dp (8) 


— c0Sp 


übergeht. Die Integration dieser Gleichung liefert 


| «= R(p+ sing) (0) 


als spezielle Lösung mit x(0) = 0. 

Die Gleichungen (7) und (9) sind die Parameterdarstellung der Tauto- 
chrone, die in dieser Form einfacher zu übersehen ist, als wenn man eliminiert, 
um z(x) direkt zu erhalten. (7) und (9) stellen, wie Abb. 313.1 zeigt, diejenige 


Abb. 313.1. Konstruktion der Zykloide durch Abrollen eines Kreises unter der strichpunk- 
tierten Geraden. Ein mitrotierender Punkt an der Peripherie des Kreises beschreibt eine Zykloide 
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Kurve dar, welche der Punkt P eines Rades beim Abrollen auf der strichpunk- 
tierten Geraden durchläuft. @ ist der Drehwinkel des Rades, und die zugehörigen 
Werte (7) und (9) für z und x sind der Abbildung zu entnehmen. Eine solche 
Kurve wird Zykloide genannt. Wenn sich die Pendelmasse einer Uhr also auf 
einer Zykloidenbahn bewegt, dann ist ihre Schwingungszeit unabhängig von der 
Amplitude. Die Zykloide besitzt noch weitere geometrisch und physikalisch 
interessante Eigenschaften. In [Ü 31.3] wird gezeigt, daß die Evolvente einer 
Zykloide, die Kurve also, die entsprechend Abb. 313.2 beim Abwickeln eines 
Fadens von einer Zykloide entsteht, wieder eine Zykloide ist. Ein Zykloiden- 
pendel läßt sich daher als Fadenpendel konstruieren, dessen Faden — wie in 
Abb. 313.2 — beim Pendeln auf einer Zykloide ab- bzw. aufgewickelt wird. Außer- 
dem wird weiter unten in [412] gezeigt, daß die Zykloide die Kurve kürzester 
Fallzeit zwischen zwei gegebenen Punkten ist. 


öf 
E73 


ses #la)=0 


Abb. 313.2. Konstruktion der Evolvente Abb. 314.1. Darstellung der Flächennormalen 
einer Zykloide als Gradient der Fläche 


314 Punktmasse auf einer Fläche 


Eine beliebig geformte Fläche wird in Abb. 314.1 vorgegeben. Sie wird ana- 
lytisch durch A 1) 


beschrieben. Wie bei der Bewegung einer Punktmasse auf gegebener Bahn- 
kurve kann auch die Bewegung auf gegebener Fläche nicht ohne weiteres das 
Newronsche Grundgesetz erfüllen. Vielmehr muß entsprechend 


mi—=R+B (2) 


der vorgegebenen Kraft St noch eine Zwangskraft 3 hinzugefügt werden, die 
überall auf der Fläche dafür sorgt, daß die Masse die Fläche nicht verlassen 
kann. Zu diesem Zweck muß #3 in die Normalenrichtung der Fläche weisen. 
Dies läßt sich durch den Ansatz 


3=1 (3) 
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erreichen, da nach (235.1) der Gradient einer Fläche in deren Normalenrichtung 
zeigt. Die Gleichungen (1) bis (3) beschreiben die Bewegung einer Punktmasse in 
der Fläche. Nach Elimination von 3 aus (2) und (3) sind dies vier skalare Glei- 
chungen zur Bestimmung der vier Unbekannten x, y, z und A. 


Als Anwendungsbeispiel wird die Bewegung einer Masse auf der schiefen 
Ebene von Abb. 314.2 betrachtet. Sie wird durch die Koordinaten s und y be- 
schrieben. Die s-Achse ist gegen die x-Achse 
um den Winkel « geneigt. Analytisch wird 

diese Ebene durch 


fd =ar=0 (4) 


beschrieben mit a als dem Normaleneinheits- 


« - 
vektor der Ebene. Für den Gradienten von (4) 
es erhalten wir nach (235.14) einfach 
Schiefe Ebene im Raum KJE en 9. ON (5) 


3 =Aa wird in (2) eingesetzt und diese Gleichung mit a multipliziert. Wegen 
a? = 1 und weil i in der Ebene und daher senkrecht zu a liegt, entsteht 


A=—aR (6) 
für den gesuchten Parameter A. 3 kompensiert somit die Normalkomponente 
der Kraft &. 


Wird als Kraft lediglich die Schwerkraft mg gewählt, so erhält die Bewegungs- 


gleichung die Form eg einsen (7) 


Die Projektion von (7) auf die Achsen e, und e, führt auf die Gleichungen 
yj=0 5=—gsina (8) 
für die Bewegung des Teilchens auf der Ebene. Zu diesen Gleichungen trägt 
das letzte Glied in (7) nichts bei, da a senkrecht auf den Vektoren e, und e, steht. 

Die allgemeine Lösung von (8) ist nach (128.9) 
y() = + at s=a+at-ITr. (9) 
Nach Elimination von t entsteht 
u SER, ,Y = 9 Y—-%\?. . 

s=s(y)=a-+ 4, z 3 | = ) sin &- (10) 


für die Bahnkurve. 


Zum Abschluß soll noch die kräftefreie Bewegung auf beliebig gekrümmter 
Fläche betrachtet werden. In diesem Fall geht die Bewegungsgleichung mit 
(311.14) in 


m(st+ En)=25- (u) 
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über. Die Multiplikation dieser Gleichung mit t liefert 
5—=0 $—konst., (12) 
weil ıı und Of/dr senkrecht auf t stehen. Die kräftefreie Bewegung in der ge- 


krümmten Fläche erfolgt also mit konstanter Geschwindigkeit s. (11) geht in 
u (13) 


ar 


8 
m—n=/4 
e 


über. Der Vektor rechts in (13) weist in die Richtung der Flächennormalen, 
n dagegen in die der Hauptnormalen der Bahnkurve. Nach (13) sind also im 
kräftefreien Falle nur solche Bahnkurven erlaubt, deren Hauptnormale, nämlich 
die in der Schmiegungsebene liegende Normale, mit der Flächennormalen im 
gleichen Punkt übereinstimmt. Diese Kurven werden als geodätische Linien be- 
zeichnet. Sie gehen beim Übergang zur Ebene in gerade Linien über. Auf der 
gekrümmten Fläche sind sie die kürzesten Verbindungslinien zwischen gegebenen 
Punkten. Auf einer Kugel zum Beispiel sind die geodätischen Linien Großkreise. 


315 Kugelpendel 


Die Bewegungstheorie einer Masse auf einer gekrümmten Fläche wird auf 
das Kugelpendel angewendet. Das ist eine Masse m, die sich unter dem Einfluß 
der Schwerkraft beliebig auf der Oberfläche einer Kugel bewegen kann. Die 
Flächengleichung ist hier 


I=r’—-R=0. (1) 
Die Bewegungsgleichung lautet nach (314.2 und 3): 
" d 
mi=mg+iL. (2) 
Für den Bewegungsablauf gilt der Energiesatz 
d I fm. 26 4.0 4 
air F#- ar (3 T mgı) mit —g)=ii i=0 (3) 


so, als wäre die Zwangskraft nicht vorhanden. Das liegt daran, daß Of/Or stets 
senkrecht auf der Geschwindigkeit i steht. Hieraus folgt der allgemeine Satz, daß 
Zwangskräfte keine Arbeit verrichten und daher auch nichts zur Energie bei- 
tragen. Außerdem ist im vorliegenden Fall die z-Komponente des Drehimpulses 
eine Erhaltungsgröße, denn es gilt 

Rd W-Rexmd)+R[ex2gt)=0, (® 
weil im ersten Term e, und g, im zweiten Term aber x und 9//dr gleichgerichtet 
sind. Mit diesen beiden Erhaltungssätzen allein läßt sich das Bewegungsproblem 
in einer Weise lösen, die formal stark an die Bewegung einer Masse im Zentral- 
feld erinnert. 


15 Macke, Teilchen. 3. Aufl. 
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Zunächst werden die kartesischen Koordinaten x, y, 2 durch die Kugelkoordi- 
naten R, ®, p ersetzt. Abb. 315.1 zeigt zunächst die Gültigkeit von 


z=—Rcos® 3— Rödsind. (5) 
Die mit o bezeichnete Größe ist R sind. Im allgemeinen ist sie um einen Winkel 


in der xy-Ebene gedreht. Faßt man x und y zu einer komplexen Variablen Z 


zusammen, so gilt i 
Z=x+jy=Rsinde!? 


Z=&+jy=R(d cosd + j9 sind) e’?. (6) 
Das im Energiesatz (3) auftretende i? wird mit (5) und (6) durch 

2 3241172 R?ö® sind + R?(Ö° cos’9 + 9° sin?d) = R?(d’+g?sin?d) (7) 
ersetzt. 


Nunmehr können die Erhaltungssätze von Drehimpuls und Energie in den 
Winkeln 9 und g dargestellt werden. Für die mit Z bezeichnete z-Komponente 
des Drehimpulses gilt 


L=e,2=me(tx t) 


BIETE BEIRDT.. 
= 2m; —=2mze Fra (8) 
L=mR’ösin’®. 


Betrachtet man das Kugelpendel 
senkrecht von oben, so bedeutet 
dF, die in dieser Projektion in 
der Zeit dt vom Radiusvektor 
überstrichene Fläche. Sie ist ein 
Dreieck vom Inhalt o®dop/2 und 


Abb. 315.1. Festlegung eines Punktes auf der 


Kugeloberfläche durch Kugelkoordinaten liefert somit das Ergebnis (8). 
Als Energie E entsteht mit (7) 

ss R®? 05 2: 
B=5 omg = (8° + 8° sin?d) — mgR cosd (9) 


et ae 
E=—RVU+,, Ban mgRcosd. 


(8) und (9) sind Differentialgleichungen erster Ordnung für Y(t) und g(t). Sie 

reichen aus, um die Pendelbahn auf der Kugeloberfläche zu beschreiben. Zu- 

nächst kann #(f) aus (9) berechnet werden und anschließend @(t) bei bekanntem 

9(t) aus (8). Es ist außerdem möglich, zunächst die Bahnkurve 9(@) zu berechnen. 

ö in (9) wird unter Verwendung von (8) durch = dd/dg ersetzt: 
dt 


m R?sin?® ’ 


(10) 


und der Energiesatz liefert eine Differentialgleichung erster Ordnung für d(p). 
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Qualitativ läßt sich der Bewegungsablauf ähnlich wie bei der Zentralbewegung 
und der eindimensionalen Bewegung beschreiben. Es handelt sich bei den Bahnen 
um eine durch die Parameter ZL und E gegebene Schar. In Abb. 315.2 wird die 


Größe 12 j 


das Scheinpotential, für verschiedene Parameterwerte L dargestellt. Da L hier 
quadratisch auftaucht, kommen die Bahnen mit Rechtsumkreisungen der 
z-Achse (L > 0) und solche mit Linksumkreisungen (L < 0) völlig symmetrisch 


L=konst. 


v 


Inox 


—I 


Abb. 315.3. 
Darstellung der möglichen Bahnen auf der Kugel 


Abb. 315.2. Scheinpotential des Kugelpendels in Ab- 
hängigkeit von 9 und Z. Die gestrichelte Kurve ver- 
bindet die Minima der Potentialkurven. Ihr Schnitt- 
punkt liefert die Kreisbewegungen 9 = konst. mit 
konstanter Winkelgeschwindigkeit & 


1% 


r 
l 
! 
j 
l 
! 
j 


vor. Die unterste Kurve entspricht einem Scheinpotential ohne Drehimpuls. 
Das Potential für kleine Z unterscheidet sich nur wenig von demjenigen für 
L=0 außer an den Stellen, wo sin® = 0 ist, also bi = 0 und®=r. Da das 
Glied m R2Ö?/2 in (9) positiv definit ist, kann nur in solchen Winkelbereichen 
Bewegung stattfinden, in denen die Bedingung 


E=V(9) (12) 


erfüllt wird. Daraus folgt unter anderem, daß der Punkt 9 = O nur von Bahnen 
mit L = 0 erreicht wird. Dies sind ebene Pendelbewegungen ohne Rotation. 
Alle übrigen Bahnen mit L=+0 ergeben Bewegungen, bei denen ® zwischen 
einem Minimal- und einem Maximalwert schwankt. Es gilt also 


Omin = 0) S Onax für Z + 0. (13) 


Zu jeder Energie E gibt es einen Bewegungszustand, bei dem der für diese Energie 
erlaubte Maximaldrehimpuls erreicht wird. Dies ist eine Kreisbewegung um die 
2-Achse (als Mittelpunkt) mit konstanter Winkelgeschwindigkeit. Abb. 315.3 
zeigt die möglichen Bahnen noch einmal auf der Kugel selbst. 


15* 
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Bei sehr großer Energie E gehen die Bahnen in Großkreise der Kugel über. 
Dies läßt sich zwar aus (9) nicht einfach entnehmen, wird aber durch folgende 
Betrachtung klar: Ist E sehr groß gegen die Potentialdifferenz 2mng R zwischen 
dem höchsten und tiefsten Punkt der Kugel, so kann der Einfluß des Potentials 
auf die Bewegung und damit auch derjenige der Schwerkraft vernachlässigt 
werden. Dann ergeben sich nach den Ausführungen von [314] geodätische Linien 
als Lösungen. Für die Kugel sind dies die Großkreise. 


Übungsaufgaben 


31.1. Wie stark muß eine ebene Kurve (X = 25 m), die'von einem Motorrad mit va, = 38km/h 
durchfahren werden kann, mindestens überhöht werden, damit sie mit v» = 50 km/h 
durchfahren werden kann? 


31.2. Ein Massenpunkt bewegt sich reibungsfrei auf neben- 
stehender Schleifenbahn. 
a) Wie groß ist die Zwangskraft ? 
b) Wo löst er sich von der Bahn ab? 
c) Wie groß muß die Starthöhe h sein, damit er sich 
nicht von der Bahn ablöst? 


31.3. Man zeige, daß die Evolvente der Zykloide «= R(p — sing), 
z = — R(1 — cosp) wieder eine Zykloide ist. 


31.4. Man berechne mit (311.17) die Zwangskraft, die erforderlich ist, um eine Punkt- 
masse mit der Energie E im Schwerefeld auf der Zykloide x = R(@ — sing). 
z= — R(l—-cosp) +2R zu führen. 


31.5. Wie groß sind Energie und z-Komponente des Drehimpulses für ein Kugelpendel mit 
den Grenzwinken Ham = 30%, Banax = 60° (m=1Ikg, R= 1m)? 


32  Gekoppelte Schwingungen 


Zusammenfassung: Ein mechanisches System zweier gekoppelter Oszillatoren kann 
durch seine Oszillatorfrequenzen @,,, und Kopplungsfrequenzen ß},. charakterisiert werden. 
Zur Beschreibung der stationären Eigenschwingungen dieses Systems müssen die Eigen- 
frequenzen &= und die Amplitudenverhältnisse bestimmt werden. Dabei bewirkt die Kopplung 
der Oszillatoren eine Aufspaltung der Oszillatorfrequenzen derart, daß ®. zw, Zn 2 ®_ 
wird. Bei der Eigenfrequenz &, schwingen beide Oszillatoren in Gegenphase, während sie 
bei der Eigenfrequenz &_ in Phase schwingen. Bei Schwebungen des Systems schwingen 
beide Oszillatoren mit einer mittleren Frequenz © = (w, +- ®_)/2, während ihre Amplituden 
im Rhythmus 4w/2 (Differenzfrequenz dw = ©, — @_) zu- und abnehmen. Zwischen den 
Oszillatoren findet ein Hin- und Hertransport von Energie mit der Frequenz 4o statt. 


321 Mechanisches Modell 


In diesem Kapitel soll das mechanische System zweier vertikal schwingender 
Massen untersucht werden. die unter der Wirkung elastischer Kräfte bewegt 
werden, wie das in Abb. 321 schematisch dargestellt ist. Die beiden Freiheits- 
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grade des Systems werden durch y,(t) und y,(t), die Orte der beiden Massen m, 
und m,, beschrieben. Sieht man von der Kopplungsfeder b ab, so schwingen 
beide Oszillatoren unabhängig voneinander. 


Jede der beiden Massen von Abb. 321 erfüllt für sich das NewToxsche Grund- 
gesetz 
Mmöı=K, Ma —K, 1) 


mit den an m, und m, angreifenden Kräften K, und K,. Die Federn a, und a, 
seien so beschaffen, daß ihre Endpunkte im entspannten Zustand gerade bei 
Yı = 0 und y, = 0 liegen. Dann sind ihre Beiträge zu den resultierenden Feder- 
krälten —a,y, bzw. —qa,Yy,. Von 
den Federn b,, b und b, sind nur die 
Vertikalkomponenten wirksam, da 
man sich die Massen auf vertikalen 
Schienen laufend vorzustellen hat. 
Für b, ist die vertikale Komponente 
K, der Federkraft K zum Beispiel 
K,=Ky,smit s=Y(Ax)? + y und 
Ax als Länge von b, in der Stellung 
%,=0. Hat die Feder b, im ent- 
spannten Zustand die Länge Ax,, 


Abb. 321. Mechanisches Modell für ein System 
zweier gekoppelter Oszillatoren. m, und m, sind 


so ist der Betrag ihrer Federkraft auf vertikalen Schienen laufend gedacht 
K=-b,(s— Ax,), und es wird 
Klyı) =—bıle— AR) - => y => ): (2) 
® (Aa)’+yi 


Die Ortsabhängigkeit der Kraft K,(y,) wird einfach, wenn die Länge Ax, der 
Feder b, im entspannten Zustand verschwindet oder klein gegen Ax ist. Dann 


ist nämlich X, = — b,y,- Ist diese Voraussetzung nicht erfüllt, so gilt für kleine 
Amplituden y, <Ax 
A& 1 4& 2 Axz—-4Ax R 
K,y) = buy]! mar (#5) | ER "by 8) 


also näherungsweise das gleiche Gesetz wie vorher, jedoch mit einer um einen 
Faktor 1 — Ax,/Ax weniger wirksamen Federkonstanten b,. 


Für das hier zu behandelnde Modell werden nur Federn b, ,b, und bangenommen, 
deren Längen Ax, im entspannten Zustand klein gegen ihre Länge Ax in Abb. 321 
sind, für die also Ax, = 0 gesetzt werden kann. Damit vereinfachen sich Gleichung 
(2) und die entsprechenden Kräfte der übrigen Federn, so daß die Bewegungs- 
gleichungen linear werden: 


mü, a,Yyı— biyı —blyı — Ya) (4) 


MÜ—— gay — buy — blya—Yı)- 
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Die rechten drei Terme in jeder der Gleichungen enthalten die Kraftwirkungen 
der unteren, der äußeren und der mittleren Feder. Für ein System mit Federn 
Az, =0 stellt das Gleichungssystem (4) ebenfalls eine Beschreibung dar, die 
dann aber im Sinne von Gleichung (3) nur für kleine Amplituden y, und 3, gilt. 


Die Gesamtenergie E des Systems entsteht durch Multiplikation der beiden 
Gleichungen (4) mit y, bzw. Y,. anschließende Addition und Darstellung als 
Zeitableitung. Die entstehende Gleichung wird durch 


I E=E+EB,+E&, (5) 


dargestellt. #, und EZ, hängen nur von je einer der Variabeln y, und y, ab. Ei 
dagegen hängt von beiden Variabeln ab und wird dementsprechend als Wechsel- 
wirkungsenergie bezeichnet: 
1 . 2 
E=z mi + +b+b)y] (6) 
Ei) = —byıYya i=1,2. 


Die Bewegungsgleichungen (4) sind linear wie für unabhängige Oszillatoren. 
Die mechanische Kopplung durch die Feder b findet bei (4) ihren Ausdruck in 
einer von b abhängigen mathematischen Kopplung der beiden Bewegungs- 
gleichungen, und in der Gesamtenergie tritt ein von b abhängiger Wechsel- 
wirkungsterm E,, auf. In der Grenze b > O0 verschwindet die Wechselwirkungs- 
energie (6) wie auch die Kopplung der Bewegungsgleichungen. 


322 Integration der Bewegungsgleichungen 


Der Untersuchung der verwickelten gekoppelten Schwingungen soll eine Be- 
trachtung der Schwingungen des ungekoppelten Systems vorausgehen. Befestigt 
man die Masse m, durch äußere Kräfte am Ursprung, so ist y,(t) = 0, und die 
Masse m, schwingt allein mit einer Frequenz w,, die durch (321.4) mit y, = 0 


gegeben ist als . ; 
a)+b,+b b 
2 A=\- ) 


Neben dieser im folgenden als Oszillatorfrequenz w, bezeichneten Größe ist in (1) 
noch die Kopplungsfrequenz ß, angegeben, mit der m, schwingen würde, wenn 
man alle Federn in Abb. 321 außer der Kopplungsfeder b beseitigen würde. 
Entsprechend ergeben sich beim Festhalten von m, die Frequenzen 


a +b,+b 23 
ME ers = Vz (2) 


Durch die Massen und Kräfte von Abb. 321 lassen sich also in (1) und (2) vier 
für die ungekoppelten Bewegungen charakteristische Frequenzen von einfacher 
Bedeutung einführen. 
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Diese in (1) und (2) definierten Frequenzen können zur Darstellung der Be- 
wegungsgleichungen (321.4) herangezogen werden, die dann die Form 


d? a 
(-#- ei) Yı + ip 0 


2 d? o2\ 
Biyı+( dt? ©) Yy=0 


annehmen. Die Energien (321.6) erhalten mit (1) und (2) die übersichtliche Form 
Mm; .. 
5 Mit wiyi 
Em Ayıy = MmPryıya- 
Nur in der Energie also treten neben den charakteristischen Frequenzen die 
schwingenden Massen selbst noch explizit auf. 

Zum Studium der Bewegungstypen des durch Abb. 321 und die Gleichungen (3) 
charakterisierten Systems wird man zunächst die Frage nach stationären Lösungen, 
den Eigenschwingungen oder auch ‚„Normalschwingungen“ des Systems, auf- 
werfen, bei denen y, und y, die gleiche einfach periodische Zeitabhängigkeit 
besitzen, also in komplexer Schreibweise durch 


yll) = Ar d®! Ya(t) = Azel®! (5) 


h 


(4) 


B;= 


darzustellen sind. ® ist dann eine Eigenfrequenz des Systems. 


Um den Überblick zu vereinfachen, soll in diesem Abschnitt vorausgesetzt 
werden, daß beide Oszillatoren gleiche Oszillator- und Kopplungsfrequenzen 


a Pı=Pe= Bo (6) 
aufweisen, eine Voraussetzung, die in [324] wieder fallengelassen wird. 


Die physikalischen Bedingungen für das Auftreten von Eigenschwingungen 
des gekoppelten Systems lassen sich leicht angeben. Ist m, bei y, = 0 befestigt, 
so schwingt m, einfach periodisch mit der Frequenz & = w,. Trägt y, ein zu y, 
entgegengesetztes Vorzeichen, so ist die Feder b stärker gespannt als vorher, 
und die Schwingungsfrequenz wird größer als &,. Bei gleichen Vorzeichen von 

y, und y, dagegen wird die Schwingungsfrequenz & kleiner als o,. Es gilt somit 


0S@, wenn Yyzd. (7) 


Ändern sich die Vorzeichen von y, und y, nicht gleichzeitig, so muß sich nach 
(7) auch »® ändern. Der Schwingungszustand ist kein einfacher periodischer 
Vorgang mehr und kann daher auch kein Eigenzustand sein. Daher muß beim 
Eigenzustand offenbar die Bedingung erfüllt sein, daß y, und %, ihr Vorzeichen 
stets gleichzeitig ändern. 


Diese Bedingung ist zum Beispiel erfüllt, wenn m, und m, mit gleicher Am- 
plitude und Phase schwingen. Dann nämlich liegt b stets waagerecht und ist 
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daher unwirksam. Die effektive rücktreibende Kraft ist kleiner als bei Be- 
festigung der Masse m, im Ursprung, die Eigenfrequenz & ist in diesem Falle 
also niedriger als die Oszillatorfrequenz w,. Dies ist die symmetrische Eigen- 
sehwingung, charakterisiert durch y, = 93. 


Bei einer Schwingung von m, und m, mit gleichen Amplituden und entgegen- 
gesetzten Phasen, also unter der Bedingung y, = — Y,, läßt sich die Periodizitäts- 
bedingung ebenfalls erfüllen. Bei dieser antisymmetrischen Eigensehwingung ist 
die Feder b in Abb. 321 wegen der entgegengesetzten Vorzeichen von y, und %, 
stets stärker angespannt als im Falle y, = 0. Die zugehörige Eigenfreguenz muß 
also höher sein als w,, da die Feder 5b hier die Wirkung der Feder a unterstützt. 
Man macht sich die Verhältnisse qualitativ einfach klar, indem man in der 
ersten Bewegungsgleichung (321.4) y, nacheinander durch 0 bzw. 4-y, ersetzt. 
Der dritte Term der Federkraft ist dann — by, bzw. O0 oder — 2by.. 


Bezeichnet man die obere bzw. untere der Eigenfrequenzen mit &, bzw. w_, 
so lassen sich die Ergebnisse dieser qualitativen Überlegungen darstellen in der 


Bee VO=WL Zw A,=7#4, (8) 


für die in (5) eingeführten Konstanten. w, ist die antisymmetrische und ®_ die 
symmetrische Eigenfrequenz. 

Zur quantitativen Behandlung ist der Ansatz (5) in die Gleichungen (3) ein- 
zusetzen. Er liefert unter Fortlassung des gemeinsamen Zeitfaktors die Be- 
dingungsgleichungen 

(0— ob) A, + BA,= 0 


AH ea) Ar=0. e 


Diese beiden Gleichungen sind als Bestimmungsgleichungen für A, und A, nach 
[268] nur miteinander vereinbar, wenn ihre Koeffizientendeterminante ver- 


schwindet: R 


w— o; Bi 


B 0— 0% 


—0. (10) 


Das ist eine Bedingung, die zur Bestimmung der Eigenfrequenzen führt. Unter 
der vereinfachenden Voraussetzung (6) gleicher Oszillatoren wird (10) nach 


aufgelöst, und mit 5, = b, = b wird 
ne 7 Eu 2 an 


Es ergeben sich also auch quantitativ die in der qualitativen Diskussion er- 
warteten Eigenfrequenzen. Das außerdem noch mögliche negative Vorzeichen 
der Wurzeln in (11) ist uninteressant, da es nur die physikalisch belanglosen 
Imaginärteile von y, und y, im Ansatz (5) ändern würde. Von der Richtigkeit 
der Symmetrie- und Antisymmetrieeigenschaften (8) überzeugt man sich leicht 
durch Einsetzen von & aus (11) in eine der Gleichungen (9). 
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323 Schwingungszustand mit Energietransport 


Durch die Gleichungen (322.5, 8 und 11) sind zwei spezielle Lösungen der 
Bewegungsgleichungen (321.4) bzw. (322.3) gegeben. Da diese Gleichungen linear 
und homogen in y, und y, sind, erhält man durch Bildung von Linearkom- 
binationen mit willkürlichen Koeffizienten wiederum Lösungen des Gleichungs- 
systems, also Schwingungszustände mit anderen Anfangsbedingungen. Mit be- 
liebigen Konstanten A* und 47 ist 


Yı= Act Aeie-t 


ee W) 
Yy = —A* el®+! + AT el®- 


wieder ein möglicher Schwingungszustand des Systems. 


Außerdem enthält (1) bereits die allgemeinsten reellen Lösungen der Be- 
wegungsgleichungen. Sind A* und A” komplexe Zahlen, so enthalten die physi- 
kalisch allein interessanten Realteile von (1) vier reelle Konstanten, nämlich 
die Beträge und Argumente von A* und A” als Amplituden und Phasen der 
an (1) beteiligten Eigenschwingungen. Die allgemeinste Lösung der Bewegungs- 
gleichungen (322.3) muß aber gerade vier Konstanten enthalten, da dort y, und %, 
in den zweiten Ableitungen auftreten. Durch Vorgabe von vier Anfangswerten, 
wie etwa den Orten und Geschwindigkeiten zur Zeit ti = 0, ist die Schwingung (1) 
des gekoppelten Systems daher vollständig bestimmt. 


Zur Beschreibung der Bewegungen werden zweckmäßig eine mittlere Frequenz & 
und eine Differenzfrequenz Aw durch 
z 1 b 
9. —=W + > A 142] (2) 


eingeführt. Bei loser Kopplung ist dann 
b<a Ao<ö®. (3) 
Nach dem Schema 
= z (vo, +@_)= : Vor +0? -+20,0_ (4) 


= 


und Gleichung (322.11) bestimmen sich diese Frequenzen © und Aw dann zu 


= AH) 


r (5) 
10-20 4-3 1 -(&) 
und gehen unter der Voraussetzung (3) loser Kopplung in 
Org Aos PR (6) 


og 


über. 
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Mit den Frequenzen & und Aw wird die allgemeine Lösung (1) der Bewegungs- 
gleichungen in der Form 


‚do, dB; 
a 4e 2 +4e' 2 


Aw do (M 
1 41 

BRIT ORT. 2 +A’e '? | 
geschrieben. Die Schwingungen y, und %, der beiden Massen m, und m, haben 
bis auf die Klammern eine gemeinsame, rasche Periodizität mit der Frequenz @. 
Die eckigen Klammern in (7) lassen sich als langsam zeitveränderliche Amplituden 
auffassen, die‘ mit der Frequenz Aw/2 zu- und abnehmen. 


Von besonderem Interesse ist ein als Schwebung bekannter. Schwingungs- 
zustand des betrachteten Systems von Abb. 321. Er entsteht, wenn im ruhenden 
System Y, = Y, = 0 einer der Massen, etwa m,, ein plötzlicher Impuls erteilt 
wird, so daß diese eine Anfangsgeschwindigkeit v, erhält. Dadurch gerät die 
Masse m, mit der Frequenz &, » ® in Schwingungen. Infolge der Kopplung über 
die Feder b aber wird die zweite Masse m, von der ersten nachgezogen und all- 
mählich zu Schwingungen der gleichen Frequenz ® angeregt. Bei diesem „Auf- 
schaukeln‘“ des zweiten Oszillators wird die Amplitude des ersten mehr und mehr 
verkleinert, bis m, zur Ruhe gekommen ist und m; mit voller Amplitude schwingt. 
Nunmehr wird umgekehrt m, durch m, zu Schwingungen angeregt, und das 
Wechselspiel wiederholt sich. Nach (7) wird man erwarten, daß die Amplituden 
von y, und y, dabei mit der Frequenz Aw/2 schwanken. Die gesamte Schwingungs- 
energie wird hier von m, nach m, transportiert und wieder zurück. 


Die quantitative Bestimmung der beschriebenen Schwebung erfolgt aus (1) oder 
(7) auf Grund der Anfangsbedingungen 


y()=0 (0) =0, (8) 


die natürlich nur für die Realteile von (1) gefordert werden und zu den Bedingungs- 
gleichungen 
Re(4++4)=0 Re(— 444) =0 (9) 


oder auch 

Re 4: —=0 At=— — ja, (10) 
mit reellen Werten a. führen. Für die Anfangsgeschwindigkeiten lauten die Be- 
dingungen dann: 


0) => (wa. +oa)=n v0) 4-0, t+oa). (MM) 


zZ 
Der einfacheren Rechnung wegen wird hier statt mit y, = 0 der Fall mit 


A 
a=a_=d % = a 1.0) = ——-<% (12) 
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behandelt. Dann lautet die Lösung 
y()—Re| 5 = |=asinateos 3% 
Ä ä (13) 
Ya(t) = Re I-e*a sin - ) = —acos@tsin I E. 


Der Verlauf der Funktionen (13) ist in Abb. 323 wiedergegeben. 


Bestimmt man entsprechend (322.4) die Energien Z, und EZ, des durch (13) 
und Abb. 323 charakterisierten Bewegungszustandes im Mittel über Zeiten, die 
groß sind gegen 1/@, aber klein gegen 1/4, was bei schwacher Kopplung Ju < @& 
immer möglich ist, so wird 


E, = + . 2 y2] 


m =, = A A Aa 7) 
Er ie = 1” sin 5 i + og sin? ötcos” Zi (14) 


m RES 2 do 
Sn 4 2 |@*c0s cos” 2 Dt cos? it + aasin? "ot cos ur SS za cos? Set. 
Zusammen mit der entsprechenden Berechnung von E, wird bei Berücksich- 
tigung von (12): 
mM 


E,= [1 + c0s4ot] B,= [1 —cosdot]. (18) 


Die durch den Anfangsimpuls auf m, übertragene 4Rey, 

Energie mv3/2 pendelt also zwischen m, und my 

periodisch mit der Frequenz Aw hin und her, wäh- Im A ! ii i Ye 
rend die Summe Z,+£, konstant bleibt. Die 


Wechselwirkungsenergie E,, ist einerseits um einen 1Rey 
Faktor Aw/& kleiner und verschwindet andererseits 


auch bei der hier vorgenommenen Mittelwertbildung. | ! ! j l ! t 


Abb. 323. Darstellung 
der Schwebung (13), (15), Amplitude und Energie verlagern 
sich im Rhythmus Ao von 1 nach 2 und wieder zurück 


324 Kopplung verschiedener Oszillatoren 


Nunmehr wird die Voraussetzung (322.6) gleicher Oszillatoren fallengelassen, 
unter der die Überlegungen der beiden letzten Abschnitte durchgeführt wurden. 
Sind lediglich die Massen m, und m, versehieden. die Frequenzen &, und @, aber 
nach wie vor gleich groß, ist also 


mm, Pı= Ps == 0p, (1) 
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so ändert sich an den bisherigen Überlegungen nur wenig. Die Eigenfrequenzen o_ 
aus (322.10) sind 


= Yo} + Pıßs (2) 
statt (322.11) und die Amplitudenverhältnisse nach (322.9) 
3 o% ‚ 
Ah rer a (3) 


Die in den Eigenschwingungen zwischen y, und %, bestehenden Symmetrie- 
verhältnisse gelten nur noch für die Vorzeichen. Die Amplitudenquadrate sind 
verschieden und verhalten sich wie die reziproken Massen. Da jedoch die Energien 
E, und E, proportional zu m, bzw. m, sind, folgt aus (3) 


m, Ai=my43 E»D=E». (4) 


Bei Eigenschwingungen sind die Energien EZ, und E, im Zeitmittel nach wie 
vor gleich groß. Für Schwebungen und allgemeinere Bewegungszustände dieses 
Systems gilt daher sinngemäß das in [322] und [323] bereits Gesagte. 

Im allgemeinsten Falle der Kopplung zweier Oszillatoren mit verschiedenen 
Massen m,, m, und Frequenzen w, > w, liegen qualitativ die gleichen Verhält- 
nisse wie bei der Kopplung gleicher Oszillatoren 'vor, wenngleich die erforder- 
lichen Rechnungen erheblich komplizierter werden. Es gibt auch hier zwei 
stationäre Zustände, die durch die Gleichungen von [322] charakterisiert sind. 
Die Eigenfrequenzen &. folgen aus der Auflösung der Determinante (322.10) 


(0 02) (0 — oh) RR— 0 (5) 


(ohne jede Vernachlässigung) zu 
BER BR 
o=w, = V=® = —: Vre + | = 5 “) ; (6) 


Dieser Ausdruck geht für ®, = w, natürlich wieder in die bisherige Formel (2) 
oder (322.11) über. Bei verschwindender Kopplung dagegen gehen », und o_ 
in die beiden Frequenzen w, und @, über, wie das erwartet werden muß. 


Aus (5) oder aus (6) läßt sich leicht die Gültigkeit der Beziehungen 


or +0? = = o1+ w; m 


2, 2,8 2 92 8 
er h< mim: 


zwischen den ungekoppelten Frequenzen &, und &, und den TABERTEBAUENZEN [O7 
und w_ nachweisen. Da die Summe von ® gleich derjenigen von @1,, ist, das 
Produkt von wi jedoch kleiner, müssen die Größen @2 ? weiter auseinander 
liegen als die Größen @j... (Beispiel: 6+2= 5-3, aber 6-2<5-3.) Wählt 


SI 
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man willkürlich &, als die höhere der beiden Frequenzen ®,,,, so müssen die 
vier in (7) verglichenen Frequenzen zueinander in der Relation 


0,201 202 @_ (8) 


stehen. Für &, = w, ist diese Relation bereits bekannt. Für ©, + @,, aber b >, 
gilt sie ebenfalls in der Form w, = w, > @, = w_. Der Verlauf der Eigen- 
frequenzen w. ist in Abb. 324 dargestellt. 


Es bleiben noch die Amplituden der Eigen- 
schwingungen zu untersuchen. Diese sind 
durch (322.9) mit w aus (6) bestimmt. Das 
Amplitudenverhältnis ist reell. Bei den Eigen- 
schwingungen bewegen sich die beiden Massen 
daher stets mit gleicher oder entgegengesetz- 
ter Phase. Das ist ohne weiteres verständlich, 
da bei anderer Phasenlage die Feder b die 
Frequenz beeinflußt, was zu Schwebungen 
führt. Da außerdem die Feder b, die Wechsel- 
wirkung also, nur bei entgegengesetzter Phase _ Abb. 324. 
frequenzerhöhend wirkt, bei gleicher Phase Transbelung den Diepllentenzen eis 

a . 2 . und ®_ in Abhängigkeit von der 
aber frequenzerniedrigend, so tritt für die mittleren Kopplungsfrequenz VB}ß, 
Vorzeichen der Amplituden die Relation 


B=@+ sen A = Fsgn 4, (9) 
an die Stelle von (322.8). Das exakte Amplitudenverhältnis folgt aus (322.9) 
und (6): 
PERLE (10) 
1 
Diese Gleichung bestätigt die anschaulich gefundene Relation (9). wenn man 
©, in (10) einsetzt und (8) berücksichtigt. 


Bei nahezu gleichen Frequenzen &,,, wird man — gleiche Massen voraus- 
gesetzt — auch nahezu gleiche Amplituden A, und A, erwarten dürfen. Denn 
in (10) ist der Faktor vor A, wegen (6) bzw. (322.11) entsprechend nahe beim 
Wert 1. Ganz anders jedoch liegen die Dinge im Falle sehr verschiedener Oszillator- 
frequenzen &, und @, und loser Kopplung, also 


3 >P: dl) 


Hier liegt nach (8) w, sehr dicht über w, und w_ sehr dicht unter &,. Für die 
Beträge der Amplituden (10) gilt dann unter Berücksichtigung von (11) und (8) 


V=WLT0@, lea. (12) 
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Die Gleichungen (8), (9) und (12) lassen sich hier folgendermaßen deuten: Im 
Falle der antisymmetrischen Eigenschwingung liest die Frequenz &, dicht über 
der höheren Oszillatorfrequenz w,. Nach (12) schwingt hauptsächlich die Masse m, 
allein, während die Masse m, mit entgegengesetzter, sehr schwacher Amplitude 
mitschwingt. Im Falle der symmetrischen Eigenschwingung dagegen liegt die 
Eigenfrequenz dicht unter der niederen Öszillatorfrequenz wg. Hier schwingt . 
hauptsächlich die Masse m,, während nach (12) die Masse m, mit nur geringer 
Amplitude, aber gleicher Phase mitschwingt. In der Grenze verschwindender 
Kopplung werden die Amplitudenverhältnisse nach (12) unendlich bzw. Null. 
Das bedeutet: Es gibt hier nur stationäre Lösungen vom Typ (322.5), wenn der 
eine oder andere ÖOszillator allein schwingt und der jeweils zweite Oszillator 
sich in Ruhe befindet. 


Die allgemeinsten Sehwingungszustände lassen sich wie früher durch Über- 
lagerung von Eigenschwingungen aufbauen. Die Bewegung von m, wird dann 
wie früher in (323.1) durch 

ylt)=A er! Aele-t (13) 
beschrieben, mit 4* und A” als willkürlichen Konstanten. Zur Bildung von 
Ys(t) ist jedoch Gleichung (10) zu berücksichtigen: 

a —o: ; wy — w? 

I) = Atelier 4 A 

Diese Gleichung geht für &, = &, und ß, - ß,, also bei Gültigkeit der Gleichung 

(322.11) für w_, wieder in die einfache Form (323.1) über. Wie in (323.2) lassen 

sich eine mittlere und eine .Differenzfrequenz definieren, die sich mit den 
Gleichungen (5) bis (8) zu 


ER: 2 Tube \® 
=5 je. - 05)” 20,0, [1 (Abe) | 


BD —— (15) 
Av = Ve. — 9)” + 20,0%, Ih — V' — (A \] 


ergeben und für m, = @, und ß, = ß, wieder die frühere Form (323.5) annehmen. 


An eie-t, (14) 


Wie früher findet man auch hier Schwebungen unter den nichtstationären 
Lösungen, bei denen y,(t) die gleiche Form wie in (323.13) hat, mit © und Aw 
aus (15). Für %,(f) jedoch erhält man dann einen von (323.13) abweichenden 
Ausdruck, bei dem die Amplitude zwar ebenfalls mit der Frequenz A w/2 schwankt, 
aber niemals auf den Wert Null herabsinkt. Es wird also in diesen Schwebungs- 
zuständen niemals die gesamte Energie zwischen m, und m, ausgetauscht. Viel- 
mehr verbleibt ein gewisser Energieanteil bei m,, der um so größer ist, je ver- 
schiedener die Oszillatorfrequenzen w, und w, sind, der aber für &, = w, ent- 
sprechend den früheren Überlegungen verschwinden muß. 
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Übungsaufgaben 


32.1. Eine zwischen zwei waagerechten Federn b angeordnete Masse der nebenstehenden 
Abbildung schwingt vertikal mit kleiner Amplitude. Z, und Z sind die Federlängen im 
entspannten und im gespannten Zustand. Die Frequenz ® = w(L) ist zu berechnen 
und zu diskutieren. 


32.2. Die Integrationskonstanten A* und A des durch (324.13 = 
und 14) beschriebenen Schwingungszustands sind für ge- mm; 
gebene Anfangswerte %,, %5, Yı und %, zur Zeit t=1t, zu 


bestimmen. 


32.3. Die Federkonstante a, sei komplex und durch a, =a + jß, P «x gegeben. Wie groß 
ist die zugehörige, infolge £ hinzutretende Dämpfungskonstante ? 


33 Zwei Massen im Raum 


Zusammenfassung: Zur Berechnung der Bahnen r,(t) und r,(t) zweier Massen wird vor- 
ausgesetzt, daß für jede von ihnen einzeln das NewTonsche Grundgesetz gilt. Bei vorhandener 
Wechselwirkung sind die Bewegungsgleichungen miteinander gekoppelt. Gilt für die Kräfte 
Kı + 8a = 0, so folgt der Erhaltungssatz des Impulses ®. Der Erhaltungssatz des Dreh- 
impulses % gilt, wenn die Summe der beiden Momente verschwindet. Für die Gültigkeit des 
Energiesatzes muß gefordert werden, daß sich die beiden Kräfte oder zumindest ihre Kompo- 
nenten in Bewegungsrichtung als Gradienten eines gemeinsamen Potentials V (t,, t,) dar- 
stellen lassen. Zur gleichzeitigen Erhaltung von ® und & ist erforderlich, daß die Kräfte 
entgegengesetzt gleich sind und in Richtung der Verbindungslinie liegen. Bei der gleich- 
zeitigen Erhaltung von EZ und ® muß das Potential in der Form V(t, — t,) verschiebungs- 
invariant sein. Zur gleichzeitigen Erhaltung von E und % schließlich ist die Drehinvarianz 
von Y Voraussetzung. Alle drei Größen ®, & und Z bleiben erhalten, wenn die Kräfte ein 
Potential haben, das in der Form V (r) mit r = |t, — t,| nur vom gegenseitigen Abstand der 
beiden Massen abhängt. Unter dem Einfluß solcher Kräfte lassen sich die beiden Bewegungs- 
gleichungen leicht separieren in eine für den Schwerpunkt $(t) und eine für die Differenz- 
koordinate t, — t,. Zusammen mit dem Impulssatz gilt der Schwerpunktsatz, und die Differenz- 
koordinate verhält sich wie der Ort einer einzelnen Masse im Zentralkraftfeld. Der elastische 
Stoß zweier Kugeln wird durch Impuls- und Energiesatz nur teilweise, nämlich bis auf einen 
willkürlichen Streuwinkel 9, bestimmt. Abb. 334.2 läßt das Ergebnis der Bilanz am über- 
sichtlichsten erkennen. Die Bewegung zweier Massen unter Nebenbedingungen wird durch 
Einführung von Zwangskräften 3, und 3, behandelt. 


331 Bewegungsgleichungen und Erhaltungssätze 


Ein System aus zwei Punktmassen m, und m,, die sich an den Orten t, (f) 
und r,(2) befinden, soll untersucht werden. Nach dem Newronschen Grund- 
gesetz wird die Bewegung jeder einzelnen Masse durch die auf sie wirkende 
Kraft bestimmt. Es müssen also die Gleichungen 


mel, u, i; 5) Mi Kell, 12; tı; da) (1) 
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erfüllt sein. Dabei ist es aber durchaus möglich, daß die auf m, wirkende Kraft $t, 
nicht nur von tr, ,i, und i abhängt, sondern auch von Ort r, und Geschwindigkeit t, 
der zweiten Masse. Dies ist zum Beispiel der Fall, wenn in $, eine von m, 
herrührende Kraft, wie zum Beispiel die Gravitationskraft, enthalten ist, deren 
Wirkung ja nicht nur von r, allein, sondern vom Abstand |r, — t,| abhängt. 
In solchen Fällen stellen die Gleichungen (1) ein System gekoppelter Differential- 
gleichungen für r, (t) und r,(t) dar. Wir bezeichnen (1) dann als ein System zweier 
wechselwirkender Punktmassen. Wenn jedoch $, nur von r, und t, und Sl, nur 
von t, und i, abhängt, sind die Gleichungen einzeln lösbar. Sie beschreiben 
die Bewegung zweier unabhängiger Massen, deren jede nach den Methoden 
von [2] untersucht werden kann. 


Beim Einkörperproblem waren insgesamt sechs Integrationen erforderlich, 
um die Bahn r(t) zu berechnen. Hier sind zwölf Integrationen erforderlich. 
Durch die Wechselwirkung der beiden Massen wird das Integrationsproblem 
wesentlich erschwert. Daher taucht mit erhöhter Wichtigkeit die Frage auf, ob 
sich unter gewissen allgemeinen Voraussetzungen für die Kräfte $, und $i, 
einzelne Integrationen dieses Gleichungssystems durchführen lassen, die dann 
wie in [23] auf Erhaltungsgrößen führen. 


Als erstes wird der Gesamtimpuls 


P=p+p=mitmt, (2) 


des mechanischen Systems eingeführt. Unter Verwendung der Bewegungs- 
gleichungen (1) gilt 

Bemu+m,—N + Ne. (3) 

Offenbar ist der Impuls (2) eine Erhaltungsgröße, wenn seine zeitliche Ableitung 

verschwindet, wenn also die Kräfte , und $, 


während des gesamten Bewegungsablaufes 
gleich groß und entgegengerichtet sind, wenn 


a + =0 (a 


gilt (Abb. 331). In der Vektorgleichung (2) 
sind dann drei Integrationen enthalten,.mit ® 
als Integrationskonstanten. 


Abb. 331. Mögliches Kräftepaar bei 


Gültigkeit des Impulssatzes Als Gesamtdrehimpuls des Systems wird die 
Größe 
L=elht+b=uxp tHXp=uXmuttX Mei, (5) 


bezeichnet. Für seine zeitliche Ableitung gilt 


VErHXKMUFEXKMEF UK MH HK Mol, 
31] — 153 x gı+ 173 x u Nu Ma. 
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Die Bedingung dafür, daß der Drehimpuls eine Erhaltungsgröße ist, lautet für 
die Kräfte also 
ux to xXB=0. (7) 


Die Summe der Drehmomente muß demnach verschwinden. 


Als nächstes wird die Energie 
E=-SZutrg arten die, d) (8) 


des Systems betrachtet. Sie besteht aus den kinetischen Energien der beiden 
Teilchen und einer zunächst noch nicht näher bezeichneten Funktionf. Für die 
zeitliche Änderung von # gilt 


mt [mit Hl + gr Ri 
= [Her + 


unter Verwendung der Bewegungsgleichungen (1). Damit die rechte Seite von (9) 
für alle t verschwindet, ist zunächst das Verschwinden der geschweiften Klammer 
erforderlich, was ganz allgemein nur unter den Bedingungen 

af of. a 
der Fall ist. Die Funktion f in (8) darf dann nur von t, und r, abhängen. Sie wird 
unter diesen Voraussetzungen als Potential V (t,, ts) bezeichnet. Für die Energie 
folgt 


E-ZH+ EHE). an) 
Gelten außerdem die Gleichungen 
ß) 2 ß) D 
=, ri: t,) =, lu. (12) 


lassen sich also die Kräfte als Gradienten des gemeinsamen Potentials V (t,, t5) 
darstellen, so verschwindet die rechte Seite von (9), und (11) ist eine Erhaltungs- 
größe. Genaugenommen brauchen die Gleichungen (12) nur für die Komponenten 
der Kräfte in den Geschwindigkeitsrichtungen erfüllt au werden. Sind in den 
Kräften geschwindigkeitsabhängige Anteile enthalten, die aber senkrecht auf i, 
bzw.t,stehen, so tragen sie zu (9) nichts bei und stören die Energieerhaltung nicht. 
Dies liegt daran, daß Kräfte, die senkrecht zur Bahn wirken, wie zum Beispiel 
die magnetischen Kräfte, keine Arbeit leisten und daher die Energiebilanz nicht 
verändern, wie bereits in [236] besprochen wurde. Diese Kräfte dürfen also auch 
von t,, t,, ft abhängen, $, und $}, von (12) jedoch nur von t, und tz. 


Offen geblieben sind zu (12) noch die Fragen, welche Bedingungen für die 
Kräfte S,(t}, 5) und S$y(t,, r,) erfüllt sein müssen, damit die Potentialdar- 


16 Macke, Teilchen. 3. Aufl. 
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stellung (12) möglich wird, und wie man das Potential V (t,, tz) bei gegebenen 
Kräften berechnet. Existiert V (t,,t,), so gilt für das totale Differential 


I (t,1) = er dr, + > du=—Hdu— Kydr. (13) 
% Ita 
Durch Integration entsteht hieraus 
Ya) =rll, W)— I Tara tere, )l. (14) 
In, 


Der zwischen den Anfangs- und Endwerten {W,1r!—r,,t, gewählte Weg (im 
sechsdimensionalen „Konfigurationsraum‘“ der Koordinaten x], Yı, 21; 23, 93, 25) 
muß beliebig sein dürfen, damit V (t,, tz) tatsächlich nur von r, und rt, allein ab- 
hängig ist. Analog zu (234.6) lautet diese Bedingung 


LIE ENT (15) 
für jeden geschlossenen Weg im Konfigurationsraum. Diese Bedingung ist not- 


wendig und hinreichend für (14). Sie ist der anderen Bedingung 


9K, ak, 
Er Fr 


uk=L1,...,6 (16) 


äquivalent. (Die Indizes durchlaufen alle Komponenten von r, und rt, bzw. $, 
und $t,.) Der Beweis erfolgt ähnlich wie beim Stokgsschen Satz (455.10). 


Für eine bequeme Berechnung des Potentials V aus (14) kann zum Beispiel 


der We 
® Omorn,Yorn,n (17) 


gewählt werden. Dann vereinfacht sich (14) zu 


Pia, =V (dd, 1) — [ar lt; 19) — Farzsac (1:13). (18) 


r! 


332 Gleichzeitige Gültigkeit mehrerer Erhaltungssätze 


In [331] wurden hinsichtlich der Kräfte $, und St, Bedingungen dafür gesucht, 
daß der Impuls ®, der Drehimpuls % oder die Energie E Erhaltungsgrößen 
sind. Die jeweils zugehörige Bedingung war (331.4), (331.7) oder (331.12 bzw. 15). 
Nunmehr soll untersucht werden, wie die Kräfte $, und ft, beschaffen sein 
müssen, wenn zwei dieser Erhaltungssätze oder gar alle drei gleichzeitig gelten. 


Zunächst wird gefragt, wie die Kräfte beschaffen sein .müssen, damit Impuls- 
satz und Drehimpulssatz gleichzeitig gelten. Die zugehörigen Bedingungen sind 
(331.4 und 7). Beim Einsetzen von (331.4) in (331.7) entsteht 

H+R=0 (u-u)x=0. (1) 


= — 8, muß also die gleiche Richtung wie r, —t, besitzen, die Kräfte müssen 
also nicht nur entgegengesetzt gleich sein, wie das der Impulssatz fordert, sondern 
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dürfen auch nur in Richtung der Verbindungslinie beider Massen wirken. Sie 

lassen sich in allgemeinster Weise durch 

_ ht 
tı-tz] 


u=—R Kit,u,1%, 1,1) 2) 


darstellen mit X als einer beliebigen, möglicherweise von allen Variabeln ab- 
hängigen skalaren Funktion. 


Als nächstes wird nach den Bedingungen für ft, und $t, in dem Falle gefragt, 
daß Impuls ® und Energie Z Erhaltungsgrößen sein sollen. Beim Einsetzen 
von (331.4) in (331.12) entsteht 


=: (3) 


Ein Potential, das dieser Bedingung genügt, ist translationsinvariant. Eine Ver- 
schiebung des Bezugspunkts um —öa verändert V (t,,t,) entsprechend 


12 v 
Vu da, —da)= V(n,%) sa ‘ + 2 )- Yt,%)- (4) 
th tz 
Es bleibt also unverändert. Denken wir uns r, jetzt in lauter kleine Stücke 
öd, +öa, +... = tr, zerlegt, so gilt mit (4) 
V’eu,w)=- Vu -d5m,%- 8a) = (m - dm — day, 1, — da, — 00) (s) 
=...=V(u-1%,0). 


Das Potential V (t,,ı,) kann also unter der Voraussetzung (3) stets als (sehr 
viel einfachere) Funktion der Differenzkoordinater, — r, allein dargestellt werden. 
Das allgemeinste Potential unter diesen engeren Voraussetzungen ist also eine 
willkürliche, aber nur von drei Variabeln abhängige Funktion. 


Drittens wird der Fall betrachtet, daß Drehimpuls 2 und Energie E Erhaltungs- 
größen sind. Hierzu müssen die Bedingungen (331.7) und (331.12) erfüllt sein. 
Beim Einsetzen der letzteren in die erste Gleichung entsteht 

XS HRS =0 (6) 
als Bedingungsgleichung. Die Bedeutung dieser Gleichung wird klar, wenn man 
eine kleine Drehung des Bezugssystems um einen Winkel $@ durchführt, 
bei derrz, mt, +ö9xr, und r, in tg+öGx r, übergeht. Das Potential V (rt, ,t,) 
geht dabei in 

R = en av av 
Vutrspgxı, u tdößxw)=V(u,t) +55 (x x Fu +%X 35) (7) 
über. Erfüllt das Potential nun wie bei Gültigkeit des Drehimpulssatzes die 
Bedingung (6), so bleibt es auch gleichzeitig invariant gegen Raumdrehungen. 
Soll also neben dem Energiesatz der Drehimpulssatz gelten, so muß nach (6) 
und (7) das Potential V in solcher Weise von r, und r, abhängen, daß es dreh- 
invariant bleibt. 


16* 
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Schließlich werden hinsichtlich $, und $t, die Voraussetzungen dafür unter- 
sucht, daß Impuls ®, Drehimpuls 2 und Energie Z gleichzeitig Erhaltungsgrößen 
sind. Wegen des Energiesatzes existiert dann ein Potential Y (t,,t,). Da gleich- 
zeitig der Impulssatz gilt, darf V nur von der Differenz r, —ı, abhängen. Soll 
außerdem der Drehimpulssatz gelten, so darf V wegen der Drehungsinvarianz 
nicht mehr von der Richtung des Vektors r, — t, abhängen, sondern nur noch 
von seinem Betrag. Das Potential 

V=V(r) r=|t—tz| (8) 
ist dann nur noch eine willkürliche Funktion einer einzigen Variablen, und die 
Kräfte berechnen sich aus diesem Potential entsprechend 

a v ( dV —1t dV 
ut _ gr ae u-% (9) 


% —9u dr |ı-t]| dr 


Die Ergebnisse dieses Abschnitts sind in nachstehender Tabelle zusammen- 
gefaßt. 


Tabelle 332. Kräfte und Erhaltungsgrößen beim Zweikörperproblem 


Erhaltungs- 


größen Bedingungen für die Kräfte 


B G+le=0 


Yx+tuxria=0 


= 9V (rt. To) 
ot, 


u Vu, to) 


> dt, 


= 


Klar 8 + dr, 8,]=0 


Yy—Ta a z 
=-=- ——I-Klt, u, bh) 
Itı Tel 


wieE, dazu V(n,%)=f(tu —%) 
wie E, dazu V(t,, rt) invariant gegen Raumdrehungen 


wie #, dazu Y(v,1r)=f(u—tz|) 


333  Separation des Schwerpunkts 


Die Bahnen r,(t) und ı,(f) zweier Massen m, und m, sollen jetzt unter der 
Voraussetzung bestimmt werden, daß die wirkenden Kräfte fi, und $t, so be- 
schaffen sind, daß Impuls ®, Drehimpuls & und Energie E Erhaltungsgrößen 
werden. Nach (332.8 und 9) lassen sich die Kräfte dann durch 


ı=— =; r=rn) ren (1) 


mit Y(r) als willkürlich wählbarer Funktion darstellen. 
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Zur Lösung der gegebenen Aufgabe wird zunächst eine Koordinatentrans- 
formation von r, und rt, auf die Schwerpunkts- und Differenzkoordinaten 


“ Mıtı + Metz 


s= Mm + m, t=hnt (2) 


durchgeführt. Die umgekehrte Transformation entsteht durch Auflösung dieser 
Gleichungen und lautet 


Mm M 
u=3+71 =3-—t. (3) 


Daneben werden die Größen 


1 1 1 
M—=M + mM, ne (4) 


als Gesamtmasse m und reduzierte Masse u eingeführt. 

Die Differentiation von 3 liefert nach Multiplikation mit m 

mem tm —=®. (5) 
Der Impuls ® des Systems ist also der gleiche, als wenn sich die Gesamtmasse m 
im Schwerpunkt mit dessen Geschwindigkeit 8 bewegen würde. Da die Gültigkeit 
des Impulssatzes vorausgesetzt wird, folgt für die Beschleunigung des Schwer- 
kt & n R 

an mim tm=ht+R—=0. (6) 

® Schwerpunkt 3(t) bewegt sich daher gemäß 


sk) 34 d5t D, = — (7) 


mit konstanter, durch ® gegebener Geschwindigkeit. Die Gültigkeit dieses so- 
genannten Schwerpunktsatzes hat, wie aus (5) und (6) hervorgeht, die Gültigkeit 
des Impulssatzes zur Voraussetzung. Der Schwerpunktsatz enthält in 3, drei 
weitere Integrationskonstanten. Es bleibt nur noch der Zeitablauf des Relativ- 
vektors r(£) zu berechnen, um anschließend aus (3) die Bahnen r,(f) und t,(f) 
anzugeben. 


Für die Beschleunigung der Relativbewegung gilt nach (2), (331.1) und (1) 
g Ri 1 l j 
(4) (8) 


m, Ms m, 
Mit „u aus (4) und V aus (1) lautet die Gleichung 


t=1,—,= 


“87 
si Au (9) 


Sie stimmt formal mit der Bewegungsgleichung einer Punktmasse » überein, 
die durch r(f) beschrieben wird und sich im Zentralpotential Y(r) bewegt. 
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Dieses Bewegungsproblem wurde in [243] über den Energiesatz und Drehimpuls- 
satz behandelt und braucht hier nicht wiederholt zu werden. Damit können r(t) 
und $(f) als bekannt angesehen werden. Aus ihnen lassen sich mit (3) die Bahnen 
t,(f) und r,(f) angeben. 


Als Beispiel wird das aus Sonne und einem Planeten bestehende System be- 
trachtet. Beide bewegen sich nach Abb. 333 und (3) um ihren gemeinsamen 
Schwerpunkt. Der Unterschied zu früher besteht darin, daß die Zentralmasse, 
hier also die Sonnenmasse, nicht ruht, sondern sich ebenfalls um den gemein- 
samen Schwerpunkt mitbewegt. In der Be- 
wegungsgleichung ist genaugenommen die 
reduzierte Masse 


P mm, 0 m 
m,+m, 


3 10 
ii, ® 


"8 


7 -arur N 1 1» n . ir Ss 
Abb; 393; Zur Bewegung von Sonne und U vorw enden, die aber unter der Voraus 


Planet: Beide beschreiben Ellipsen um setzung m, < m, nur wenig kleiner als die 
den gemeinsamen Schwerpunkt & Planetenmasse m, ist. 


334 Stoß zweier Kugeln 


In Abb. 334.1 ist ein Stoßprozeß dargestellt, bei dem ein Teilchen 1 mit der 
Masse m, und einem Anfangsimpuls p von links auf ein ruhendes Teilchen 2 
mit der Masse m, stößt. Nach dem Stoß bewegen sich die Teilchen mit Impulsen 
p, und p, weiter. Für die beim Stoß auftretenden Kräfte wird die Gültigkeit 
des Impulssatzes 


P=PpıtP : (A) 

vorausgesetzt. Sind also p und p, durch Messung bekannt, so folgt p, aus (1). 

Bei Gilt beim Stoß außerdem noch der Energie- 

Be ET ARE so spricht man von einem elastischen Stoß. 

2 EU Dass und die Forderung, daß die Energie nach dem 

e Stoß die gleiche'wie vor dem Stoß ist, lautet 
Abb. 334.1. p? p? p2 

Darstellung des Stoßes einer am 2m, % 2m; ’ (2) 
Masse 1 mit dem Impuls p auf ; 

eine ruhende Masse 2 da nur im Augenblick des Stoßes Kräfte auftreten 


und die Energie daher vor und nach dem Stoß 
gleich der Summe der kinetischen Energien allein ist. Eliminiert man p, aus dem 
‚Einergiesatz (2) unter Verwendung des Impulssatzes (1), so entsteht eine Beziehung 


my mı os 


6) m 9 m q 
Bm’ =[14+ pt 2 pp + ip 


No Ma 


P=p+ 


m 2 


m (m m, p)+ m; p® 


Mo m 


(3) 
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zwischen p und p,, die sich in der Form 
2 2 
(mp) =("2p) (4) 


darstellen läßt. Bei gegebenem Anfangsimpuls p ist dies die Gleichung einer 
Kugel, auf der die Endpunkte des Vektors p, liegen. Diese Kugel ist in Abb. 334.2 
dargestellt. Ihren Mittelpunkt erhält man, 
indem man den Anfangsimpuls p im Ver- 
hältnis der Massen m, :m, unterteilt. Ihr 
Radius ist -|p|m,/m. Der elastische Stoß __ 
wird offenbar durch Impuls- und Energie- 
satz nicht vollständig bestimmt. Innerhalb 
gewisser Grenzen ist der Winkel ® zwischen 
der Einfalls-- und Ausfallsrichtung der Abb. 334.2. Darstellung der Impulse 


Masse 1 noch willkürlich. beim Stoß. Der Impulsvektor p, liegt 


. = f ei Kugel it d Radius 
Gelegentlich erfolgt die Betrachtung von tolıkıfm, Zeren Uiktelpunkt: y 2 


Stoßprozessen zweckmäßigernichtimLabor- fangsimpulsvektor p im Verhältnis der 
system, sondern im sogenannten Schwer- Massen teilt (hier m, > ms) 
punktsystem, das dadurch definiert ist, daß 

in ihm der gemeinsame Schwerpunkt beider Massen ruht. Die Schwerpunkts- 
geschwindigkeit ist nach (333.5) im Laborsystem 


1 r 
= tm). 6) 
Der Impuls von Masse 1 vor dem Stoß im Schwerpunktsystem ist daher 
Mm M. 
Bad mu Sp = (6) 


Der Impuls von Masse 2 vor dem Stoß dagegen ist 
m 
m, = P=—P- (7) 


Im Schwerpunktsystem verschwindet der Gesamtimpuls vor und wegen der 
Impulserhaltung auch nach dem Stoß. Die Energie im Schwerpunktsystem ist 
vor dem Stoß 


ee (8) 


Die Energieerhaltung im Schwerpunktsystem bedeutet daher, daß beim Stoß 
der Vektor p, wohl seine Richtung, nicht aber seinen Betrag ändern darf und 
daher auf der Kugel |p,| = konst von Abb. 334.2 liegen muß. 


Beim nichtelastischen Stoß (mit Wärmeerzeugung!) bleibt die Energie (8) im 
Schwerpunktsystem nicht erhalten, sondern sie wird um einen Faktor #9? <1 
verkleinert. Daher wird auch der Vektor p, beim Stoß um den Faktor & kürzer. 
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Die Kugel von Abb. 334.2 muß in diesem Fall durch eine solche mit einem um den 
Faktor & kleineren Radius um den gleichen Mittelpunkt ersetzt werden. 


Beim vollkommen inelastischen Stoß bleiben die Teilchen nach dem Stoß an- 
einander kleben. Dabei verschwindet die Energie im Schwerpunktsystem (8) 
vollständig. Dies ist also der Grenzfall« = 0. Man kann sich die Situation auch 
direkt klarmachen, indem man beachtet, daß nach dem Stoß 


Pr = Pr ,=d=b, (9) 

mA mp gelten muß und für die Impulse entsprechend 
Abb. 334.3. Beim vollkommen un- Pı_P_P (10) 
elastischen Stoß (& = 0) schrumpft m; Ma m 


die Impulskugel zu einem Punkt : tee ; 

Summen. Beide Teilchen be. Die zugehörige Abb. 334.3 zeigt, daß der ela- 

wegen sich mit gleicher Endge- Stische Stoß tatsächlich mit verschwindendem 
schwindigkeit weiter Kugelradius in den völlig inelastischen übergeht. 


335 Zwei Massen in festem Abstand 


Zwei Punktmassen m, und m, werden entsprechend Abb. 335.1 durch einen 
Stab in festem Abstand R gehalten. Zwischen ihren Orten r, und rt, besteht 
daher im gesamten Zeitablauf die Beziehung 


m Fu,W,=u-’—R=0. (1) 


Diese Bedingung verhindert, daß die Bahnen bei 

R vorgegebenen Kräften ft, und $t, den Gleichungen 

m (331.1) genügen. Dagegen können natürlich stets 
%2 die Gleichungen 


mi—=sıH+ Bı mu—=ßht+ dB (2) 


mit entsprechenden Zusatzgrößen 3, und 3, erfüllt 

werden. Analog zu den Ausführungen von [314] 

Abb. 335.1. Hanteımodell zur Werden diese Zusatzgrößen als Zwangskräfte be- 

Bewegung zweier Massen m, zeichnet. Sie treten durch das Vorhandensein des 

und m,, die durch einen Stab Verbindungsstabes zu den Kräften hinzu und 

starr verbunden sind müssen so beschaffen sein, daß sie während der 

Bewegung für die Aufrechterhaltung der Neben- 

bedingung (1) sorgen. Es finden also unter dem Einfluß der Zwangskräfte nur 
noch Bewegungen statt, bei denen der Abstand R konstant bleibt. 


Bei Änderungen dr, und dr, des Systems, die mit (1) verträglich sind, treten 
die Zwangskräfte nicht in Aktion, sie leisten also auch keine Arbeit: 


Zdut din =0. (3) 
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Andererseits liefert die Nebenbedingung (1) für solche erlaubten Änderungen 
des Systems die Beziehung 


ar ar 
dFf=0 3, dur 7, de=0 (4) 


zwischen dt, und dr,. Es läßt sich daher folgender Ansatz für die Zwangskräfte 
machen: 


ar or 
=, = 2%) Br, Mi). (8) 


Im vorliegenden Fall besitzen sie also die Richtung der Verbindungslinie zwischen 
rt, und r, und sind gemäß 


+ 3%=0 (6) 
entgegengesetzt gleich. 


Für den Schwerpunkt der Hantel gilt entsprechend (333.6) die Gleichung 
mem tm ht Het ht Het. (2) 
Der Schwerpunkt bewegt sich also wie eine Punktmasse unter dem Einfluß der 
Summe’ der Kräfte &, + .. 
Für den Differenzvektor ı = r, — tr, dagegen gilt 
Kı =) ı 9F (8) 


m Ms uw 90 


= =| 


Sind die wirkenden Kräfte massenproportional, zum Beispiel Schwerkräfte 


Kı=mıg = my, (9) 
so fallen sie aus (8) heraus, und diese Gleichung lautet einfach 
" or 


Wegen der Nebenbedingung (1) liegt der Endpunkt des Vektors r auf der Kugel 
r? = R2. Aus (10) folgt für die Zeitableitung des Drehimpulses der Relativ- 
bewegung 


tD- 


= kxu)=rxi =2rxr=0. (1) 
Der Drehimpuls & ist also eine Erhaltungsgröße. Die reduzierte Masse u muß 
sich in der Ebene &r = 0 (wegen 
&=-rxui, &=0) und gleichzeitig 
auf der Kugel r?= R? bewegen. Die 
Bahn ist also nach Abb. 335.2 ein Kreis 
mit dem Radius R in der Ebene 
L%ır=0. 


Das Ergebnis läßt sich folgender- > 
maßen zusammenfassen: Der Schwer- Abb. 335.2. Zur Bewegung zweier Massen in 
punkt der Hantel von Abb. 335.1 be- festem Abstand voneinander 
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wegt sich wie eine Punktmasse der Masse m = m, + m, unter dem Einfluß der 
Kraft 8& = $, + 8,. Außerdem rotieren die Massen m, und m, mit konstanter 
Drehgeschwindigkeit um den Schwerpunkt. 


Übungsaufgaben 


33.1. Man untersuche die Bewegung eines mechanischen Systems, bestehend aus zwei durch 
die Federkraft $,; = —a(t, — 1,) miteinander verbundenen, sonst frei im Raum beweg- 
lichen Punktmassen. 


33.2. Man bestimme für den vollkommen elastischen Stoß bei ruhendem Stoßzentrum |p,| 
als Funktion der im Labor- bzw. Schwerpunktsystem gemessenen Ablenkwinkel ® 


und d.. 


33.3. Eine Kugel der Masse m, stoße mit dem Impuls p, zentral auf eine ruhende Kugel der 
Masse m,. Man schätze die 


bei unelastischem Stoß maxi- 7 P} 
mal in Wärme umwandel- 
Po 


bare mechanische Energie Pr 
ab. „ar 


33.4. Eine glatte Kugel (Masse m;, OoG— -- 4- en & 
Radius R,) stoße mit dem a 7 2 
Impuls p, nichtzentral auf a er ereee S ee Er en 
eine ruhende glatte Kugel 
(Masse m,, Radius R,). Man 
bestimme für den elastischen 


Stoß p, und p, als Funktion 
des „Stoßparameters‘ d. A 
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Zusammenfassung: Das allgemeinste mechanische System denkt man sich aus Punkt- 
massen aufgebaut, deren jede der Gleichung m,i,„= 8, genügt. Diese Gleichungen sind im 
allgemeinen miteinander gekoppelt. Sie determinieren formal die Zukunft. Berücksichtigt 
man jedoch, daß -Meßfehler nur asymptotisch zum Verschwinden gebracht werden können, 
so stellt sich heraus, daß die bei der Zukunftsberechnung entstehenden Fehler nicht gegen 
Null konvergieren. — Genügen die Kräfte $, bestimmten in Tabelle 341 angegebenen Be- 
dingungen, so lassen sich einzelne Integrationen des Gleichungssystems durchführen. Sie 
liefern insgesamt zehn skalare Erhaltungsgrößen, die Komponenten von Impuls ®, Anfangs- 
schwerpunkt 3,, Drehimpuls 2, Energie E. Paarweise Wechselwirkungskräfte erfüllen diese 
Bedingungen, wenn sie entgegengesetzt gleich sind, in der Verbindungslinie der Paare wirken 
und ein Potential besitzen, das nur vom gegenseitigen Abstand r,,„ = |t, — t„| abhängt. 
Systeme mit Nebenbedingungen lassen sich dadurch beschreiben, daß man zu den Kräften $, 
noch Zwangskräfte 3, hinzufügt, die sich aus den Nebenbedingungen bestimmen lassen. 
Als Ergebnis entstehen die LAGrAanGeschen Gleichungen erster Art. 


[341] 34 Allgemeine Sätze über Punktsysteme 251 


341 Erhaltungssätze bei Punktsystemen 


Ein mechanisches System von beliebig vielen Punktinassen m, .. . my .wird 
untersucht. Sein Bewegungsablauf wird durch Angabe der Orte r, (f),tz(f).. .ty(k) 
vollständig beschrieben. Als Bestimmungsgleichung dieser Größen eignet sich 
das Newronsche Grundgesetz, dessen Gültigkeit für jede Punktmasse einzeln 
gefordert wird. Es entstehen so die Gleichungen 


EEE TR) n=1,2,...,N. (1) 


Die auf das n-te Teilchen wirkende Kraft $}, hängt also möglicherweise von 
den Orten und Geschwindigkeiten aller Teilchen sowie von der Zeit ab. 


Dieses Gleichungssystem läßt sich im allgemeinen nicht ohne weiteres integrie- 
ren. Es ist daher eine Frage von besonderer Wichtigkeit, welche Voraussetzungen 
die Kräfte $}, erfüllen müssen, damit zumindest einzelne Integrationen in diesem 
Gleichungssystem durchführbar sind. Die dabei auftretenden Integrations- 
konstanten sind die bekannten Erhaltungsgrößen. Es sind dies der Impuls ®, 
der Anfangsschwerpunkt 3,, der Drehimpuls & und die Energie E. Diese Größen 
bilden insgesamt zehn erste Integrale der Bewegungsgleichungen. Eine tiefere 
Begründung für das Auftreten dieser Erhaltungsgrößen wird in [423] gegeben. 


Zunächst wird als Gesamtimpuls des Teilchensystems 


P = min (2) 


definiert. Seine zeitliche Änderung ist unter Verwendung der Bewegungsgleichun- 
zen (1) d a : 2 

Fri = ur nm) Sim Sinne; (3) 
also gleich der mit f} bezeichneten Vektorsumme aller auf die einzelnen Massen m, 
(an verschiedenen Orten r„!) wirkenden Kräfte $„. Verschwindet die Kraft- 
summe $, so ist nach (3) der Impuls ® zeitunabhängig. 


Der Schwerpunkt wird in Verallgemeinerung von (333.2) durch 


ee EM, 
3()= m (4) 
definiert (siehe auch [551]). Für die Schwerpunktsgeschwindigkeit liefert der 
Vergleich mit (2) 
Ara 


Mm 


B 


m=ymy. (5) 
n 

m ist die Gesamtmasse. Der Schwerpunkt genügt daher der Gleichung 

mi=B_R. (6) 


Er bewegt sich so, als wären alle Massen in ihm zu einer Gesamtmasse m ver- 
einigt und als würden in ihm alle Kräfte $t, gleichzeitig angreifen. Verschwindet 
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die Gesamtkraft $t, so verschwindet nach (6) auch die Schwerpunktsbeschleuni- 
gung. Die Schwerpunktsbewegung kann dann mit (5) durch 


3 (t) +8 (7) 
beschrieben werden. 3, ist ein beliebiger zeitunabhängiger Vektor und bedeutet 
den Anfangsschwerpunkt 3 (0). 


Der Gesamtdrehimpuls des Systems wird durch 
Lynx Min (8) 
n 


eingeführt. Seine zeitliche Änderung berechnet sich zu 


g =, (in X Mytn + 1m X Min) SU TI MEM. (9) 


Sie ist gleich der mit Dt bezeichneten Summe der Kraftmomente. Verschwindet 
diese Summe, so ist 2 eine Erhaltungsgröße. 


Die kinetische Energie des Systems ist 


T=-y Si. (10) 
Für ihre zeitliche Änderung gilt unter Verwendung der Bewegungsgleichungen 
daT : rn . 
ir 7% In Mn in =yuRn- (11) 
n n 


Dies ist die von den Kräften $, in der Zeiteinheit erzeugte kinetische Energie, 
also eine Leistung. Wir denken uns die Kräfte $}, gemäß 


E19 = KT + nn (12) 


in zu i„ parallele und senkrechte Anteile zerlegt.Dabei liefern die senkrechten An- 
teile in (11) keine Beiträge zur Energie. Lassen sich die parallelen Anteile nach 


() 
K,r=— 7 N, ..., tm) (13) 


als die Gradienten d/dr, einer als Potential bezeichneten Ortsfunktion F (t,,.. .,ty) 
darstellen, so läßt sich die rechte Seite von (11) als totale Zeitableitung von V 


nach t auffassen. Es gilt 
dr, 9V av 


Zt ,= PH dt 9r di’ (14) 
und hieraus folgt der Energiesatz 
“E=0 mit B=T+4V. (15) 


Für seine Gültigkeit ist also erforderlich, daß sich die Kräfte $, oder zumindest 
ihre zu ti, parallelen Komponenten entsprechend (13) durch ein Potential dar- 
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stellen lassen. Sie dürfen nach (13) nur von den Koordinaten tr, ... ty, nicht aber 
von den Geschwindigkeiten oder von der Zeit abhängen. Da zwischen zwei 
Zeitpunkten t und {+di sich die Orte r, um dr, ändern, beträgt der Potential- 
unterschied 


aV-3 7 I, =— N R,dı,. (16) 
n n n 
Das Potential läßt sich dann durch 
Yes, tv 
Yu: m). J NR.dAr, (17) 
eg . 
mit Y{t®,....,ı%) als willkürlicher Konstanten darstellen. Über die Durch- 


führung der Integration im Konfigurationsraum gelten auch hier die detaillierten 
Ausführungen von [331] zum Energiesatz für zwei Punktmassen. Das Integral 
von (17) darf nur von den Orten r, und x?, abhängen und muß vom Weg unab- 
hängig sein. Hierzu ist erforderlich, daß 


ZRndı,—=0 (18) 


für beliebige geschlossene Wege im 3 N-dimensionalen Konfigurationsraum ver- 
schwindet. 


In der nachstehenden Tabelle sind die Erhaltungsgrößen und die für ihre Zeit- 
unabhängiskeit erforderlichen Bedingungen noch einmal zusammengestellt: 


Tabelle 341 
Erhaltungsgröße m nER: Bedingung 
P-imi, 28,=0 
g=ertr,x mt ZuxrR,=0 
B=2 Se + lts...,ty) HER, A=0 


B=0 


342 Paarweise Wechselwirkung 


Bei Systemen von Punktmassen spielen solche Kräfte $, eine wichtige Rolle, 
die sich aus paarweisen Wechselwirkungskräften in der Form 


= P Km 


m(#n) 


(1) 
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zusammensetzen. Diese Summe ist so zu verstehen, daß von jedem der übrigen 
Teilchen m eine Kraft $,„ auf das gerade betrachtete Teilchen n ausgeübt 
wird. Beispiele solcher paarweisen Wechselwirkungskräfte sind die Gravitations- 
kräfte und auch die elektrostatischen Wechselwirkungskräfte. Diese Kräfte er- 
füllen unter Voraussetzungen, die hier noch näher untersucht werden sollen, die 
Erhaltungssätze 


E=0 R—0 0 4,=0 (2) 
des vorigen Abschnitts. 
Nach Tab. 341 gilt der Impulssatz unter der Voraussetzung 


In=0= 2 Sum I (Kumt Kmn)- (3) 
n nm n<m 

In der letzten Summe tritt jedes Zahlenpaar nm nur einmal auf. Gleichung (3) 

wird daher durch 


Km — Imn (4) 


erfüllt. Man unterscheide hierbei sorgfältig die Reihenfolge der Indizes: $,„ ist 
nach (1) die vom Teilchen m auf das Teilchen n ausgeübte Kraft. Wenn die beiden 
Kräfte S,„ und Sn gleich groß und entgegengerichtet sind, hat dies die Impuls- 
erhaltung zur Folge. (Die Beziehung (4) wird gelegentlich in leicht mißzuverstehen- 
der Weise als das Prinzip von actio = reactio bezeichnet. Dies soll ein sehr all- 
gemeingültiges Prinzip sein, was aber haupt- 
sächlich nur dadurch erreicht wird, daß weder 
die „actio‘‘ noch die „reactiö“ physikalisch 
einigermaßen präzis definiert werden.) 


Die zusätzliche Erhaltung des Drehimpulses 


Kn wird durch Kräfte von der Form 
I, za Im 
Abb. 342. BIV m ul nm (5) 


Zur Erhaltung des Drehimpulses. 

Die Kräfte weisen in Richtung der gewährleistet. Diese Wechselwirkungskräfte 

Verbindungslinie der beiden Massen in wirken entsprechend Abb. 342 in Bieh- 
tung der Verbindungslinien ı,—t„. Für die 

Momente der beiden in (4) auftretenden Kräfte gilt dann nämlich 


1x Kumt 1 x aan == u) x Km 0. (6) 


Die Momente kompensieren sich gegenseitig, weil r,„ — t„ und $l,„ parallele 
Vektoren sind. 


Schließlich gilt nach (332.9) auch noch der Energiesatz für diese paarweisen 
Wechselwirkungskräfte, wenn jede Paarkraft durch ein Potential 


m rn rs Von = Yam(f #) Iım= It. Ban ti | e (7) 
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dargestellt werden kann. Das Gesamtpotential ist dann 
Vlu,..„wm= en Vam(tam); (8) 
n<m 
wobei die Bedingung 2 <m dafür sorgt, daß jedes Paar nm in dieser Summe 


nur einmal auftritt. Natürlich sind diese paarweisen Wechselwirkungskräfte nur 
ein spezielles Beispiel für Kräfte, die die Erhaltungssätze (2) erfüllen. 


343 Systeme mit Nebenbedingungen 


Gegeben sei ein mechanisches System, bestehend aus N Punktmassen m, 
beschrieben durch die Vektoren r,„(f). Zwischen diesen Massen seien M Neben- 
bedingungen 


Faltı,.. ‚tm )=0 er (1) 


gegeben. Dieses System besitzt also insgesamt f=3N — M Freiheitsgrade. Die 
Gleichungen (1) haben zur Folge, daß beim Bewegungsablauf des Systems be- 
nachbarte Orte den Bedingungen 


On +3 F 


IF m _ c 
rn dı,„(d)=0 (2) 


n 


unterworfen werden müssen. In dieser allgemeinen Form werden sie als holonome 
Nebenbedingungen bezeichnet. Je nachdem, ob die Zeit tin den Bedingungen (1) 
explizit auftritt oder nicht, heißen sie holöonom-rheonom oder holonom-sklero- 
nom. 


Oftmals sind die Nebenbedingungen nur in infinitesimaler Form 


Im A + I mn A) =O (3) 


vorgegeben, ohne daß sich die Größen 9, und Qn als partielle Ableitungen einer 
Größe F,„, darstellen lassen. In diesem Falle werden die Bedingungen als nicht- 
holonom bezeichnet. Wir unterscheiden unter den Nebenbedingungen also grund- 
sätzlich 


OF OF, 
holonom: Im Imm =, (4) 
nichtholonom: Im = Imolt; t;) Imn = mn; t,) 


und darüber hinaus 


skleronom: 900 


(8) 


rheonom: gmo=*+ 0 
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Betrachten wir den aus allen Komponenten der r, aufgebauten 3 N-dimensionalen 
Konfigurationsraum, so stellen die Bedingungen (1) eine (3N — M)-dimensionale 
Hyperfläche dar, die bei skleronomen Bedingungen ruht, bei rheonomen Be- 
dingungen sich aber außerdem noch bewegt. Zu einem festen Zeitpunkt t müssen 
Nachbarpunkte der gleichen Hyperfläche der Bedingung 


Zr sn=0 baw. Zgmudim—0 ( 


n n 


genügen. Zwischen diesen durch ör, unterschiedenen Nachbarpunkten zur Zeit t 
und den durch dr, unterschiedenen Punkten ein und derselben Bahn zu ver- 
schiedenen Zeiten ? und £+ dt ist in (2), (3) und (6) sorgfältig zu unterscheiden. 


Der Unterschied zwischen holonomen und nichtholonomen Nebenbedingungen 
wird bereits bei der Betrachtung der Anfangsbedingungen des Systems klar. Im 
Falle holonomer Nebenbedingungen (1) können die Anfangsorte r„(0) nicht will- 
kürlich gewählt werden, sondern müssen den Bedingungen 


F alt (0). ER ty (0); 0) =0 (7) 


unterworfen werden. Auch die Anfangsgeschwindigkeiten unterliegen wegen (2) 
den Bedingungsgleichungen 


| FE rs (Fe ) 10) =0. (8) 


Bei nichtholonomen Nebenbedingungen hingegen sind die Anfangsorte r,(0) 
willkürlich wählbar. Nur die Anfangsgeschwindigkeiten unterliegen wegen (3) 


den Bedingungen r 
ERNE Imo +23 Amn In ()=0. (9) 


Für ein Beispiel nichtholonomer Nebenbedingungen sei auf [Ü 42.5] hingewiesen. 


Wir betrachten jetzt einen speziellen Zeitablauf r„(£) des Systems und ver- 
allgemeinern die Ausführungen von [311]. Die Nebenbedingungen verhindern 
die Gültigkeit der Newronschen Bewegungsgleichungen m,t, = $t,. Natürlich 


können wir trotzdem 
ehe (10) 


schreiben, wenn wir diese Gleichungen bei einem bestimmten Bahnverlauf als 
Definitionsgleichungen der so eingeführten Größen 3, auffassen. Da hiermit aber 
die Form der Newronschen Bewegungsgleichungen wiederhergestellt ist, be- 
deuten die 3, Zwangskräfte, die den Einfluß der Nebenbedingungen auf die Be- 
wegung darstellen. Die in (10) ebenfalls definierten Kräfte $%# sind gerade so 
beschaffen, daß sie einen Bahnverlauf bewirken, der die Nebenbedingungen 
erfüllt, bei dem die Nebenbedingungen also keine Zwangskräfte 3, bewirken. 


Für den Bahnablauf ist es somit unerheblich, ob wir die Kräfte $t# oder die 
St, wirken lassen. (Im letzten Falle werden lediglich die Nebenbedingungen 
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„strapaziert‘‘.) Also müssen die überall entstehenden Beschleunigungen auch die 
gleichen sein. Dieser Feststellung geben wir folgende mathematische Form: 


Sy Kr ötn = 54 I, Rt ör, = 54* 8A = 5A*. an) 


Hier beschreibt ör, eine zur Zeit t mit den Nebenbedingungen verträgliche virtuelle 
Verrückung, also mit öf=0 (die bei rheonomen Nebenbedingungen wohl zu 
unterscheiden.ist von den tatsächlich stattfindenden Verrückungen dr, = i„d!). 
Die $A für alle nur möglichen Verrückungen ör, sind charakteristische Größen 
für die bei Bewegung unter Nebenbedingungen wirksamen Kräfte. Sie müssen 
mit den entsprechenden ö A* übereinstimmen, wenn die 8, und $% die gleichen 
Bahnen hervorrufen sollen. 


Gleichung (11) kann mit (10) in die Formen 


| 2 Bn 5 =0 2 (m, in — 8.) 6%, = 0 (12) 
gebracht werden und ist als D’ALEMBERTsches Prinzip bekannt. Bei skleronomen 
Nebenbedingungen ist ör, = t„di, und die erste Form von (12) sagt dann aus, 
daß die von den Nebenbedingungen herrührenden Zwangskräfte am System keine 
Arbeit leisten. Diese Aussage gilt nicht für rheonome (zeitabhängige) Nebenbedin- 
gungen: Beim Pendel, dessen Aufhängepunkt im Zeitablauf verschoben wird, 
kann durch die Nebenbedingung (den Faden) durchaus Energie auf die 


schwingende Punktmasse übertragen werden. 


Zur Beschreibung des betrachteten Systems sind nunmehr zwei Aufgaben zu 
lösen, nämlich aus (10), (12) und den Nebenbedingungen die Zwangskräfte 3, 
und die Bahnen, (t) zu berechnen. (12) gilt für alle durch ör,, beschriebenen Ver- 
rückungen, die den Nebenbedingungen (6) genügen. Näch LAGRANGE multiplizie- 
ren wir die Gleichungen (6) mit beliebigen Größen }„, den LAGRangzschen 
Multiplikatoren, und fügen sie zu (12) hinzu: 

en (m, ” —— K, — Am Imn) Ör, =0. (13) 
Zählen wir alle Vektorkomponenten einzeln, so sind in (13) 3N Klammern ent- 
halten. M von ihnen können durch geeignete Wahl der A, zum Verschwinden ge- 
bracht werden. Die neben ihnen stehenden Verrückungen betrachten wir als durch 
(6) gegeben und daher durch die übrigen Verrückungen mitbestimmt. Die übrigen 
3N — M Klammern aber müssen verschwinden, weil die neben ihnen stehenden 
Verrückungen nunmehr willkürlich und ohne Rücksicht auf weitere Neben- 
bedingungen gewählt werden können. Also müssen alle Klammern in (13) einzeln 
verschwinden. Diese Forderung aber muß für alle Zeiten und jeden beliebigen 
durch die r, und t,„ beschriebenen Zustand erfüllt werden können. Das ist nur 
möglich. wenn wir für die Multiplikatoren allgemein 


Am Amin Ins ©) (14) 
ansetzen. 


17 Macke, Teilchen. 3. Aufl. 
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Da nunmehr alle Klammern in (13) einzeln verschwinden, gelten die „Lac- 
RANGEschen Gleichungen erster Art“: 


| Mi, = 8, +2 en: (15) 


Im Falle holonomer Bedingungen können die Q,„ durch (4) ersetzt werden. 
Damit ist für die in (10) eingeführten Zwangskräfte 3, ein Ansatz gefunden. Wir 
haben es in (15) und (1) bzw. (3) mit insgesamt 3 N + M Gleichungen zu tun, 
aus denen die M Multiplikatoren A, und die 3 N Komponenten der Ortsvektoren 
t„(£) bestimmt werden können. Spezielle Beispiele für N = 1 und 2 wurden in 
[314] und [335] bereits untersucht. 


344 Grundaufgabe der Mechanik 


Jedes mechanische System läßt sich prinzipiell durch Lunktmassen m,,...., my 
beschreiben, die den Bewegungsgleichungen 


MEERE US sans tn) ne l;245,. N (1) 


genügen. Im allgemeinen sind die Kräfte $, vorgegebene Funktionen der an- 
gegebenen Variabeln, und gesucht ist der Bewegungsablauf, beschrieben durch 
die Gesamtheit der Bahnen r, (t), die Zukunft des Systems also. Diese Aufgaben- 
stellung wird als Grundaufgabe der Mechanik bezeichnet. 


Wir nehmen an, daß zu irgendeiner Zeit t alle Orte r„(f) = 0, und Geschwindig- 
keiten t, (t) = b, des Systems bekannt sind. Im nächsten Augenblick t+ dtgiltdann 


t„(t+ di) =r,d)+ dtt„() =M+ b„dt 


N a de (2) 
ndt+d)=ti,(d)+dtt,()= b,+ MM Kult, A)...Ay; bi... by) i 


Mit i„ aus (1) sind die rechten Seiten dieser Gleichungen zusammen mit den 
t„(£) und i„(£) bekannt. Das Verfahren läßt sich sukzessiv wiederholen und so 
auf endliche Zeitintervalle ausdehnen. Das bedeutet: Durch Vorgabe der tr, und 
t„ zu irgendeiner Anfangszeit {, werden die Bahnen durch (1) für alle späteren 
(und früheren) Zeiten eindeutig bestimmt. Lassen sich die Bahnen r,(t) in Reihen 
entwickeln 


L, (td) —t (to) + (t Ds 1) 7 (to) + “ a t, (bo) + .. (3) 


so können auch hier die r„(t,) und t,(t,) willkürlich vorgegeben werden, während 
sich alle höheren Ableitungen durch (1) und die Ableitungen von (1) genau wie 
früher in (231.6) bestimmen lassen. Damit ist die Lösung bei bekannten Anfangs- 
bedingungen eindeutig bestimmt. 
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Von Larracz wurde aus dem in (2) zum Ausdruck kommenden Sachxerhalt 
eine philosophische Schlußfolgerung gezogen. Er setzte hierzu voraus, daß die 
gesamte Welt aus Punktmassen aufgebaut sei. Diese genügen den Gleichungen (1), 
die bei bekannten Anfangsbedingungen r,„(0) und i„(0) den gesamten Zeit- 
ablauf des Systems eindeutig festlegen. Wenn es daher einen (zu übermenschlichen 
Leistungen fähigen) ‚‚Weltgeist‘‘ gäbe, der imstande wäre, zu irgendeiner Anfangs- 
zeit die Orte und Geschwindigkeiten aller Punktmassen in der Welt zu messen 
und die Bewegungsgleichungen (1) zu lösen, so müsse dieser die gesamte Zukunft 
der Welt kennen. Diese bloße Denkmöglichkeit scheint demnach zu beweisen, 
daß das Weltgeschehen ein für allemal unabänderlich festgelegt sei. Dieser Sach- 
verhalt wird als Larzacescher Determinismus bezeichnet. 


Jenen Überlegungen muß entgegengehalten werden, daß die Welt als Ganzes 
nicht rein mechanisch beschreibbar ist. Bereits die Erscheinungen der Elektrizität 
erlauben keine mechanische Interpretation und lassen sich daher in das obige 
System nicht einbauen. Allerdings sind ihre Gleichungen trotzdem determini- 
stisch. Zweitens muß bemerkt werden, daß die moderne Quantenmechanik lehrt, 
daß die Gleichungen (l) nur näherungsweise, nämlich makroskopisch, gültig 
sind. Mikroskopisch dagegen besitzen sie nur eine statistische Gültigkeit und 
werden durch die Gleichungen der Quantenmechanik ersetzt, die ähnliche Aus- 
sagen über den Zeitablauf von Systemen machen wie die klassische Mechanik, 
sich aber gerade in dem hier wichtigsten Punkt unterscheiden: Ort und Geschwin- 
digkeit eines Teilchens sind nicht gleichzeitig meßbar. Sie sind als gleichzeitige 
Eigenschaften eines Teilchens nicht einmal definiert. Über die Zukunft eines 
mechanischen Systems lassen sich im Rahmen der Quantenmechanik daber nur 
Wahrscheinlichkeitsaussagen machen. Im Rahmen der Quantenmechanik ist die 
Zukunft eines mechanischen Systems also nur teildeterminiert. Determinismus 
und Teildeterminismus der verschiedenen physikalischen Vorgänge werden im 
Rahmen des dialektischen Materialismus gemeinsam als dialektischer Determinis- 
mus bezeichnet und gewertet. 


345 Meßbarkeit und Indeterminismus 


Der im letzten Abschnitt besprochene Determinismus erfährt selbst in der 
klassischen Mechanik gewisse Einschränkungen, die mit der Unmöglichkeit 
exakter Messungen von absoluter Genauigkeit zur Festlegung der Anfangs- 
bedingungen zusammenhängen. Die hierbei auftretenden Probleme werden am 
Beispiel der eindimensionalen Bewegung eines gebundenen Teilchens im Poten- 
tial besprochen. lassen sich aber leicht auf ein System mit vielen Variabeln 
verallgemeinern. 


p und x seien Impuls und Koordinate einer Punktmasse, die sich eindimen- 
sional in einem Potential V (x) hin- und herbewegt. In der xp-Ebene. der so- 


17* 
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genannten Phasenebene, beschreibt diese Bewegung eine geschlossene Kurve, die 
vollständig durch den Wert der Energie 


B=- + Vi) 


bestimmt wird. Um den genauen zeitlichen Durchlauf zu kennen, müssen die 
Anfangsbedingungen 


p(0)= Po (0) (2) 

gegeben sein. Die Umlaufzeit des Teilchens auf der Kurve wurde früher in [155] als 
dB) _ 

San (#) (3) 


bestimmt. Hierbei ist J(£) der nur von der Energie E allein abhängige Flächen- 
inhalt der Phasenebene. der von der Bahnkurve umschlossen wird. 


Wir beachten nunmehr, daß die Anfangswerte », und x, der Bewegung nur 
mit einer begrenzten Genauigkeit bestimmt werden können, die gewisse bei der 
Messung auftretende Unbestimmtheiten 6p und dx zur Folge hat. Ihnen zufolge 
wird.auch die Energie Z um ö6E und mit E auch die Umlaufiszeit (3) unbestimmt. 
(Eine mehr zufällige Ausnahme bildet hierbei allein der harmonische Öszillator, 
bei dem .7— E und daher r unabhängig von E ist.) 


Nach einer gewissen Zeit T hat das Teilchen entweder n + 1 Umläufe mit der 
Umlaufszeit 7 oder n Umläufe mit der Umlaufszeit r + ö7 gemacht. Diese Um- 
laufszahl n, ist durch die Bedingung 


(rn +1) r=n(tT+ 67) T=nöt (4) 


gegeben und die zugehörige Kritische Zeit 7’ durch 
A La Mn 
12Ten=;- (5) 
Zu diesem Zeitpunkt und allen späteren Zeiten f ist es völlig unmöglich zu sagen. 
an welcher Stelle der Bahn sich das Teilchen befindet. Mit gesteigerter Meßgenauig- 
keit ist es zwar möglich, ö7 zu verkleinern und dadurch die kritische Zeit 7’ um 
ein endliches Stück in die fernere Zukunft zu verlegen, aber eine Bahnvorhersage 
für alle Zeiten schlechthin ist völlig ausgeschlossen. 


Übungsaufgaben 


34.1. Zwei Punktmassen erfahren eine abstandsproportionale Anziehung fl, = —amı, an ein 
festes Zentrum und eine abstandsproportionale Abstoßung 8, = Pm(t, — 1„)/2 unter- 
einander. Man berechne die Bahnen mit den Anfangswerten 1,9, dyo- 


34.2. Man diskutiere folgenden Spezialfall des Dreikörperproblems: Drei gleiche Massen m 
bilden bei t = 0 ein gleichseitiges Dreieck. Ihre Anfangsgeschwindigkeiten liegen in der 
Dreiecksebene, sind gleichgroß und bilden Winkel von 120° miteinander. Die zwischen 
ihnen wirkenden Kräfte sind abstandsabhängige, in Richtung der Verbindungslinie 
zweier Massen wirkende Zweikörperkräfte. 
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4  Äquivalente Formulierungen der mechanischen Bewegungs- 
gleichungen 


Mit den Lagrangeschen Gleichungen 1. Art (343.15) wurde eine allgemeingültige 
Formulierung der Mechanik gewonnen, die auf prinzipiell alle auftretenden 
Probleme angewandt werden kann. Die Hauptaufgabe besteht natürlich in der 
Integration dieser Gleichungen, über die zunächst nichts Prinzipielles ausgesagt 
werden konnte, außer daß bei Gültigkeit bestimmter Erhaltungssätze einzelne 
Integrationen generell durchgeführt werden können. Zu dieser Formulierung der 
mechanischen Grundgleichungen gibt es eine Reihe von äquivalenten anderen 
Formulierungen, die speziellen Fragen oftmals besser angepaßt sind und ge- 
legentlich die näherungsweise Lösung des Bewegungsproblems erleichtern. Sie 
werden im vorliegenden Teil besprochen. 


Zunächst kann gezeigt werden, daß die Bewegungsgleichungen der Mechanik 
unter sehr allgemeinen Voraussetzungen einem Extremalprinzip äquivalent sind. 
Dieses hat den Differentialgleichungen gegenüber den Vorteil, daß es völlig 
koordinatenunabhängig formuliert ist, so daß von hier aus die Einführung solcher 
Koordinaten erleichtert wird, die dem jeweiligen Problem am besten angepaßt 
sind. Die aus dem Extremalprinzip hervorgehenden LAagrAnGEschen Gleichungen 
zweiter Art enthalten nur so viele Bestimmungsgleichungen, wie das System 
tatsächlich an mechanischen Freiheitsgraden besitzt. Auch die Bahngleichungen 
der Optik lassen sich dem Extremalprinzip einfach entnehmen. Sie enthalten die 
für optische Fragen unwesentliche Zeitabhängigkeit nicht, sondern beschreiben 
nur die rein geometrische Bahnform. 


Die kanonische Form der Bewegungsgleichungen stellt eine andere Formu- 
lierung der Grundgleichungen dar, die gegenüber noch sehr viel allgemeineren 
Koordinatentransformationen, den kanonischen Transformationen, invariant 
bleibt. Hier kann gezeigt werden, daß sich das allgemeine Integrationsproblem 
zurückführen läßt auf das Problem, eine partielle Differentialgleichung erster 
Ordnung zu lösen, die HamıLTon-JAacoBische Gleichung. Bereits der kanonische 
Formalismus der Mechanik enthält Ansatzpunkte zur Relativitätsmechanik und 
Quantenmechanik, in die die übliche, klassische Mechanik unter besonders ex- 
tremen experimentellen Bedingungen übergeht. 


Auch für die Beschreibung von Flüssigkeiten bedürfen die Bewegungsgleichun- 
gen der Mechanik einer Umformulierung, die hier von der veränderten Frage- 
stellung herrührt. Bei Flüssigkeiten nämlich wird die individuelle Fragestellung, 
welche Masse m, sich zu welcher Zeit an welchem Ort bewegt, ersetzt durch die 
anonyme Fragestellung, die lediglich wissen will, wieviel Masse sich an einem 
bestimmten Ort gerade bewegt. Die dieser anonymen Fragestellung entsprechende 
Beschreibungsform ist die der mechanischen Feldtheorie, die Kontinuums- 
mechanik. 
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Den verschiedensten mechanischen Problemen entsprechend existiert somit 
eine ganze Reihe von gleichwertigen Formulierungen der mechanischen Bewegungs- 
gleichungen, die alle aus den Newronschen Grundgleichungen abgeleitet werden 
und den vielfältigen Anwendungen der Mechanik angepaßt sind. 


41 _Extremalprinzipien 


Zusammenfassung: Die Extremalforderung, unter allen Kurven zwischen zwei ge- 
gebenen Punkten die derkürzesten Verbindung aufzusuchen, führtaufeine Differentialgleichung, 
die an jeder Stelle der Kurve verlangt, daß keine Krümmung auftritt (Gerade). Die Forderung, 
daß ein allgemeines Wirkungsintegral W -f diL(xz,&,i) bei Variation von x(f) einen 
Extremwert annimmt, führt auf eine Differentialgleichung zweiter Ordnung, die zugehörige 
Eutersche Differentialgleichung. Enthält die LaGrAngrfunktion L mehrere variierbare 
Funktionen, so entsteht für jede dieser Funktionen eine zugehörige EuLersche Gleichung. 
Die mechanischen Bewegungsgleichungen lassen sich nach diesem Prinzip durch Extremal- 
forderungen ersetzen, wenn es gelingt, die zugehörige LagrAngkfunktion Z zu finden. Bei 
konservativen Kräften ist sie einfach L= 7 — V. Bei Anwesenheit magnetischer Felder 
tritt noch ein Glied et mit W als dem Vektorpotential des Magnetfeldes ® hinzu. Das 
allgemeine Variationsprinzip der Mechanik geht in das FermaArsche Prinzip der Optik über, 
wenn man auf die Beschreibung des Zeitablaufs verzichtet und nur Bahnen gleicher Energie 
zur Variation zuläßt. Systeme mit Nebenbedingungen führen auf die LacRAngeschen Glei- 
chungen erster und zweiter Art. Die letzteren besitzen den Vorteil, das mechanische Ge- 
schehen durch nicht mehr Zeitfunktionen g; (ft) zu beschreiben als das betreffende System an 
Freiheitsgraden besitzt. Außerdem kommt hier die Unabhängigkeit des Extremalprinzips 
von der Wahl spezieller Funktionen und Koordinaten vorteilhaft zum Ausdruck. 


411 Kürzeste Verbindung zweier Punkte als Variationsaufgabe 


Das einfachste Beispiel einer Variationsaufgabe soll behandelt werden. In 
Abb. 411 wird die Gesamtheit aller Kurven zwischen zwei gegebenen Punkten | 
und 2 betrachtet. Ihre Weglänge ist 


2 2 u 
er v= | ds= | Vartay= [az ır (Y. (il) 
FW i i 2 ö 
f Yr)r öylx) 


Sie läßt sich bei bekanntem analytischen Zusammen- 
hang y = y(x) berechnen. Wir vergleichen zwei be- 
*  nachbarte Kurven, die sich um eine nur kleine Funk- 
tion öy(z) voneinander unterscheiden und die 
gleichen Endpunkte 1 und 2 besitzen. so daß also 


Abb. 411. 
Zur Berechnung der kürze- 
sten Verbindungskurve zwi- 
schen den Punkten I und 2 dy(2,) = dy(X,) = 0 (2) 
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gilt. Die Weglängen der Kurven y(x) + öy(x) und y(x) unterscheiden sich um 


ein Stück öw. Da öy überall als klein vorausgesetzt wird, kann unter Ver- 
nachlässigung von Gliedern höherer Ordnung entwickelt werden, so daß 


su [asfır Fern faejh +) 
2 2 


el Halte Ver] 


Yı+(& 
1|= | de g ar y a 
= (3) 


= [dx v __döy __yöy 
yı 


d y’ 
dx 6 y — ——— 
/ e er VYı+y”? 


+y? de yı + y? 
2% 
entsteht. Bei der partiellen Integration am Schluß verschwindet der erste Term 
wegen (2). 


Nun soll diejenige Kurve zwischen den Punkten 1 und 2 gesucht werden, bei 
welcher die Weglänge einen Extremwert annimmt. Das bedeutet, bei kleinen 
Wegänderungen öy(x) soll 


$w—=0 w— Extremum (4) 


gelten. Im vorliegenden Fall ist diese Bedingung nur erfüllt, wenn das letzte 
Integral in (3) verschwindet. Da öy(x) überall willkürlich wählbar ist, muß hierzu 
der im Integranden neben ö%y stehende Faktor verschwinden. Es muß also 

d y y"' 

u 0 1213 = 0 5 

az rm Erz, “ 
erfüllt werden. Hier steht eine Funktion von y’(x), von der verlangt wird, daß 
sie x-unabhängig ist. Diese Forderung kann nur erfüllt werden, wenn y’ selbst 
x-unabhängig ist, wenn also y'’ = 0 gilt. Die Extremalforderung (4) liefert also 
eine Kurve mit überall verschwindender Krümmung (siehe zweite Gleichung (5), 
die bei Durchführung der Differentiation entsteht), die Gerade. 


In unserem einfachen Beispiel wurde die kürzeste Verbindung zweier Punkte 
gesucht. Das ist eine integrale Forderung. Sie führte auf eine Bedingungsgleichung, 
die die Kurve von Ort zu Ort festlegt. Diese Bedingungsgleichung ist also eine 
Differentialgleichung. Im vorliegenden Falle verlangt sie von der Kurve überall 
verschwindende Krümmung, damit diese der integralen Forderung entspricht, 
die Extremalkurve kleinster Länge zu sein. 
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412 Allgemeine Variationsprobleme und Kurve kürzester Fallzeit 


Die Extremalaufgabe von [411] wird in folgender Weise verallgemeinert: 
Statt y(z) wird hier die Bahnkurve x(t) eines Teilchens betrachtet. Mit einer 
beliebigen Funktion L(x{t), &(t), £) wird das Integral 


u 
W= [dtLie, &,) (1) 


gebildet. Bei gegebenen Anfangs- und Endpunkten liefert dieses Integral für 
jede Kurve x(f) einen zugehörigen Wert W. Welche Kurve x(£) macht das Inte- 
gral (1) zum Extremum? 


Die Bedingung hierfür ist 


8$W=0 bei al)—ett) +Ö6x(t) 


(2) 
mit Ööxrkt)=Ör(t,)—=0 


Wie in [411] wird 6W unter der Voraussetzung berechnet, daß öx(t) überall 
klein ist und daß nach öx entwickelt werden darf. Die Entwicklung liefert bis 
auf Glieder höherer Ordnung 


t; 
a +52, 1) —Lia, &, ) 


-[a[2% 0. N - sa]. 


Eine partielle Integration vom zweiten Teil des Integranden ergibt schließlich 


(3) 


f; t, 
a d 8L 

= [are 2 - dr berg. z|. (4) 

Der letzte Term verschwindet wegen (2). Da öx(f) eine willkürlich wählbare 

Funktion ist, muß zur Erfüllung der Variationsforderung (2) die eckige Klammer 
in (4) verschwinden. Dies liefert die Gleichung 


d au 
CUT Fa (5) 
Sie wird als Eurersche Differentialgleichung des Variationsproblems bezeichnet 
Der in den Gleichungen (1) und (2) erhobenen Extremalforderung ist also die 
Bedingungsgleichung (5) äquivalent. Diese ist bei bekanntem L(x,&,t) eine 
Differentialgleichung zweiter Ordnung für «({t). 


Als Beispiel für ein solches Variationsproblem soll diejenige Kurve zwischen 
zwei Punkten 1 und 2 berechnet werden, auf der sich eine Punktmasse unter 
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dem Einfluß der Schwerkraft in der kürzesten Zeit bewegt. Hier muß also die 
Fallzeit & 
T= j di= = (6) 


$ 
zum Extremum gemacht werden. $ ist die Bahngeschwindigkeit, die durch den 


Energiesatz en 
Set mgz= E=mgz, (7) 


als Funktion der Höhe z gegeben ist. Beiz =, ist $= 0. Daher ist z, der höchste 
Punkt. ds in (6) wird durch 


ER Vı+(&y (8) 


ersetzt. Hier steht das Minuszeichen, weil ent- 
sprechend Abb. 412 beachtet werden muß, daß z 
mit zunehmendem s abnimmt. Für die Fallzeit (6) 
folgt somit 


h Ze 
Abb. 412. Zur Berechnung der ES L. f«)- + a2 (©) 
V27 
Ai 


"4 


Kurve kürzester Fallzeit 1-2 
Dies ist das dem Integral (1) entsprechende Variationsintegral für die gesuchte 
Funktion (2). L(x, &, t) ist hier durch den Integranden F(x',z) ersetzt. 

Die zur Extremalforderung für 7 gehörige EuLersche Differentialgleichung 
lautet entsprechend (5) also 


d aF 9rF i +2 
Er, I Ta. mit Fe =]/ Er (10) 
Da F nicht von x abhängt, darf also 
or a’ 1 
ES = — 1l 
0 Van Vor en 


nicht von: z abhängen und muß somit eine Konstante sein, die hier mit — 1/Y2R 
bezeichnet wird (negativ, weil’ in Abb. 412 negativ). Diese Gleichung, in der Form 


= 2 Spk. 1. yr2 2» = Der 
da= > Vı+r de=]/ un ds (12) 


geschrieben, liefert die Differentialgleichung einer Zykloide, die dadurch entsteht, 
daß unterhalb der Waagerechten z = 2, ein Rad vom Radius R abrollt, siehe 
[313]. Zur Zeit t=t, ist z=z, und nach (12) de =0 für ds-+0. Das bedeutet, 
die Kurve verläuft zunächst senkrecht nach unten. Der Punkt 1 ist also der 
Gipfelpunkt der Zykloide. Der in (11) noch willkürliche Radius R muß nun 
so ausgewählt werden, daß die Zykloide gerade durch den vorgegebenen Punkt 2 
hindurchläuft. Er bestimmt sich dann als Funktion von b und h aus Abb. 412, 
siehe [Ü 41.1]. 
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413 Eindimensionale Bewegung 


Eine Masse m bewegt sich längs der x-Achse und genügt der Bewegungs- 
gleichung 


mä—=K =— —. (1) 


Die Kraft K hänge nur vom Ort ab und besitze daher ein Potential. Die 
Bewegungsgleiehung (1) soll durch ein Extremalprinzip ersetzt werden. Die Auf- 
gabe ist gelöst, wenn es gelingt, eine Funktion L(x, &, t) zu finden, für die die 
Evrersche Gleichung des Variationsproblems die Form der Bewegungsgleichung 
(1) besitzt. In diesem Fall wird Z als LaarAngGefunktion bezeichnet und das Inte- 
gral W von (412.1) als Wirkungsintegral. Die Bewegungsgleichung (1) kann dann 
durch die äquivalente Forderung ersetzt werden, daß das Wirkungsintegral 
einen Extremwert annehmen soll. 


‚Zunächst wird die linke Seite von (1) umgeformt in 


 d,, dad m. dar ö 
a ae re Pe er rar 


m 


Gleichung (1) lautet dann 
BU EHRE. LA (3) 


Da T(&) und V (x) nur von & bzw. x allein abhängen, darf auf der linken Seite 7 
durch T--V ersetzt werden und auf der rechten Seite —V durch T—V: 


{) L=-T()— Ve). (4) 


d (9L oL 

dt | Zi 92 
Damit ist die zu Gleichung (1) gehörige Lasrangefunktion Z gefunden. Die 
Bewegungsgleichung erhält damit die Form der Extremalaufgabe: 


t; 
ö [dtLi, 0 (5) 
&ı 

mit Z aus (4). 

Die Differentialgleichung (1) durch die Extremalforderung (5) zu ersetzen, 
bringt gelegentlich entscheidende Vorteile. Einerseits ist die Formulierung (5) 
geeignet zum Aufsuchen von Näherungsverfahren in Fällen, wo exakte Lösungen 
von (1) nur mit größter Mühe zu erhalten sind. Das Näherungsverfahren besteht 
darin, daß man für die gesuchte Bahn einen geeigneten Ansatz 


x() = ft; &) (6) 


mit gegebener Funktion f und frei wählbarem Parameter x macht. Das Wirkungs- 
integral wird mit diesem Ansatz zu einer Funktion W (x), und die Extremal- 
forderung (5) erhält die Form dW/dx = 0. Diese Gleichung liefert den Para- 
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meterwert &, der unter den in (6) zugelassenen Lösungsfunktionen diejenige aus- 
sucht, welche das Bewegungsproblem (1) am besten annähert. 


Die .integrale Formulierung ist unabhängig von der Wahl spezieller Koordi- 
naten. Das macht sich besonders beim Übergang zu anderen Koordinaten vorteil- 
haft bemerkbar und wird im Laufe dieses Kapitels noch in mehreren Fällen 
bespiochen. 


Weder das Wirkungsintegral W von (5) noch die LacrAanekfunktion Z be- 
sitzen eine durchsichtige anschauliche Bedeutung. Das ist nicht verwunderlich, 
denn als anschaulich pflegen wir unseren Gewohnheiten entsprechend alles zu 
bezeichnen, was wir uns mechanisch modellmäßig verständlich machen können. 
Das aber ist im vorliegenden Falle ausgeschlossen: Dieser Formalismus mit W 
und Z enthält seiner Formulierung nach auch mechanisch nicht erlaubte (und 
daher unanschauliche) Bahnen. Erst die Extremalforderung liefert dann die 
Mechanik als einen Spezialfall unter verschiedenen Denkmöglichkeiten (Variations- 
möglichkeiten). Das Suchen nach durchsichtigen Veranschaulichungen von W 
und Z ist daher wenig hoffnungsvoll. 


In der Vergangenheit wurden auch Spekulationen darüber angestellt, ob die 
besondere Formulierung (5) nicht eine Zweckbestimmung, eine Zielrichtung des 
mechanischen Geschehens erkennen lasse. (Anfang und Ende sind vorbestimmt. 
Das Verhalten in jedem Augenblick wird durch die Integralforderung so gelenkt, 
daß das höhere Ziel erreicht wird.) Sie haben sich als unhaltbar erwiesen. Die Be- 
stimmungsgleichungen der Mechanik sind so oder so Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung, und man muß zwei Punkte jeder Zeitfunktion vorgeben, um 
den Rest berechnen zu können. Mit x, und v, hat man zwei infinitesimal be- 
nachbarte Punkte vorgegeben, nämlich xz,undx, = x, + v,öt, und im vorliegenden 
Falle Anfangs- und Endpunkt. Hier wird das „Ziel“ des mechanischen Ge- 
schehens also nicht durch höhere Mächte vorgeschrieben, sondern nur durch die 
besondere Form der Fragestellung, die sich gerade nur mit solchen Bahnen befaßt, 
die durch x, = x(t,) und x, = x(f,) laufen. 


414 Dreidimensionale Bewegung 


Zunächst wird ein Wirkungsintegral 
tz 
W= [dtL(a;, &r, ı) k=1,2,...,] (ı) 
üı 


betrachtet, dessen LaerAngezfunktion von mehreren Funktionen z, (t), 23(8), --: 
2% (b), .. -, 2;(£) und deren Ableitungen &, (2), &,(f), ...,&% (f),...,%;(t) abhängig ist. 
W soll durch Variation aller dieser Funktionen gemäß 


(N) +) mit 52,5) = dr) = 0 (2) 
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zum Extremum gemacht werden. Die Variation der x, und ä; liefert zunächst 
ganz analog zu den Gleichungen (412.3) und (412.4) 


ty 
ze + m, 1!) Lay, &e: 


oL d, 
= [ug TI z, | (3) 
aL a 
d . 
-[ugonft > + 2445. 


&ı 


Die letzte Summe verschwindet, da x,(t,) und z,;(t,) wegen (2) nicht mit variiert 
werden. Da alle Funktionen öx,(t) im übrigen willkürlich wählbar sind, kann 
&W nur verschwinden, wenn die eckigen Klammern von (3) einzeln verschwinden, 
wenn also einzeln die Gleichungen 
d 8L aL 
dt 98, 9a, 
erfüllt werden. 


=) k=1,2,....f (4) 


Die LasrAngefunktion der dreidimensionalen Bewegung einer Punktmasse m 
im Potential V (r) hat die Form 


L=L,i,)= 8 Vkı). | (5) 


Bildet man nämlich die zum Variationsprinzip ö6W = 0 gehörigen EuULERschen 
Gleichungen (4) für die drei Komponenten von rt und faßt sie zu einer Vektor- 
gleichung zusammen, so entsteht 


die Bewegungsgleichung eines Teilchens im Potential V (tr). Diese Bewegungs- 
gleichung ist also auch hier in der Extremalforderung 


t, 
3W=35 [dtlwi.y=0 (7) 
h 


enthalten. 


Die Vorteile dieser koordinateninvarianten Formulierung (7) der Bewegungs- 
gleichung sollen am Beispiel einer ebenen Bewegung im Potential V (r) dargestellt 
werden. Durch 


l 
o 


=rCo0Sp y=rsin® 2 


(8) 
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werden Polarkoordinaten in der Ebene z = 0 eingeführt. Wegen 
tertrg (9) 
erhält die LaGRAngEfunktion (5) die Form 
L=Z (+9) - Ver). (10) 


Sie enthält als Variabeln nur noch r(£) und  (t) sowie deren Ableitungen. Sie über- 
nehmen hier die Rolle der x,(t) in (l) und führen zu den EuL&zschen Gleichungen 


d aL 9L d öL 91 
za... en u 
Beim Einsetzen von (10) entstehen als Bewegungsgleichungen 
a ERIERNS 
mi=mrp —-, 1 (mr’$) =0. (12) 


Die erste von ihnen kann durch Multiplikation mit f in den Energiesatz überführt 
werden ; die zweite enthält den Erhaltungssatz des Drehimpulses. Sie ist besonders 
einfach, weil das Potential V nicht explizit von p abhängt und damit auch die 
LAGRANGEfunktion Z nicht. 


Die Nebenbedingung z = 0 für die ebene Bewegung wird durch die Transforma- 
tion (8) automatisch erfüllt. Durch die Koordinatentransformation wird von den 
drei Koordinaten z,'y und z auf die zwei Koordinaten r und p übergegangen, 
so daß nur noch zwei EULERsche Gleichungen übrigbleiben. 


415* Bewegung unter LorExtzkraft 


Um das zur mechanischen Grundgleichung gehörige Variationsprinzip an- 
zugeben, muß die zugehörige Lacranerfunktion L(t,t,t) gefunden werden. 
Besitzt die Kraft $t ein Potential, so ist L=T-—V. Besitzt $ dagegen kein 
Potential, so lassen sich für das Auffinden der La6rANGEfunktion Z keine allgemein-- 
gültigen Regeln angeben. 


Ein elektrisch geladenes Teilchen der Ladung e, das sich unter dem Einfluß 
veränderlicher elektrischer und magnetischer Felder E(t, t) und B(t, t) bewegt, 
genügt nach (224.1) und (225.2) der Bewegungsgleichung 


| mi=e(C+tix®). | (1) 


Die magnetische Kraft besitzt im Gegensatz zur elektrischen kein Potential. 
Trotzdem läßt sich Z hier allgemein angeben. Zunächst werden zwei Felder U 
und X eingeführt, aus denen sich E und ® nach den Gleichungen 


E=— 2-09 - 27 41) B=4-x Ur) 2) 
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berechnen lassen, siehe z. B. [F 633]. Dann ist die zur Bewegungsgleichung (1) 
gehörige Laerangzfunktion, wie anschließend bewiesen wird, 


L=F 2 —eU(,t)+etX(t,i). | (8) 


Im Fall X = 0, also ohne Magnetfeld, stimmt Z wieder mit 7— V überein, denn 
eU ist hier mit V identisch. Zusätzliche Schwierigkeiten bereitet lediglich das 
zur Beschreibung des Magnetfeldes ® eingeführte Vektorpotential U. 


Zum Beweis von (3) werden zunächst die partiellen Ableitungen von Z nach t 
und t gebildet 


aL 


- IE re. 


dt 


au () : 
ale a otAlt, £) 


Die Zeitableitung der zweiten Gleichung von (4) liefert 
d oL . 0 6) 
gr 7 miteiz oc AUrl),t) +e7, Arl),t), (5) 


wobei auch die indirekte Zeitabhängigkeit von W über r(£) zu beachten war. Die 
Eutegsche Gleichung 


(6) 


wird hier 


(7) 


Sie ist identisch mit Gleichung (1). 


Damit wurde gezeigt, daß (3) die zur Bewegungsgleichung (1) gehörige LAGRANGE- 
funktion ist. Erwähnt sei schließlich noch, daß die LAGRAnGefunktion 


L=—-me& N —(ije® —eU+eiA (8) 


die Bewegungsgleichung 

d mi e 

— ———=e(E+XxB (9 

a 
liefert. Mit c als der Lichtgeschwindigkeit ist dies die Bewegungsgleichung der 
speziellen Relativitätstheorie, die für hohe Geschwindigkeiten it benutzt werden 
muß. Bei kleinen Geschwindigkeiten |t]| < c (Lichtgeschwindigkeit c) geht sie 
wieder in Gleichung (1) über. Auch die LaGraxgefunktion (8) geht unter dieser 
Voraussetzung bis auf einen unwichtigen konstanten Term -- mc? in die Form (3) 
über. Gleichung (9) bestimmt die Bewegung hochenergetischer Elementarteilchen 
in den bekannten Beschleunigungsmaschinen, siehe |F 54]. 


[416] 41 Extremalprinzipien 271 


416 Bahngleichungen der Optik 


In der Elektronenoptik werden im allgemeinen Bahnen von Teilchen unter- 
sucht, die von einem gemeinsamen Quellpunkt r, mit einheitlicher Energie & 
ausgehen und im Abbildungspunkt rt, alle gleichzeitig wieder zusammentreffen. 
Es handelt sich um die Bewegung von Teilchen im Potential. Aus der Gültigkeit 
des Energiesatzes folgt, daß für jedes Teilchen die Energie ZE (Summe aus kine- 
tischer und potentieller En:vgie) längs seiner Bahn konstant ist. In der Optik 
interessiert im allgemeinen nicht der Zeitablauf r(t) der Bewegung, sondern nur 
die Kurvenform r(s). 


Das Variationsproblem vereinfacht sich dadurch und besteht jetzt im Aufsuchen 
der Bahnkurven r(s), für die das Wirkungsintegral einen Extremwert annimmt, 
unter der Voraussetzung, daß jedes Teilchen längs seiner Bahn r (s) die Energie E 
besitzt. Zunächst wird mit der Lacrangrfunktion (414.5) der Ausdruck 


oL. "LM 9 - 
gt L 5 t +V=E (1) 


gebildet. Er stimmt offenbar mit der Energie überein. Die Variation des Wirkungs- 
integrals kann daher durch 


t; 7 
8w=5 [arı=5 [alt] mit &B—0 (2) 
l A 


t 


ersetzt werden. Der letzte Term liefert — E(t, — t,) und verschwindet bei der 
Variation, da nur Bahnen gleicher Energie miteinander verglichen werden. Es 
bleibt also nur noch 


t, 193 t; 
e 5 ol fr 4 
8W=5 [arL=5 [arsy 5 | dımi 
[A tı t, 


übrig. Dabei ist mit dt=tdt die Zeit eliminiert. Der Übergang zur Bogenlänge s 
als Parameter liefert 


8 8, 8: 
sW=5 | dei, mt—d [ dems- 5 [ asy2m(& VW). (4) 


dr/ds ist der Tangenteneinheitsvektor der Bahnkurve r(s). 5 ist der Betrag von ti 
und wird mit Hilfe von (1) als Ortsfunktion dargestellt. 


Mit W= p,w und der beliebigen Konstanten p, läßt sich das Variationsprinzip (4) 
in der Form 


dw == 0 w= [ds n(t(s)) | (5) 
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darstellen mit dem ‚Brechungsindex‘ 


_» _]/E-70 
ia Po 78% i (6) 


Er hängt wegen des. Energiesatzes (1) nur noch vom Ort ab. w wird als „optische 
Länge‘ bezeichnet. r, kann beliebig gewählt werden. Das Variationsprinzip (5) 
wird als Fermarsches Prinzip (der kleinsten optischen Weglänge) bezeichnet. 


Abschließend sollen die zu (5) gehörigen Bahngleichungen berechnet werden. 
Zunächst wird die Bogenlänge s durch einen willkürlichen Parameter & ersetzt. 
weil es schwierig ist, während der Variation die Bedingung ds? = dr? aufrecht- 
zuerhalten. Mit den Abkürzungen 


d dr \2 d 8 
!= 2 = (2) Y= I F= Yı"n(t) (7) 
nimmt das Wegintegral (5) die Form 
w=[dsn=[das’n(t(a))=[daF(ı,v, &) (8) 


an. (Im vorliegenden Fall hängt F nicht explizit von x ab.) Die zugehörigen 
Euregschen Gleichungen (414.6) lauten hier mit F und & statt Z und t 


“7 —— q 
d gF ar = d | T n) Yır on 9. (9) 
da dr gr dx u ar 


Identifiziert man « wieder mit der Bogenlänge s, so geht Gleichung (9) in die 
einfachere Differentialgleichung der Bahnkurve 


d | dt In 
gr 


1. 
us 


über. Diese Gleichung bestimmt die Bahnkurve r = r(s) unabhängig vom Zeit- 
ablauf. Ausführlich geschrieben bedeutet sie 


Frl ee) (1 


Der Formalismus läßt sich leicht auf Bahnen im Magnetfeld B = (9/Ir) x A 
erweitern, da sich nach (415.3) auch hier die LAcRAnGEfunktion L sofort angeben 
läßt. 


417 Punktsystem unter holonomen Nebenbedingungen 


Ein System von N Punktmassen sei den M holonomen Nebenbedingungen 
Fnı::- tn: )=0 mM I; () 
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unterworfen. Bei bekannter LAGRANGEfunktion 
L=b(6: 6; na) (2) 

kann das Variationsprinzip wieder in der Form 
8W=0 F=[dbe.h (3) 


formuliert werden, wobei jedoch die r„(f) nicht mehr alle unabhängig voneinander 
variiert werden dürfen. Die zugehörigen EvLerschen Gleichungen können also 
nicht ohne weiteres abgeleitet werden. Zur Wahrung der Nebenbedingungen 
werden die Gleichungen (1) mit willkürlichen Parametern A,(t,, t,, &), den 
Lasrangeschen Variationsparametern, multipliziert und zum Integranden von 
(3) addiert. Da diese Summe ohnehin für alle erlaubten Bahnen verschwindet, 
kann die Variationsforderung auch auf den erweiterten Ausdruck 


sfarlu+ & Fre, o|=0 


n=1 


(4) 


ausgedehnt werden. Die Durchführung dieser Variation liefert wieder die zugehöri- 
gen EvLerschen Differentialgleichungen (414.4), diesmal aber nicht für Z. 
sondern für die Klammer von (4) als LacRAnckfunktion. 

Die zu (4) gehörigen Eurxrschen Gleichungen können also durch 
oL daäL (da I. 
dr At dt, eu dt, or, N) Fult.: 2) 


nv 


" (5) 
57 g I dF,„ = et. 
ar Em (4 dt di, . m Fr) Am 42 dt 24 m Hr 


m ö K; 


dargestellt werden. Da nach (1) für alle Zeiten F„ = 0 und dementsprechend 
auch dF„/dt = 0 gilt, verschwinden die ersten beiden Summen. Da weiter die 
F„ voraussetzungsgemäß nicht von den Geschwindigkeiten i„ abhängen, bleibt 
von (5) nur noch 


d aL _ oL or 


de 9, 0 Ten, 


m 


(6) 


übrig. Diese Gleichungen gehen für = T — V wieder in die LaGRANGEschen 
Gleichungen (343.15) erster Art üker. Sie lassen sich also im Falle holonomer 
Nebenbedingungen zwanglos aus einem Variationsprinzip ableiten. 


418 Lacrangzsche Gleichungen (zweiter Art) 


Das Variationsprinzip (417.3) ermöglicht aber noch eine andere Behandlung von 
Systemen mit Nebenbedingungen, die erheblich eleganter als die des letzten Ab- 
18 Macke, Teilchen. 3. Aufl. 
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schnitts ist. Die Bedingungen (417.1) lassen sich nämlich auch in der Form 


darstellen mit g, als insgesamt {= 3N — M willkürlich wählbaren Parametern. 
f ist die Zahl der Freiheitsgrade des mechanischen Systems. So läßt sich die 
Gleichung einer Fläche zum Beispiel als eine Gleichung vom Typ (417.1) dar- 
stellen, aber auch als r=r(w, v) in der Form dreier Gleichungen vom '['yp (1) 
mit zwei Parametern. Die Gleichung einer Kurve r = (a) entspricht drei Glei- 
chungen (l) mit nur einem Parameter. Ihr entsprechen zwei Bedingungen vom 
Typ (417.1). Im Falle M = 0, also f=3N, stellt (1) lediglich eine willkürliche 
Koordinatentransformation dar. Die Größen g; bedeuten dabei die neuen, beliebig 
gewählten Koordinaten. Bei Systemen mit Bindungen bedeutet (1) eine Trans- 
formation von den 3N Koordinaten z;(t) mit Bindungen auf nur noch f Koordi- 
naten q,(t), die keinen weiteren Einschränkungen mehr unterworfen sind. 


Die hier mit £ bezeichnete LAasrAnsefunktion kann mit Hilfe von (1) und 
den zeitlichen Ableitungen dieser Gleichungen in den neuen Koordinaten durch 


e=L(a,,)= Pia del ah) kml,...! 
dargestellt werden, wobei auch zugelassen wird, daß in der Transformation (1) 


auch die Zeit explizit vorkommen darf (z. B. Übergang zu bewegten Bezugs- 
systemen). 


Die Extremalforderung läßt sich nunmehr in der Form 
t, 
3W=5 [At Lig, Ge; =0 (3) 
t, 


erheben, wobei die g, willkürlich variiert werden dürfen. 
Die zugehörigen EvLerschen Gleichungen lauten also: 


d 8L 9L_ 


| ae zn (4) 


Sie werden als Lagraxgzsche Gleichungen zweiter Art bezeichnet. In dieser Form 
entstehen nur noch so viel Bewegungsgleichungen, wie das System Freiheits- 
grade besitzt. Die Koordinaten g;(f) werden zweckmäßig so gewählt, daß sie der 
Bewegung des Systems besonders angepaßt sind. Für die Bewegung einer Punkt- 
masse auf einem Kreis zum Beispiel wird man als Transformationsgleichungen (1) 
die Gleichungen (414.8) mit r = konst. benutzen. Der einzige Freiheitsgrad 
dieses Systems wird dann durch die Koordinate g= p(t) beschrieben. q = (ft) 
genügt dann der im dortigen Abschnitt schon angegebenen zweiten Differential- 
gleichung von (414.11). 
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Enthält die LasrAangefunktion Z eine der Koordinaten, zum Beispiel g,, nicht 
explizit, so gilt 92/9g, = 0, und die entsprechende Gleichung in (4) vereinfacht 


sich zu 
- — konst. (5) 


Diese eine Integration des Gleichungssystems (4) läßt sich also sofort durch- 
führen und liefert einen Erhaltungssatz. Der Ausdruck (5) wird weiter unten 
in (421.2) als zu g, kanonisch konjugierter Impuls p, bezeichnet. 


Übungsaufgaben 


41.1. Man gebe die Lösung der Differentialgleichung (412.12) an und bestimme R und die 
Integrationskonstante so, daß die Punkte x,, z, und 2,=2, +b,2, =z, — h auf der 
Lösungskurve liegen. 


41.2. Auf welcher Kurve ist eine Punktmasse in einer Ebene unter dem Einfluß einer Reibungs- 
kraft R= — K(y)i/|t| von r, nach rt, zu führen, damit die aufzuwendende Arbeit ein 
Minimum ist? Man berechne die Kurve für X(y) = ay. 


41.3. Man bestimme die geodätischen Linien auf einer Kugeloberfläche in Vektordarstellung. 


41.4. Man ersetze die wirkliche Fallbahn z(t) = h — gt?/2 durch andere Bahnen z(t)=h— b (n) ir 
gleicher Fallzeit und bestimme für ein Zeitintervall Y2h/g den Extremwert des Wir- 
kungsintegrals hinsichtlich n. 


41.5. Man behandle das Kugelpendel mit den LasrAngzschen Gleichungen zweiter Art bis 
zur Gleichung (315.9). 


41.6. Man behandle die Bewegung im Gravitationsfeld bei festem Zentrum mit den LAGRANGE- 
schen Gleichungen zweiter Art bis zur Gleichung (243.13). 


41.7. Eine Masse M gleitet reibungsfrei auf einer horizontalen Schiene. An ihr hängt ein 
Pendel (Masse m, Pendellänge I, Ausschlagwinkel p). Man bilde die Lagrangkfunk- 
tion des Systems und stelle die Bewegungsgleichungen in geeigneten Koordinaten auf. 
Man zeige, daß die horizontale Komponente der Schwerpunktsbewegung konstant ist. 


41.8. Man stelle die LasRAnGEfunktion für den freien Fall auf der rotierenden Erde auf 
und leite daraus die Bewegungsgleichungen ab. 


42  Hamısronsche Form der Bewegungsgleichungen 


Zusammenfassung: Die LAGRrAngGEschen Gleichungen zweiter Art lassen sich nach 
Einführung kanonischer Impulse p, und einer HamıtrTonfunktion H (p;, 9, t) in die kano- 
nische Form (421.9) bringen. Die hohe Symmetrie dieses Gleichungssystems hat zur Folge, 
daß Erhaltungssätze leicht erkennbar sind und sich entsprechende Integrationen des Glei- 
chungssystems leicht durchführen lassen. Hängt H nicht explizit von ti ab, so bleibt die 
Energie H(p,, 9) = # erhalten. In abgeschlossenen Systemen sind kein Punkt in Zeit und 
Raum, ‘keine Raumrichtung und kein Inertialsystem besonders ausgezeichnet. Die ent- 
sprechenden Invarianzforderungen an die Hamıtronfunktion A liefern unmittelbar die Er- 
haltungssätze von Energie, Impuls, Drehimpuls und Anfangsschwerpunkt. -- Die kanonischen 


18* 
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Koordinaten 2,1, .-, 243 91> - - -, 4, bilden den 2f-dimensionalen Phasenraum eines mechanischen 
Systems. Jeder Zustand des Systems wird durch einen Punkt # des Phasenraums charakte- 
risiert. Der Zeitablauf des Systems wird durch eine Kurve ®(t) beschrieben, die einer 
Differentialgleichung erster Ordnung R(t) — B(R, t) genügt. Die Figenschaften des ®-Feldes 
charakterisieren den Bewegungsablauf. Jede Erhaltungsgröße beschränkt die Bewegung auf 
eine (2/ -- 1)-dimensionale Hyperfläche. 


42] Übergang zu den kanonischen Gleichungen 


In [41] wurde gezeigt, daß sich die verschiedensten mechanischen Systeme 
durch den LAGrAnerformahsmus 


; d 9aL aL 


“u 


beschreiben lassen. Die einzelnen Systeme unterscheiden sich durch verschiedene 
charakteristische LAGRAnGEfunktionen L. Die zugehörigen Bewegungsgleichungen 
stellen ein System von f Differentialgleichungen dar. Sie sind von zweiter Ordnung. 
da Z und im allgemeinen auch die partiellen Ableitungen von Z Funktionen von 
G, sind und auf der linken Seite von (1) nochmals nach der Zeit abgeleitet werden. 
Dieses Gleichungssystem soll, was oftmals für das Auffinden von Lösungen vorteil- 
haft ist, in ein System von 2f Differentialgleichungen 1. Ordnung für 2/ un- 
bekannte Variable überführt werden. Eine solche Umformung ist immer möglich. 
Zum Beispiel könnte man durch die f Gleichungen g, = £; die neuen Variabeln £, 
einführen und die ä, in (1) durch die £, ersetzen. Wir stellen an das neue Glei- 
chungssystem jedoch noch eine weitere Forderung: Alle Gleichungen sollen nach 
den Differentialguotienten d und & aufgelöst sein. (Bekanntlich besteht im all- 
gemeinen der erste Schritt zur Lösung einer Differentialgleichung in ihrer Auf- 
lösung nach dem höchsten jeweils auftretenden Differentialquotienten.) 


Die spezielle Form der Bewegungsgleichungen (1) legt esnahe, die f neuen Varia- 
bein. die künftig mit p, und als kanonische Impulse bezeichnet werden, durch 


(2) 


einzuführen. Auf diese Weise wird nämlich erreicht, daß die neuen Zeitableitungen 
p, nur in der aufgelösten Form auftreten. Die rechten Seiten dieser 2/ Differential- 
gleichungen (2) sind wie Z in (1) Funktionen von g;, g, und t. Es bleibt daher 
noch die weitere Aufgabe, das Gleichungssystem (2) so umzuformen, daß auf 
den linken Seiten aller Gleichungen nur die p, und d, auftreten und aufden rechten 
Seiten nur noch Funktionen von 2%. Q, und t. 

Diese weitere Aufgabe wird durch einen Trick gelöst, der als Wechsel der 
Variabeln bekannt ist und auch in anderen Theorien (Thermodynamik : Übergang 
von der Energie zur Enthalpie) häufig Anwendung findet. Um ihn zu erläutern, 
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betrachten wir die Änderung der LaGrangefunktion (1) bei kleinen Änderungen 
ihrer Variabeln: 
aL aL |. aL 
dL = 3) — dy+ 8 —— dt —— dt 
Ig: 94; a (3) 


en Sn, fh, DE 
= dq+a(S sh) Ziadlzz)+ ar dt. 


Bringen wir das in der zweiten Gleichung auftretende totale Differential auf die 
linke Seite, so wird erkennbar, daß mit 
OL. 
= Ge—L | (4) 


T—ekdg, 


eine Funktion definiert werden kann, deren Änderung 
ol : aL aL 
aH=— 25) dt (5) 


nicht mehr durch diejenigen von d;, sondern die von 9.L/dd, bestimmt wird. 
Die neu eingeführte sogenannte HAmıLTonfunktion 


H=B (3,91) =H 9.) (6) 
k 
ist also dadurch vor anderen Funktionen ausgezeichnet, daß ihr totales Diffe- 
rential gerade dann eine besonders einfache Form hat, wenn die gq, und p; als 
unabhängige Veränderliche eingeführt werden. Praktisch erreicht man diese 
Darstellung, indem man H zunächst in (4) aus Z aufbaut und die darin auf- 
tretenden g; durch die f linken Gleichungen in (2) eliminiert, während gleich- 
zeitig die p, eingeführt werden. 

Bei Änderungen ihrer Variabeln ändert sich die Hamırroxfunktion (6) ent- 
sprechend 


9aH oH aH 


94 


Der Koeffizientenvergleich von (5) und (7) aber zeigt die Gültigkeit der Glei- 
chungen 
ou __ au du, au ___8L m 
I, u Op, 1 a m 


Wir entnehmen diesem Vergleich die Beziehungen 


R oH 2 oH 
| a=un.a =, =: (9) 


Dieses neue Gleichungssystem besitzt aber genau die gewünschte Form: Es ent- 
hält 2/ Differentialgleichungen 1. Ordnung, die kanonischen Bewegungsgleichungen, 
die nach den Differentialquotienten p, und g; aufgelöst sind. Die rechten Seiten 
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werden durch H bestimmt und hängen daher nur noch von p,, g; und t ab, also 
nicht mehr von den Ableitungen dieser Größen. 


Um die Bedeutung der Gleichungen (9) an einem einfachen Beispiel zu ver- 
anschaulichen, wird die eindimensionale Bewegung x(f) im Potential V (x) be- 
trachtet. Die Energie ist m&?/2+V(x). Die Lasrangefunktion wird in diesem 
Falle mä?/2—V (x). Der kanonische Impuls (2) ist daher p = mä, und für die 
HamıLronfunktion (4) bzw. (6) entsteht nach Elimination der Geschwindigkeit & 


H=2 24 V@W)=- +7). (10) 


Die erste der kanonischen Gleichungen (9) liefert hier & = p/m. Sie enthält die 
Definition des kanonischen Impulses. Die zweite der kanonischen Gleichungen (9) 
dagegen enthält in der Form p= —dV(xz)/dx das NEwTonsche Grundgesetz. 
Bei verallgemeinerten Koordinaten g; bleibt diese ursprüngliche Bedeutung der 
Gleichungen natürlich nicht erhalten. Führen wir zum Beispiel in (414.10) 
q=op(t) als kanonische Variable ein, so bedeutet der zugehörige kanonische 
Impuls » = 9L/9$ = d (mr?g?/2)/d$ = mr?p den zur Rotationsbewegung 9 (f) 
gehörigen Drehimpuls. 

In den kanonischen Gleichungen (9) werden p, und g; als die zueinander 
konjugierten kanonischen Impulse und Koordinaten bezeichnet. Bemerkenswert 
ist die hohe Symmetrie dieses Gleichungssystems, in dem nicht nur alle Ko- 
ordinaten g;, unabhängig von ihrer speziellen Bedeutung, sondern darüber 
hinaus auch noch alle kanonischen Impulse p, in symmetrischer Form auftreten. 
Wegen dieser Symmetrie gibt es eine sehr große Gruppe von Koordinaten- 
transformationen, die das Gleichungssystem invariant lassen. Sie wird als 
Gruppe der kanonischen Transformationen bezeichnet und in [43] genauer unter- 
sucht. Bei solchen Transformationen können die Impulse p; und Koordinaten g; 
ohne weiteres ihre ursprüngliche Bedeutung vertauschen. Dabei stören die 
unterschiedlichen Vorzeichen in den Gleichungen (9) nicht wesentlich. Ersetzt 
man zum Beispiel p und g durch 


art P=4, al) 
so entstehen die neuen Bewegungsgleichungen 
POREREERERRE . E 5 u, 0 oH 
DL PA TerT (12) 


Sie besitzen wieder die ursprüngliche Form (9). 


Für verschiedene Anwendungen ist es vorteilhaft zu wissen, daß sich die 
kanonischen Gleichungen (9) auch direkt aus dem folgenden Variationsprinzip 
herleiten lassen. Es sei 


(13) 


tz 
ö/deL=Ö 
J 


1 


424-2. %0)=0, 
J 
u 
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wobei jetzt die p, und g; völlig unabhängig voneinander variiert werden sollen. 
Insbesondere wird der Zusammenhang (4) nicht als Nebenbedingung gefordert. 
In diesem Sinne ist die Variation in (13) allgemeiner als die zu (1) führende. 
Andererseits sollen an den Grenzen t, und t, alle Variationen 


d.h) = gr (ie) = 0 5. pr (tı) = d Pr (be) = 0 (14) 


verschwinden. Das ist eine stärkere Einschränkung als in (412.2), wo zunächst 
Bahnen mit beliebiger Anfangs- und Endgeschwindigkeit zugelassen wurden. 
Die Variation der p, und g; führt auf 


i 94H 2 oH 
fa: [öP% (ü 5.) rad T, u (15) 


und liefert nach partieller Integration über p,ö4; wieder die kanonischen 
Gleichungen (9). 


422 Erhaltungssätze 


Im Rahmen des kanonischen Formalismus wird ein mechanisches System 
durch seine Hamıtronfunktion H(p,, 9, i) vollständig charakterisiert. Die 
Bewegungsgleichungen dieses Systems sind dann die 2f kanonischen Gleichungen 
(421.9). Tritt in der Hamitronfunktion eine der kanonischen Koordinaten, 
zum Beispiel q,, nieht explizit auf, so folgt aus den kanonischen Gleichungen 
(421.9) sofort 

0 en pı — konst., 1) 

9ı 
wonach offenbar der zu q, kanonisch konjugierte Impuls eine Erhaltungsgröße 
ist. Die Unabhängigkeit der Hamitronfunktion H von q, ermöglicht also sofort 
die Durchführung einer der insgesamt 2 zur vollständigen Lösung des Gleichungs- 
systems erforderlichen Integrationen. Enthält die HamıLronfunktion umgekehrt 
einen der Impulse, zum Beispiel p,, nieht explizit, so folgt hieraus wegen (421.9) 


=) n=0 dı = konst. (2) 
In diesem Fall ist also die zum Impuls p, kanonisch konjugierte Koordinate gq, 
eine Erhaltungsgröße. 


Die Zeitableitung der Hamıwronfunktion erhält man durch totale Differen- 
tiation zu 


dH (aH 93H , 93H 
er "n ; | 3 
dt Dir: Di+ EA ie) I ( ) 
Bei Berücksichtigung der Bewegungsgleichungen (421.9) entsteht hieraus 


IV BE EEE EN. > BR) | 
ES = (id Dr) + ar =: (4) 
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Hängt die Hamitronfunktion nicht explizit von der Zeit ab, so gilt 


H (9), ))=E. 5) 


Besitzen zum Beispiel die Kräfte ein Potential und ist die kinetische Energie 7 
eine homogene quadratische Funktion der Geschwindigkeiten, so folgt 


[2 


und E in (5) ist mit der Energie identisch. 


423 Zehn Invarianzeigenschaften abgeschlossener Systeme 


Die mathematische Beschreibung physikalischer und hier speziell mechanischer 
Systeme erfordert die Einführung räumlicher Koordinaten und die Festsetzung 
einer Zeitskala. Ein solches Bezugssystem zeichnet den Ursprung des Koordi- 
natensystems und die Richtungen der Koordinatenachsen vor anderen Punkten 
und Richtungen aus. Ebenso ist der Nullpunkt der Zeitskala ein besonders hervor- 
gehobener Zeitpunkt. Dagegen ist ein abgeschlossenes mechanisches System so 
beschaffen, daß kein Punkt auf der Zeitachse, kein Ort und keine Richtung im 
Raum und nach [251] auch kein spezielles Inertialsystem ausgezeichnet wird. 
Genauer heißt das, die grundlegenden Bewegungsgesetze des Systems verändern 
beim Übergang auf beliebig zueinander orientierte Inertialsysteme mit be- 
liebig verschobenen Zeitskalen ihre Form nicht. Man sagt. die mechanischen 
Gesetze für ein abgeschlossenes System sind kovariant gegen alle Transforma- 
tionen, die einen Übergang zu einem der oben angeführten gleichwertigen Bezugs- 
systeme vermitteln. 


Die Bewegungsgesetze sind vollständig ableitbar aus der Hamıtronfunktion H 
des Systems. Kovarianz dieser Gesetze gegenüber Koordinatentransformationen 
heißt im allgemeinen, daß Z von den willkürlichen Elementen der Koordinaten- 
systeme, die bei diesen Transformationen geändert werden, überhaupt nicht 
abhängt. Die Hamıtronfunktion wäre dann etwa invariant gegenüber Verschie- 
bungen des Koordinatenursprungs. Nach den Ausführungen des voraufgehenden 
Abschnitts ist zu erwarten, daß jede dieser Invarianzeigenschaften die Gültigkeit 
eines Erhaltungssatzes zur Folge hat. 


Diese Überlegungen gelten nur für abgeschlossene Systeme. Das sind Systeme, 
die keinen äußeren Einwirkungen unterliegen. In einem nicht abgeschlossenen 
System können durchaus bestimmte Punkte und Richtungen ausgezeichnet 
sein. Ein solches System besteht zum Beispiel aus mehreren Punktmassen, die 
sich unter dem Einfluß der Schwerkraft bewegen. Hierbei sind der Erdmittel- 
punkt und die Richtung der Schwerkraft ausgezeichnet. Dagegen ist das System, 
das Punktmassen und Erde gemeinsam umfaßt, abgeschlossen (bei Vernach- 
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lässigung der Gravitation der Sonne). ‚Die Gesamtheit aller Punktmassen einer 
„mechanischen‘‘ Welt kann als abgeschlossenes System angesehen werden. 


Nunmehr sollen die oben erwähnten Transformationen im einzelnen durch- 
geführt werden. HamıLtonfunktion und Bewegungsgleichungen des Systems 


sind durch 
: oH . oH 
H=H(p; tn; t) mM= np, mM=77, (l) 
gegeben. Zur Vereinfachung der Überlegungen werden nur infinitesimale Trans- 
formationen betrachtet, aus denen sich ja immer endliche Transformationen 
sukzessiv aufbauen lassen. Die Forderung, daß die HamıLroxfunktion 4 invariant 


gegenüber Translationen der Zeit sei, lautet mit A (p,(d), ı„(t), ) = Alt]: 


DEREN Alt+8t]= Alt]. (2) 
Sie hat 
— —0 H=E= konst. (3) 


zur Folge und liefert den Energiesatz. 


Als nächstes wird eine Translation des Raums um ein Stück ör betrachtet, 
bei dem sich die Orte aller Massenpunkte gemeinsam um das Stück ör gemäß 
„or +ör (4) 


verschieben. Die Impulse p, dagegen bleiben unverändert. Die zugehörige In- 
varianzforderung der HAmıtronfunktion lautet 


H(p,: r+ör =H(p,; us). (ö) 
Sie führt bei Entwicklung der linken Seite nach ör auf die Gleichung 
N 
Br 3 > =ß, (6) 
n=ı Ol, 


die unter Berücksichtigung der Bewegungsgleichungen (1) die Form 


j dp, d . 
= ET a re (7) 


annimmt. Da ör willkürlich wählbar ist, muß die Zeitableitung der Summe 
verschwinden. Daraus folgt, daß der Gesamtimpuls. des Systems 


Rp, fonft. | (8) 


eine Erhaltungsgröße ist. Die Invarianz von H gegenüber Translationen (4) hat 
also den Impulssatz (8) zur Folge. 
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Als nächstes wird eine Drehung des Raums um öd betrachtet. Dabei ändern 
sich die Teilchenorte r, um ödxr, und entsprechend auch alle übrigen Vek- 
toren. Diese Raumdrehung wird durch 


monmt+oßxXT Pn—Pnt 85x Pr (9) 
beschrieben. Die zugehörige Invarianzforderung an die Hammtonfunktion 
lautet 

Han +55ExX pn: m tFOEX In: )=H(p,, um: d). (10) 
Entwickelt man die linke Seite für kleine 5, so folgt 


' aH u oH 3 9H oaH 
PAUZE DE Tal Er |=5#8| X mtnxXy,|=0. AD 
n n n n n n 


Mit den Bewegungsgleichungen (1) wird hieraus 


Lu 


S d dp, _. d 
88% | dt xp +mxX au |- 27 dt IuXm=0. (12) 
n n 


Wegen der willkürlichen Wählbarkeit der 69 muß die Zeitableitung der Summe 
verschwinden. Daraus folgt, daß der Gesamtdrehimpuls des Systems 


L=,r.xX pn = Innit. (13) 


eine Erhaltungsgröße ist. Invarianz von H gegenüber Raumdrehungen führt also 
zum Drehimpulssatz. 


Schließlich wird die Transformation auf ein anderes Inertialsystem betrachtet, 
das sich gegenüber dem ursprünglichen Bezugssystem mit einer Geschwindig- 
keit ö0 bewegt. Orte und Impulse ändern sich hierbei gemäß 


wort öpt pP, — 2. + m, 6%. (14) 
aber auch die kinetische Energie ändert sich entsprechend 
Mus Mm, j;: a Mi: 
Ag in (nt ön) I mtöo®. (15) 


Daher kann die Hamıtronfunktion H, die ja die Gesamtenergie repräsentiert, 
bei dieser Transformation nicht invariant bleiben. Sie muß um ö$v% zunehmen, 
falls nur der Term (15) von 4 geschwindigkeitsabhängig ist (für eine allgemeinere 
Begründung des Schwerpunktsatzes siehe [436]). Die Invarianzforderung an das 
System lautet daher in diesem Fall 


Hp + m, 80,1, +88, )=Hlpı, m, HÖVBP- (16) 
Nach Entwicklung für kleine öv folgt 
9H 9H h 
3 (35,80 + 7,501) SVR=0. (17) 
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Unter Verwendung der Bewegungsgleichungen (1) wird hieraus 


02, (m, in — Dt — 2) =öp - L(myt, D8) Zu öD 2 (m 3 Bi) —0. (18) 


Aus (18) folgt, daß 
3 1=8,-fonfl. (19) 
mit 3, als dem Anfangsschwerpunkt eine Erhaltungsgröße ist. Für die Bewegung 


des Schwerpunkts ergibt sich hieraus 
Wett. (20) 


Die Invarianz des mechanischen Geschehens gegenüber GALILEItransformationen 
hat also die Gültigkeit des Schwerpunktsatzes 3, = fonit. zur Folge. 


424 Darstellung im Phasenraum 


Bei der Behandlung des harmonischen Oszillators in [133] wie auch später in 
[312] bei eindimensionalen Bewegungen erwies sich die Darstellung der Bewegung 
in einer durch » und x aufgespannten Phasenebene als vorteilhaft. Diese Be- 
trachtungsweise soll hier auf ein System mit f Freiheitsgraden verallgemeinert 
werden. Die von den 2/ kanonischen Koordinaten p, . . .P, 91 - - - y abhängende 
HamıLtonfunktion liefert die kanonischen Bewegungsgleichungen 


5 oH R oH 
H=H(p;, q.,) M=—-7- Keys () 


Der Bewegungsablauf des Systems wird durch Angabe der 2f Funktionen 


Ms... PN; Hl)». --, rt) (2) 
beschrieben. 


Als 2/-dimensionalen Phasenraum führen wir jetzt eine Gesamtheit ein, in 
der — analog zum dreidimensionalen Raum — jeder Punkt durch die 2/ Zahlen- 
werte von ? .-. P, 91 --- Y charakterisiert wird. Wir führen die orthogonalen 
Einheitsvektoren e, ... eg; längs der Koordinatenachsen ein. Sie sollen ent- 
sprechend 


eer = Ör is l,....2] (3) 


ein normiertes Orthogonalsystem bilden. Ein Punkt dieses Phasenraums wird 
durch 


/ 
R = ler Pr + &4:%9R) (4) 


beschrieben. Er wird durch die 2f Zahlen p,....g; charakterisiert und stellt 
daher einen bestimmten Zustand des Systems dar. Verschiedene Zustände des 
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gleichen Systems werden durch verschiedene Punkte im Phasenraum beschrieben. 
(Eine solche Punktmenge kann andererseits auch mehrere gleichartige Systeme in 
ihren Zuständen zu einem bestimmten Zeitpunkt darstellen.) Der Zeitablauf 
des Systems wird gemäß (2) durch die Kurve 

RN = fer Pr!) + Er get)) (5) 


k 
beschrieben, die der Punkt im Phasenraum durchläuft. 
Alle Phasenraumpunkte gleicher Energie E genügen zur Zeit t, der Gleichung 
H=H(R, t)=E. (6) 


Diese Gleichung stellt eine (2f — l)-dimensionale Hyperfläche dar. Der zum 
Nablaoperator 9/9r des dreidimensionalen Raumes analoge Operator wird durch 


rs b) b) 
welt) er 
definiert. 


N (8) 


oH aH 
nl teren 
ist der Gradient der Hyperfläche (6). Hängt 4 nicht explizit von der Zeit ab, so 
gilt der Energiesatz, und ein Phasenraumpunkt bleibt im Zeitablauf in derselben 
Energiefläche. 
Als verallgemeinertes Geschwindigkeitsfeld wird das Vektorfeld 


aH aH 
KN)=E— I — j —— 9 
TR ) u 3, 2 rn Ey ( ) 
definiert. Die einzelnen Komponenten des Vektorfeldes ® sind Ableitungen von H 
aus (1) und können daher nur von p;, g, und t, hier also von NR und t, abhängen, 
nicht dagegen von den Zeitableitungen RR. 


Bildet man nun die Zeitableitung von (5), benutzt die Bewegungsgleichungen (1) 
und vergleicht mit (9). so stellt sich heraus, daß offenbar die Gleichung 


NYOESEICHUN (10) 


erfüllt wird. Dies ist die Differentialgleichung der Punktbewegung fx (t) im Phasen- 
raum. Sie enthält die kanonischen Bewegungsgleichungen und ist daher eine 
Differentialgleichung erster Ordnung. Zu einem willkürlich vorgebbaren Anfangs- 
punkt R(0) im Phasenraum legt sie N(t) für alle späteren Zeiten eindeutig fest 
(und damit unter anderem-auch ®(0)). 


Das ®-Feld eines mechanischen Systems ist offenbar charakteristisch für 
dessen Zeitablauf. Es genügt den Gleichungen 


OH 


,_[aH\e Eu 
= u-( ) 0. an 


OR RT 
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Diese Beziehungen folgen unmittelbar, wenn man die entsprechenden Größen (7) 
bis (9) skalar multipliziert und (3) berücksichtigt. Ihr anschaulicher Inhalt ist 
in Abb. 424 wiedergegeben. Dort sind zwei benachbarte Energieflächen Y=E 
und 7=E+6öE darg»stellt. Der Gradientenvektor 9H/INR steht in jedem 
Punkt X senkrecht auf der zugehörigen Energiefläche. Nach der ersten Gleichung 
von (ll) muß dann der Geschwindigkeitsvektor ® in der Energiefläche liegen. 
Diese Gleichung drückt also im Zusammenhang mit (10) lediglich aus, daß R (t) 
in der Energiefläche bleibt. Zwischen den beiden Flächen konstanter Energie- 
differenz von Abb. 424 ist der Abstand öR 
durch das Verhältnis 

öE |9H ; 
on (12) 
gegeben. Je dichter die Flächen also beiein- 
ander liegen (öR klein), um so größer ist die 
Geschwindigkeit. Die letzte Gleichung von (11) 
Abb. 424. Zur Erläuterung der Glei- jst die Inkompressibilitätsbedingung, siehe 
a Dr Se [842]. Sie ist für die Strömung von Punkt- 
schwindigkeitsfeldes ® liegt in der : e 

Energieschicht und sein Betrag it mengen (Scharen mechanischer Systeme) wich- 
gleich dem Betrag des Gradienten tig, die in der statistischen Mechanik unter- 

sucht werden. 


Eine beliebige physikalische Größe A des Systems läßt sich im allgemeinen 
in der Form A = A(p,,9%) = A(R) darstellen. Für ihre zeitliche Änderung gilt 


d 9A x 9A 


Fr (13) 


Ist A speziell eine Erhaltungsgröße, so gilt 


a . dA __ An 
A(N) = konst. a IR B—0. (14) 


Die erste dieser Gleichungen ist wieder eine Bedingungsgleichung für A und 
beschränkt die Bewegungsfreiheit des Phasenraumpunktes auf eine (2/ — 1)-dimen- 
sionale Hyperfläche. Das Geschwindigkeitsfeld ® ist überall orthogonal zum 
sradienten auch dieser Hyperfläche A(R) = konst. 


Übungsaufgaben 


42.1. Man leite die Differentialgleichung (315.9) für das Kugelpendel mit dem Hamırrox- 
formalismus ab. 


42.2. Man leite die Bewegungsgleichungen für ein Elektron im elektrischen und magnetischen 
Feld mit Hilfe der kanonischen Gleichungen ab. Z ist durch (415.3) mit (415.2) gegeben. 


42.3. Welche Invarianzeigenschaften besitzt die Hamıtronfunktion zweier gravitierender 
Massen ? Welche Erhaltungssätze gelten ? 
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42.4. Die Hamıtronfunktion einer Punktmasse besitze die Symmetrieeigenschaft A (t, p, t) = 
= H(t, —p, -t). Was folgt daraus für die Lösungen ? 


42.5. Man bestimme für ein auf einer Ebene rollendes Rad die zur Lagebeschreibung erforder- 
lichen Koordinaten, die Anzahl der Freiheitsgrade im Endlichen und im Unendlich- 
kleinen und zeige, daß es sich um ein nichtholonomes System handelt. 


42.6. Welche Erhaltungsgrößen lassen sich für die Bewegung eines freien Teilchens im Raum 
angeben ? Was folgt daraus für seine Bewegungsmöglichkeiten im Phasenraum ? 


43* Kanonische Transformationen 


Zusammenfassung: In der HamıLronschen Form besitzen die Bewegungsgleichungen 
einen hohen Grad von Symmetrie. Sie sind gegenüber kanonischen Transformationen ?,, 
9% HP, @,, K invariant. Jede kanonische Transformation kann durch eine erzeugende 
Punktion S(q,, @,, t) beschrieben werden, bei der auch einzelne oder alle q, bzw. Q, durch die 
entsprechenden p, bzw. P, ersetzt sein dürfen. Diejenige kanonische Transformation, bei 
der die transformierte HAmıtrtonfunktion K unabhängig von allen P, und Q,, also konstant 
ist oder verschwindet, löst das Bewegungsproblem, weil dann die P, und Q, alle Erhaltungs- 
größen sind. Die zugehörige erzeugende Funktion $S dieser Transformation wird durch die 
HAMILTON-JAacoBische partielle Differentialgleichung bestimmt. Sie stimmt mit der extre- 
malen Wirkungsfunktion W überein. Die Bahnen q,(t) sind oftmals orthogonale Trajektorien 
der Wirkungsflächen $ = konst. im f-dimensionalen Raum der Koordinaten g, ...gq,. — Die 
Deutung der Wirkungsflächen als Phasenflächen einer Wellenausbreitung y = A exp (iS/h) 
liefert in der Näherung A = konst. die ältere Boursche Quantentheorie, allgemein aber die 
SCHRÖDINGERsche Wellenmechanik. — Energie und Zeit lassen sich als kanonische Variabeln 
Po und g, in einen verallgemeinerten kanonischen Formalismus einbauen, dessen HAMILTON- 
funktion F unter anderem gegenüber GALILEItransformationen invariant ist. Die Forderung, 
daß Energie und Zeit in allen Inertialsystemen kanonisch konjugierte Größen bleiben, be- 
dingt, daß der Übergang zum bewegten Bezugssystem eine kanonische Transformation im 
verallgemeinerten Sinn ist. Diese Forderung liefert die LoRENTztransformation und die 
relativistische Mechanik. In der Grenze c> » führt sie wieder in die nichtrelativistische 
Mechanik zurück. 


431 Die erzeugende Funktion 


HaAmırttonfunktion und Bewegungsgleichungen 


oH 9oH 
Bit en a 
(Pr 9; © Di In 7, 


() 


irgendeines mechanischen Systems seien gegeben. Eine kanonische Transformation 
wird als Übergang 


PH > P=P(m:%:), M=QlPp, %:). K=K(P,Q,0) | 2) 
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verstanden, der die Form des Gleichungssystems (1) invariant läßt. Es werden 
also nur Transformationen betrachtet, die so beschaffen sind, daß zwischen den 


neuen Größen wieder die den Gleichungen (1) entsprechenden Beziehungen 


K=K(P,0Q 0) = — I=35 (3) 


gelten. Führt man mehrere kanonische Transformationen nacheinander aus, so 
entsteht wieder eine kanonische Transformation. Die kanonischen Transforma- 
tionen bilden eine Gruppe. 

Nach (421.13) können die kanonischen Gleichungen (1) durch das Variations- 
prinzip 2 r 
ö [dtb=5 [di mg — H)=0 (4) 

i i 


ersetzt werden. Soll die Transformation (2) kanonisch sein, so muß mit den 
neuen kanonischen Gleichungen (3) ein Variationsprinzip von der Form 


2 2 
5 [dtL=8 [di I, PQı— K)=0. (5) 
1 1 


aus (4) abgeleitet werden können. Dies ist nicht nur mit L=L möglich, sondern 
auch mit dem ee Ansatz 
L= +, wobei S=8(Ppr, 4x, Pr, Qı, ©) (6) 
eine willkürliche Funktion aller 4/-+ 1 vorkommenden Variabeln ist, denn beim 
Einsetzen von (6) in (4) trägt dS/dt nur in der Form 8[2] — S{1] zum Integral 
bei und wird voraussetzungsgemäß nicht mit variiert. Damit. geht (4) in (5) über, 
was zu zeigen war. 
Das vollständige Differential dS kann durch (6) mit Z und /, aus (4) und (5) 
dargestellt werden: 
48—(L- I)di=- Sumda— IrPrdQr+(K— H)dt. 0) 


In S(2x; 9; Pı. Qı,t) denken wir uns jetzt die p, und P, mittels der ent- 
sprechend aufgelösten Gleichungen (2) eliminiert. Für die dabei entstehende 
gleichwertige Funktion gilt dann 


Der Koeffizientenvergleich von a und (8) führt auf die Gleichungen 
98 98 98 


Sie enthalten die Darstellung der kanonischen Transformation durch eine erzeugende 
Funktion S. Die Gesamtheit aller kanonischen Transformationen erhalten wir aus 
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(9), indem wir beliebige Funktionen $ (q,, Q,, t) der alten und neuen Koordinaten g; 
und @, bilden. In den ersten f Gleichungen (9) sind nämlich die Beziehungen 
Qı = Qı(?r, 9a, t) enthalten. Die zu den Q, kanonisch konjugierten Impulse P, 
werden durch die zweite Gleichungsgruppe in (9) geliefert, während die neue 
Hamırrtonfunktion X aus der letzten Beziehung zu entnehmen ist. 


In (8) werden die q, und @, als unabhängige Veränderliche der erzeugenden 
Funktion $ betrachtet. Genau wie in [421] beim Übergang von der LAGRANGE- 
zur HamıtLronfunktion kann aber auch hier ein Wechsel in den unabhängigen 
Variabeln durchgeführt werden. Aus (7) folgen sofort die Gleichungen 


US, Mr) = Ir a dp — Sr PıdQ + (K—H)dt=dS’ (pr. Q,, 0) 
dS +3, Pa) =dr md +N,Q;dPRı+(K—H)dt =dS”(q,,P,.t) 


i Be (10) 
US — Ir ma + PM =— Ir adrtdNıQdPı +K—H)di 
= 48’ (pr, Pı: 4) : 
aus denen sich für die verschiedenen Fälle die Bestimmungsgleichungen 
98’ 98° 98 
=, Ang era 
98 98” 98” 
M=Ht 4, 4=+7B £&=-H+, 
a8” ag %) gs 
=, g=+5B K=2+— 


für die jeweils in 8 nicht enthaltenen Variabeln direkt ablesen lassen. Außer 
diesen Darstellungsformen können noch gemischte Darstellungen gefunden 
werden dadurch, daß die Summen in den Gleichungen (10) nicht alle Koordinaten. 
sondern nur einige von ihnen enthalten. In allen Fällen aber werden die kanonischen 
Transformationen definiert durch die Gesamtheit aller willkürlichen Funktionen 
der ursprünglichen Koordinaten g; (oder Impulse p,) und der neuen Koordinaten 
Q, (oder Impulse P}). 


Unter den kanonischen Transformationen befindet sich natürlich auch die 
identische Transformation. Soll eine Koordinate, zum Beispiel g,, nicht mit 
transformiert werden, so wird für die in (11) mit S’ und jetzt mit 8 bezeichnete 
Funktion 


S(a. Pr: D= Ph (le: .:.: Por...) (12) 
angesetzt. Die zweiten Gleichungen (11) lauten dann 
98 98 P 
He, Pi A=yp N: (13) 


Die identische Transformation wird daher durch die Erzeugende 
F 
S=YPr4 (14) 
k 


beschrieben. 


[432] 43 Kanonische Transformationen 289 


432 Hamıvrton-JAcogische Integrationsmethode 


Die Integration der 2f Bewegungsgleichungen (431.1) für die 2/ Variabeln 
Pı(t) .-. q(t) kann mit Hilfe der kanonischen Transformationen systematisch 
behandelt werden: Man suche eine solche kanonische Transformation (431.2), 
bei der die neue Hamıtronfunktion X (P},Q;,t) gar nicht mehr von den neuen 
Variablen P,, Q, und t abhängt, sondern identisch verschwindet. Es gelten dann 
die Gleichungen 


K=0 —-—=0 > =0, a) 


und die Bewegungsgleichungen (431.3) erhalten die einfache Form 
P ‚= 0 d=0. (2) 


In diesem Fall sind also entsprechend den Ausführungen von [422] die neuen 
Variabeln P, und Q, sämtlichst Erhaltungsgrößen. Aus (2) folgen die Gleichungen 


P,=Pı(Pr;, 9%, D) = konst. = Qı (Pr; 9; 9) — konst. (3) 


Dies sind 2f Gleichungen für die ursprünglichen Variabeln p;, g,, die durch 
Auflösung in die Form 


Pr = M(Pı, Qı: © R=%(Pı; Qı: t) (4) 


gebracht werden können. In dieser Form stellen sie bereits die allgemeinste 
Lösung der kanonischen Gleichungen (431.1) mit 2/ willkürlich wählbaren Inte- 
grationskonstanten P,, Q, dar. Diese nach HamILTon und JacoBı benannte 
Integrationsmethode besteht also letztlich darin, die kanonischen Variabeln p;, 9x 
durch eine kanonische Transformation in Erhaltungsgrößen P,, Q, zu über- 
führen. 


Es bleibt die Aufgabe, eine Transformation mit den Eigenschaften (1) auf- 
zusuchen. Nach (431.9 und 11) läßt sich jede kanonische Transformation durch 
eine erzeugende Funktion beschreiben, die, wie zum Beispiel $’ in (431.11), eine 
Funktion der alten Koordinaten q, und neuen Impulse ?, sein kann und hier 
mit S(g;, Pr, ) bezeichnet wird. Sie verbindet die neuen Impulse P, mit den ur- 
sprünglichen Impulsen p, und Koordinaten q, durch die Gleichungen 


° 
mR= a8; Pr) (5) 
und liefert die neuen Koordinaten Q, durch die Gleichungen 


QG= 458, Pr). (6) 


19 Macke, Teilchen. 3. Aufl. 
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Die letzte der Gleichungen (431.11) kann in der Form 


98 98 
H(n=3,01)+977=0 (7 


als Bestimmungsgleichung der zunächst unbekannten Funktion S(g,, ) auf- 
gefaßt werden. Dazu sind die in 7 enthaltenen Impulse p, entsprechend (5) 
durch partielle Ableitungen von $ ersetzt. Gleichung (7) heißt HamıLton- 
Jacogısche Differentialgleichung. Sie ist eine partielle Differentialgleichung 
erster Ordnung und (im allgemeinen) zweiten Grades für die Funktion $(g;; 8). 
Die allgemeinste Lösung der partiellen Differentialgleichung erster Ordnung aber 
enthält, wie in [443] ausführlich gezeigt wird, eine willkürlich wählbare Funktion 
f(qı --- 9) und somit oo! willkürlich wählbare Konstanten. Für die vorliegenden 
Zwecke hingegen genügt eine Lösung mit nur f unabhängigen, willkürlichen Kon- 
stanten, die mit P, ... P, bezeichnet werden. Aus dieser Lösung S(g,, P}, t) 
lassen sich mit (5) und (6) 2/ Beziehungen bilden, deren Auflösung nach den 
P, und gq, gerade (4) ergibt, also die allgemeinste Lösung des Bewegungsproblems 
mit den 2f Parametern P, und @,, die nach (7) wegen K = 0 entsprechend (1) 
und (2) sämtlichst Integrationskonstanten sein müssen. 


Mit den vorliegenden Überlegungen ist die Aufgabe, das System (431.1) von 
2f Differentialgleichungen erster Ordnung allgemein zu lösen, überführt in die 
andere Aufgabe, eine einzige, aber partielle Differentialgleichung erster Ord- 
nung, nämlich (7), zu lösen. Die Lösungsfunktion 8 dieser Gleichung ist die 
Erzeugende (431.9) derjenigen kanonischen Transformation, bei welcher die 
Impulse p; und Koordinaten g; alle in Erhaltungsgrößen P, und Q, transformiert 
werden und die transformierte Hamiltonfunktion identisch verschwindet. 


Enthält die HamıtLrtonfunktion die Zeit i nicht explizit, so kann für die Zeit- 
abhängigkeit von S der Ansatz 


S(m:..,9:)=U,-...q)— Et (8) 
gemacht werden. Hieraus folgen die Beziehungen 
98 U 98 
39, 34 Eagle, in) 
und (7) geht über in U 
H(m=54)=E. 10) 


Diese Gleichung hat die Form des Energiesatzes. Die nunmehr gesuchte Funk- 
tion U hängt von t nicht mehr ab. 
Ist die Hamrıronfunktion HZ unabhängig von irgendeiner der Koordinaten (oder 
Impulse), zum Beispiel q,. so gilt wegen der kanonischen Bewegungsgleichungen 
oH 


9m 


dı=0 m=Pı. (1) 
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Der zugehörige Impuls p, ist dann bereits mit der gesuchten Erhaltungsgröße P, 
identisch. Für S läßt sich nach (431.12) dann der Ansatz 


S=P,q+8°'(g...9;) (12) 

machen, und die zugehörige HAMILToN-JacogIsche Differentialgleichung lautet 
98’ 98’ \ 98’ ; 

H(m=Pm=g =) =. (13) 


Auch hier enthält die gesuchte Funktion $’ eine Variable weniger, wodurch die 
Aufgabe entsprechend vereinfacht wird. 


Der Vergleich von (8) mit der in einer Variablen identischen Transformation (12) 
deutet darauf hin, daß £ und — E sich formal wie zwei zueinander kanonisch 
konjugierte Variable verhalten. Diese Frage wird in [435] und [436] noch ge- 
nauer untersucht. 


433 Bedeutung des Wirkungsfeldes 


Die Lösungsfunktion -$S = S(q;,, P;,, t) der Hamıtron-Jacogıschen Differen- 
tialgleichung (432.7) wird als Wirkungsfeld bezeichnet. Bedeutung und Eigen- 
schaften dieses Feldes sollen im vorliegenden Abschnitt studiert werden. Zu- 
nächst enthält dieses Feld seiner Einführung entsprechend in (432.5 und 6) die 
allgemeinste Lösung der Bewegungsgleichungen in der impliziten Form 


_ 98 (9, Pı, &) _..98(q. P,.t) 
ern = I () 


die nach Auflösung p.= pr (P,, Q,, {) und = g.(P}, Qı,t) als Funktionen der 
Zeit mit allen 2/ Integrationskonstanten P, und Q, ergibt. 


Wir betrachten ein Wirkungsfeld für einen bestimmten Satz der P, und be- 
zeichnen es kurz als S(g;, t). Dieses Feld repräsentiert immer noch eine j-para- 
metrige Lösungsschar von Bahnkurven im /-dimensionalen Konfigurationsraum; 
denn von den zur Festlegung einer einzelnen Bahn crforderlichen Parametern P, 
und Q, sind nur die ersteren festgelegt. S ordnet jedem Punkt g, eine zur Zeit t 
durch ihn hindurchgehende Bahn zu, deren Impulskomponenten p; aus den linken 
Gleichungen von (1) hervorgehen. Die Gleichungen 


Sr. )=C S(4,0)= 0, (2) 
stellen für verschiedene Werte von C bzw. C, Flächenscharen zur Zeit t bzw. 0 
dar. Der zu q; gehörige Impuls pj.(t) ist nach (1) gleich dem Gradienten der durch 


g« zur Zeit t führenden Fläche. 
Bei konservativen Systemen wird die Zeitabhängigkeit nach (432.8) durch 


(9,0) =S(q,0) - Et G=C+Ei (3) 
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beschrieben. Im Zeitablauf behalten die Flächen also ihre Form bei und ändern 
lediglich ihren Parameterwert. Diese stationäre Flächenschar ordnet daher 
jedem g, Stets und zeitunabhängig den gleichen Wert p, zu. Die einzelne zeit- 
abhängige Wirkungsfläche mit festem Parameterwert C' aber bewegt sich über 
die Anfangsschar hinweg und durchläuft dabei nach (3) Flächen C, mit (im 
Falle Z£ > 0) zunehmendem Parameterwert. Diese eigenartige ‚‚Wellenausbreitung‘“ 
vollzieht sich mit einer von Ort zu Ort verschiedenen ‚Phasengeschwindigkeit“, 
die keinen unmittelbaren physikalischen Sinn’besitzt, denn wie (3) zu entnehmen 
ist, hängt sie von der Energie & ab, und diese wiederum enthält bekanntlich 
eine bedeutungslose, additive Konstante. 


Wir verfolgen die Werte der Wirkungsfunktion S(g;, t) längs einer speziellen 
Bahn g;(t). In der Zeit dt ändert sich S um 


n 098. .,98 
ds (. f) (3% 34, Get 57 )dr= (Sm —H)dt=Lat. (4) 


/ 


Im zweiten Gleichheitszeichen wurden die Eigenschaften (432.5 und 7) berück- 
sichtigt und im letzten (421.4 und 2). Zwischen zwei Stellen ein und derselben 
Bahnkurve q;(f), die durch die Zeiten t, und t, markiert sind, besitzt das Wirkungs- 
feld S die Differenz 


So 


t, 
48= [ Ldt= Extr [W]. Ü 
tı 


An diesem Ergebnis ist zunächst bemerkenswert, daß A S im allgemeinen überhaupt 
von Null verschieden ist. Dieser Umstand beweist, daß die Flächenschar (2) sich 
mit einer anderen Geschwindigkeit über die Bahn g;(t) hinweg bewegt als das 
mechanische System ; denn sonst würde für die beiden Flächen, die die Bahnpunkte 
von t, und t, enthalten, S(h) = $(t,) = C und daher AS = 0 gelten. Weiter 
stimmt AS in (5) mit dem in [41] eingeführten Wirkungsintegral W überein, aller- 
dings mit dem Unterschied, daß dort beliebige Funktionen q,(f) zugelassen 
wurden, hier jedoch nur die tatsächliche Lösung q;.(f) des Bewegungsproblems. die 
das Wirkungsintegral W zum Extremwert macht. Vom Standpunkt des Wirkungs- 
feldes S aus bedeutet also die Extremalforderung (412.2): Die Bahn eines physi- 
kalischen Systems muß im Konfigurationsraum der q; stets so verlaufen. daß die 
Differenz AS des Wirkungsfeldes zwischen diesen Punkten einen Extremwert 
besitzt. 
Bei konservativen Systemen kann (5) mit (432.8) durch 

AS=—EAt+AU (6) 

beschrieben werden, und AU genügt wegen (5) und L+E=2T der Gleichung 


AU=[2Tdt=pu[nds. (7) 
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Der mittlere Ausdruck in (7) entspricht dem MAvrerruisschen Wirkungs- 
prinzip, der letzte, in [416] behandelte dem FerMmATschen Prinzip der kürzesten 
„optischen‘‘ Weglänge. 
Wir konstruieren jetzt ein Wirkungsfeld 
S(,b) = S(r, Pr, 0) — Et (8) 


von besonderer Art: Zunächst greifen wir einen willkürlichen Punkt g& des Kon- 
figurationsraums heraus und sorgen durch geeignete Wahl der P, sowie des 
Anfangszeitpunktes (bzw. durch Hinzufügen einer Konstanten zu (8)) dafür, daß 
es die {+1 Bedingungen 


98? (9, 0) 2 Q2/,0 = 
erfüllt. Ist dies möglich, so gilt für S?in der Umgebung von g} die Entwicklung 
8? (q,, 0) = 2, 54: -) (Gy - G) ;;/2 (10) 
mit den Koeffizienten Mi ICE I) = 
oa AH AN (11) 


= konst ist eine Fläche zweiter Ordnung, und zwar ein Ellipsoid, denn bei 
[op ann S?= 0, und in der Nachbarschaft g, ist überall 8?> 0 (S? positiv definit!). 
Das Wirkungsfeld selbst erhält die Form 


I (gr, 0 - Y3; ;( an —#) (4; — g9) &/2, (12) 


und auch die ER S (9; 0)=C, in der Umgebung von q? sind Ellip- 
soide. Bei konservativen Kräften wird das zugehörige zeitabhängige Feld durch 
(3) beschrieben. Eine spezielle Fläche $(g;, t) = C löst sich zunächst als Ellipsoid 
aus dem Punkt g? heraus und breitet sich dann unter ständiger Vergrößerung 
(und Deformation durch die in (10) fortgelassenen Glieder höherer Ordnung) im 
Konfigurationsraum aus. Das betrachtete Wirkungsfeld beschreibt also von einem 
Punkte q’ ausgehende stationäre Phasenwellen. 


Die zu den g, in der Umgebung von q® gehörigen Impulse pj sind nach (1) 
und (12) 
98 SR, 9,5? _ Il A) (13) 
a 28 8° Von iM 


Prk= 


Für g;=g® werden die p, unbestimmt. Für q,+g® haben sie die Richtung des 
Gradienten vom jeweils durch g;. führenden Ellipsoid und sind in Richtung zu- 
nehmender Werte von 8, also nach außen und somit nach allen Seiten gerichtet. 
Die Wirkungsfläche mit den Eigenschaften (9) beschreibt demnach offenbar ein 
homozentrisches Strahlenbündel von Bahnen, die alle vom gleichen Punkt g% aus- 
laufen, aber die verschiedensten Tmpulsrichtungen (bei gleicher Energie E!) 
besitzen. 
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Die Bahnen gq;(£f) sind allerdings keineswegs immer Orthogonaltrajektorien der 
Wirkungsflächen $ = konst. Hierzu wäre vielmehr erforderlich, daß nicht die 
p,; , sondern die Geschwindigkeiten g, Komponenten des Gradienten von 8 wären. 
Das wiederum ist nach (431.1) nur durch 


ß 3 f 2 
Heart de = 77, "Pr (14) 


zu erfüllen, wenn also alle kanonischen Impulse p, in 4 nur als einfache Quadrat- 
summe auftreten. Bei mehreren Teilchen verschiedener Masse ist diese Bedingung 
m = (14) bereits verletzt. Sie gilt auch 
Er Er schon nicht mehr für einzelne ge- 
% ladene Teilchen im Magnetfeld. 

wie Abb. 433b erkennen läßt. 


Abb. 433. a) Bahnen als’ Orthogonal- 
\ trajektorien der Wirkungsfläche. 

b) Im Magnetfeld sind die Bahnen 

keine Orthogonaltrajektorien der 
a) d) Wirkungsfläche 


434* Übergang zur Wellenmechanik 


Die soeben besprochenen Wirkungsflächen 8 ermöglichen eine Deutung, die 
sich eng an entsprechende Vorstellungen beim Übergang von der Strahlenoptik 
zur Wellenoptik anlehnt. Man denke sich wieder die Flächen (433.2) als Flächen 
konstanter Phase im Rahmen irgendeiner Wellenausbreitung. Die zugehörige 
Wellenausbreitung findet dann über einen Satz gleichzeitig möglicher Teilchen- 
bahnen (mit gleichem Anfangszentrum (433.12), aber verschiedenen Anfangs- 
impulsen) hinweg statt, von denen in Wirklichkeit ja nur eine einzige realisiert 
wird. 


Um zu einer quantitativen Formulierung zu kommen, denken wir uns die 
betreffende Wellenausbreitung durch eine Wellenfunktion 


mit Amplitude A und Phase $/h beschrieben. Die hierbei eingeführte Konstante 
h=hj/2r muß wie $ die Dimension [Energie x Zeit] = [Impuls x Weg] — [Wir- 
kung] besitzen (= — j wird hier, der Schreibweise der Quantentheorie folgend, 
als imaginäre Einheit verwendet). Bei sehr kleinem Zahlenwert von A ändert 
sich die Phase sehr rasch, während die Amplitude A über viele Phasenwechsel 
hinweg nahezu konstant bleibt. Eine Wellentheorie der Funktion y enthält 
dann in der Grenze h — 0 die klassische Teilchenmechanik in der HAMILTON- 
Jacogischen Form (432.7). 
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Bevor diese Wellentheorie autgesucht wird, soll eine Vorüberlegung gemacht 
werden. Unter den Koordinaten g, . . . g, können sich auch sogenannte zyklische 
Koordinaten befinden. Eine zyklische Koordinate g; besitzt die Eigenschaft, daß 
mit einem bestimmten Zahlenwert c die Punkte g; + c, q; + 2c wieder an der- 
selben Stelle g; liegen. Ein Beispiel hierfür ist der Drehwinkel 9 bei Polarkoordi- 
naten. 9+2r und +4 liegen wieder an der Stelle @. Definiert (1) eine 
physikalisch direkt oder indirekt beobachtbare Größe, so muß diese hinsichtlich 
der zyklischen Koordinaten g; die Eigenschaft 

Yat+)—=y) 2) 
besitzen. 

Diese Forderung an eine komplexe Funktion muß für Real- und Imaginärteil 
in gleicher Weise einzeln erfüllt werden wie für Betrag und Argument, also 
A und $. Während die erste Forderung einfach lautet 


Alı+o)=Alq): 8) 
darf sich S um ganzzahlige Vielfache von 2rh = h ändern, daher 
S(i+9)=S(q)+nh. (4) 


Diese Gleichung kann als Integral über einen geschlossenen Wegumlauf von q, 
aufgefaßt werden und lautet dann bei Berücksichtigung von (432.5) 


Die bloße Forderung, daß die in (1) definierte Wellenfunktion eine physikalisch 
vernünftige Größe sei, liefert also die Bedingung (5) für jede zyklische Ko- 
ordinate q,. Diese Bedingung wählt unter allen denkbaren Bahnen eines 
Teilchensystems eine diskrete Folge von Bahnen aus. Mit dem Zahlenwert 
h = 6,625 - 10-3 Ws? sind dies die sogenannten BoHR-SOMMERFELDSchen Quanten- 
bedingungen der älteren Quantentheorie. 


Die großen Erfolge dieser älteren Quantentheorie ermutigten, den Ansatz (1) 
und damit eine Wellenmechanik, die die bisherige klassische Mechanik nur als 
Spezialfall a > 0 enthält, wirklich ernst zu nehmen. Es soll daher eine Bestim- 
mungsgleichung für y aufgesucht werden, die nicht mehr die nur näherungsweise 
gültigen Quantenbedingungen (5) enthält, sondern exakt gültig ist. Natürlich 
muß diese Bestimmungsgleichung für ı so beschaffen sein, daß sie in der Grenze 
h— 0 wieder die Gleichungen (432.5 und 7) für S(q,,t) liefert. 


Zum Auffinden der gesuchten Wellengleichung wird die Ableitung nach irgend- 
einer Koordinate g, gebildet. Dabei muß entsprechend (1) 


ho 98 h 9A 98 
T — 94 17a 1? 7? (6) 
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gelten. Unter dem Pfeil ist jeweils der Grenzübergang h— 0 zu verstehen. Bei 
mehrfacher Ableitung von y aus (1) entsteht 


Rh 9 \n 3S\ın Ah a8 \n 
Beeren 7 
Die Zeitableitung schließlich liefert 
a) h 04 95 98 
i Ta zulı iA ee) a (8) 


in der Grenze } — 0. Wir betrachten in Anlehnung an Gleichung (8) und (432.7) 
die Wellengleichung 


1-1)», | (9 


bei der die Hamırtonfunktion 7 dadurch in einen Differentialoperator über- 
geht, daß man jeden der Impulse », durch den Differentialoperator (A/i) 9/0 4% 
ersetzt. In der Grenze a — 0 geht die linke Seite dieser Gleichung in (8) über. 
Setzen wir voraus, daß H sich als Potenzreihe nach den p, entwickeln läßt. 
so läßt sich wegen (7) in jedem Glied dieser Potenzreihe der zu p; gehörige 
Differentialoperator durch 9 8/dg;, ersetzen. Für A — 0 geht also Gleichung (9) in 


95 98 
u’ -H(pı It) v (10) 


über. In dieser Gleichung kann y fortgelassen werden. (10) sagt also nichts mehr 
über die Amplitude A von (1) aus. Für die Phasenfunktion S von (1) aber liefert 
(10) die HamıLron-JacoBiIsche Differentialgleichung (432.7). Damit ist in (9) eine 
Wellengleichung für y gefunden, die die klassische Mechanik als Spezialfall 
%— 0 korrespondenzmäßig enthält (Bomrsches Korrespondenzprinzip). 


Auf dem vorliegenden Wege hat SCHRÖDINGER 1926 die Wellenmechanik ent- 
deckt. Ein freies Teilchen, dessen eindimensionale Bewegung in der Mechanik 
die Wirkungsfunktion 

S=Px-—Bi a) 


besitzt, wird in der Wellenmechanik durch eine ebene Welle 


I(Pa-Ei) 2ri(ejA-vi) 
h und 


y=e (12) 


beschrieben, deren Frequenz » und Wellenlänge A mit Energie E und Impuls ? 
über die Gleichungen 

E=hv P=hji (13) 
zusammenhängen. Die erste dieser Gleichungen wurde von PLANcK, die zweite 


von DE BROGLIE gefunden. Daß gerade die Wellentheorie (9) und nicht irgend- 
eine andere korrespondenzmäßig ebenfalls mögliche Wellentheorie durch die 
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Wirklichkeit bestätigt wird, ist eine Frage, deren Behandlung über den Rahmen 
dieses Buches hinausgeht. Während die ausführliche Darstellung dieser Theorie 
dem Band ‚„Quanten‘ vorbehalten bleiben muß, sollte "hier lediglich gezeigt 
werden, daß bereits die klassische Mechanik Ansatzpunkte für den Übergang zu 
einer Wellenmechanik enthält. 


Um zu verstehen, wie merkwürdig diese Quantentheorie in ihren Grundlagen 
und Aussagen sein muß, schließen wir an die Bemerkung im ersten Absatz dieses 
Abschnitts an: Das Wirkungsfeld $(q,,?) enthält die Bahnmöglichkeiten eines 
Teilchens, dessen Anfangsort g® gegeben, dessen Anfangsimpuls aber nicht genau 
festgelegt wurde. Nur eine einzige Bahn aber kann Realität sein. Die zunächst: 
ganz harmlos erscheinende Annahme, die in (1) aus A und $ aufgebaute Funktion 
y sei eine physikalisch sinnvolle, also experimentell zumindest teilweise zugäng- 
liche Größe, bedeutet daher nicht mehr und nicht weniger, als daß neben der 
einen vom Teilchen tatsächlich durchlaufenen Bahn auch die übrigen Bahnen, 
die das Teilchen nur hätte möglicherweise durchlaufen können, einen Teil der 
„Realität“ darstellen und die Zukunft des Teilchens maßgebend mit beeinflussen. 
Diese Bemerkung soll ein vorläufiges Verständnis dafür vermitteln, wieso die 
experimentelle Bestätigung der Quantenmechanik zu einer tiefgreifenden Kritik 
dessen geführt hat, was man im Rahmen der Physik unter ‚Realität‘ zu ver- 
stehen hat. 


435* Energie und Zeit als kanonische Variable 


Bereits am Schluß von [432] deutete sich die Möglichkeit an, Energie E und 
Zeit t eines mechanischen Systems als kanonische Variabeln (mit einer zunächst 
noch willkürlich wählbaren Konstanten b) einzuführen: 

E B 
ee © %-=bt. damit rm =—Ht. (1) 
Die bisher in den kanonischen Koordinaten als Parameter auftretende Zeit soll 
nunmehr durch einen allgemeinen Parameter 7 ersetzt werden, der in der Form 
i(r) mit der Zeit in willkürlicher, aber eindeutiger Weise zusammenhängt. Die 
Impulse und Koordinaten des mechanischen Systems werden dann in der Para- 
meterdarstellung 


Pr = Pr(T) = MT) (2) 
vorgegeben. Mit A(r) = dt/dr als Abkürzung wird die Funktion 
F=A(t) [H (> 41> > 9: Pin > Ds T) + dpol (8) 


betrachtet. Sie übernimmt im erweiterten Formalismus die Rolle der bisherigen 
Hamırrtonfunktion 7. Bilden wir nämlich die Ableitungen der kanonischen 
Variabeln nach r, so folgt unter Benutzung der kanonischen Gleichungen (431.1) 


oH or oH  9r 
=mi=— =— <— = ni=I— = . 
on - 04 0% nn 9m dp 


(4) 
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Weiter bilden wir (ohne die Gültigkeit des Energiesatzes vorauszusetzen!) die 
z-Ableitungen der kanonischen Variabeln (1) und erhalten die Gleichungen 


‚__Ap__AdIE_ oH Ar 

P=—=7 dr 9 09 (5) 
Rp d or 

b)=b1A— = —b4n, = —. 

9% 9 dm mr, 


Auch sie erhalten offenbar die kanonische Form, so daß alle Gleichungen (4) 
und (5) in der Form 


zusammengefaßt werden können. Der griechische Index x läuft von O bis 7. 


Die totale Ableitung von F nach r läßt sich — ähnlich wie früher in (422.4) 
diejenige von H nach t — mit Hilfe der kanonischen Gleichungen (6) bestimmen: 


dF ar ar ar ar 
’ 2 en) gt BE LS uhh 
dr =%, en PaH dq, 2.) Tar = Ne Pr Dr) + Fe (NM 
Es gilt also 
dF or. 
om (8) 


Zur Untersuchung der Bedeutung von (8) wird (3) verwendet. Gilt nun der 
Energiesatz in der Form, daß FH von r nicht explizit abhängt, so folgt aus (8) 
zunächst 


dr d di d 
= lH +bp)])= I (H+ bp) +2 (H+ bo) (9) 
und weiter 
d ar dA 
IE (H-+bp,)=0 wegen u 7, 4 +bp9): (10) 


Also ist H + bp, und daher H — E bei Gültigkeit des Energiesatzes eine Konstante. 
die im allgemeinen gleich Null gesetzt wird. 


Die erweiterte Form (6) des kanonischen Formalismus ermöglicht auch solche 
kanonischen Transformationen, bei denen Zeit und Energie durch allgemeinere 
Funktionen ersetzt werden. Wir betrachten als Beispiel noch einmal die in [423] 
behandelte Kovarianz des mechanischen Geschehens gegenüber GALILEItrans- 
formationen. Bei einem solchen Übergang mit der Geschwindigkeit öv ändern 
sich die Orte tr, und Impulse p, eines Systems von Massenpunkten nach (423.14) 
gemäß 

mW>r,+ödt Pr Int mn öD. ıl) 


Die Energie transformiert sich nach (423 15) gemäß 
E—E+öv%. (12) 
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während die Zeit t untransformiert bleibt. Die bei einer solchen, durch (11) und 
(12) gegebenen Transformation auftretende Änderung der verallgemeinerten 
Hamırronfunktion (3) ist bei Beachtung der Bewegungsgleichungen (423.1) 
z oH oH \ 
er Sn. == 
sP=1(3, ap, "m 80 + Ing, dd 808) (13) 
=öv Mm in — nn — RB) =öv Mn Mn in Ei Bi— PB) . 


Sie läßt sich in der Form 


SF=80 4 (umytn— Pi) (14) 


darstellen. Die Forderung, daß das mechanische Geschehen unabhängig vom 
speziellen Inertialsystem ist, läßt sich hier in der Form &#=0 erheben. Für 
willkürliche Geschwindigkeiten öv bedeutet dies, daß die Klammer von (14), also 


Zum, Bt—m (st) = mi (15) 


unabhängig vom Zeitparameter 7 und damit unabhängig von der Zeit selbst 
sein muß. Diese Aussage aber liefert nach (423.18) den Schwerpunktsatz. Während 
also beim Übergang zu anderen Inertialsystemen die Hamırtonfunktion H in 
[423] nicht invariant bleibt, ist die verallgemeinerte Hamıtronfunktion F eine 
Invariante. 


436* Übergang zur relativistischen Mechanik 


Im vorigen Abschnitt konnte gezeigt werden, daß Energie # und Zeit i sich 
mit (435.1) ohne Schwierigkeiten als kanonische Variable p, und q, in einen ver- 
allgemeinerten HAmILTonschen Formalismus einbauen lassen. An die Stelle der 
bisherigen Hamittonfunktion 7 tritt dabei die verallgemeinerte HAMILTON- 
funktion F von (435.3), die zusätzlich zu den Eigenschaften von H noch 
die Eigenschaft besitzt, gegenüber GALILEItransformation invariant zu bleiben. 
Allerdings ist die durch (435.11 und 12) beschriebene Gauıteıtransformation zwar 
eine kanonische Transformation im engeren Sinn von (431.2), jedoch keine 
verallgemeinerte kanonische Transformation hinsichtlich der Koordinaten 
und p,. Das kommt rein äußerlich bereits darin zum Ausdruck, daß sich nach 
(435.12) wohl die Energie, nicht aber die Zeit t transformiert, und wird weiter 
unten noch genauer bewiesen. Sind daher EZ und £ kanonische Variabeln in einem 
Inertialsystem, so sind sie es nicht mehr in einem anderen Inertialsystem, weil 
der Zusammenhang zwischen den alten und neuen Größen keine kanonische 
Transformation darstellt. 


Das Relativitätsprinzip der Mechanik fordert, daß alle Inertialsysteme gleich- 
berechtigt sind. Danach sollte man erwarten, daß Energie und Zeit in allen 
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Inertialsystemen auch kanonisch zueinander konjugierte Variabeln bleiben. Die 
durch diese Forderung bestimmte Transformation wird LorExtztransformation 
genannt und enthält die bisherige GALILEItransformation (435.11 und 12) als 
Spezialfall. 


Die zu bestimmende Transformation zwischen zwei gegeneinander gleich- 
förmig bewegten Systemen soll hier unter einfachsten Voraussetzungen be- 
rechnet werden. Es werden neben 2, und 9,= x, nur drei Koordinaten und 
Impulse betrachtet. Sie beschreiben ein aus nur einem Teilchen bestehendes 
System (oder bei mehreren Teilchen Schwerpunkt und Gesamtimpuls) und werden 
zu 

x, = %,(T) P.= pP.) x—=0,1,2,3 (1) 


zusammengefaßt. Nun wird die gesuchte Transformation unter folgenden Voraus- 
setzungen berechnet: 


1. Das Trägheitsgesetz soll gültig bleiben. Setzen wir t(r) linear. also mit kon- 
stantem A an, so erhält es die Form 

d’x, 

de 


dez, 
dr 


=0 —=0. (2) 
Also muß die Transformation zwischen den Koordinaten beider Systeme linear 
sein. Wir beschränken uns auf infinitesimale Transformationen und setzen an: 


I, =, + Data BP. = 94 + YrßaaPr 
ya — uud M=Dr— Zußrndr 
mit konstanten Koeffizienten x,,; und ß,,. Die aufgelösten Gleichungen entstehen 


nach Vertauschung der Indizes und Vernachlässigung höherer Potenzen in «&,; 
und ß,;- 


(3) 


2. Die verallgemeinerte Hamıvronfunktion F soll bei der Transformation in- 
variant bleiben, also 
ösF=F(i,D)-Fl&.,2)=0. (4) 


3. Die Transformation soll kanonisch sein. Also müssen auch im neuen Koordi- 
natensystem die kanonischen Gleichungen gelten: 


ı_ OF BF 
a Y Pa=— dE, : (5) 


SQı 


Unter Verwendung von (3) und (4) entstehen zunächst die Gleichungen 


oF >28 oF 
2 - (= dp )+ Ir (ana + Bar 
% 


) 


en Een ef. 
%ı.- ur P 1071 By dp, 


= 9p, op, 
aF 
9%, 


) we (Bars = 5) . 
(6) 


i or 9x 
Pet gu, Pu + Zaßaa pa + Da ga, dm, — (» 
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Die kanonischen Gleichungen sind in beiden Systemen also nur erfüllt mit 
= Pi R (7) 


4. Zusammen mit der Invarianz von F in (4) sollten bestimmte Erhaltungs- 
sätze gelten. Wir entwickeln zunächst 8 mit (3) und (7): 


öF= Fix, + Ir%u,%a Pı PR) —_ F(&,, ?,) 


ar or ! h (8) 
= Nur a %,+ an, Pre) = - Ya +9): 


Die Invarianzforderung lautet dann 
öf= a 77 p. x) =0 nur bei 0 77 Eu 7 95 (9 


Die Invarianzforderung (4) ist nur dann den bekannten Erhaltungssätzen äqui- 
valent, wenn die x,, antisymmetrisch sind. Setzen wir beispielsweise &,,= — %,, 
an und &%,=0, so beschreibt &,, eine infinitesimale Drehung im Raum, 
und (5) enthält mit öF= 0 den Drehimpulssatz. Um aber das Analogon zur 
GALILEItransformation zu erhalten, interessiert uns nur diejenige Kombination 
der &,;. welche $F infolge der Gültigkeit des Schwerpunktsatzes verschwinden 
läßt. 


Setzen wir allein ao = — ap #0 fürA=/1=1, 2, 3, so gilt 
: d ed E ) 
öf=— Zıoı ds (Po %ı — Pı%o) = 5% de (- pt Be) - (10) 


Mit b=ia ist dies aber der Schwerpunktsatz (435.15), und gs verschwindet 
wegen dessen Gültigkeit &F wie gefordert, wenn sich für den Zusammenhang 
zwischen Gesamtmasse und Gesamtenergie des Systems der Zusammenhang 


Beta =me) a) 


a a 


verstehen läßt, was noch zu klären bleibt. 


Die infinitesimale Transformation (3) stellt also eine vierdimensionale ‚Drehung‘“ 
der Koordinaten x, = (t,iat) dar. Da sie kanonisch ist, können sukzessiv be- 
liebig viele solche infinitesimale Drehungen nacheinander ausgeführt werden, 
und die gesuchten 'Transformationen zwischen Inertialsystemen bestehen daher 
in der Gesamtheit aller endlichen Drehungen a,;. Aus diesem Charakter der «,; 
folgt weiter, daß /x? und Sp? als „Längenquadrate“ invariant bleiben müssen 
und insbesondere gilt: 

2 
DR (2) =— mar. 12) 
Das letzte Gleichheitszeichen gilt dabei für den Übergang zu demjenigen System, 
in dem der Schwerpunkt ruht, also ® = 0 ist. Nach (10) und (11) ist dessen Ge- 
sehwindigkeit 


vo=7=—_$P. (13) 
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so daß aus (12) m?(v? — a?) = — (mya)? wird und folglich gilt: 


Bend—ma+ zn +.| (1) 


Die Masse wächst also mit der Geschwindigkeit, und diese Mechanik enthält eine 
Maximalgeschwindigkeit a, da bei m(a) = © keine weitere Beschleunigung mehr 
möglich ist. Im Grenzfall «a > © entstehen wieder Newronsche Mechanik und 
GaALILEItransformation, während mit «a = c (Lichtgeschwindigkeit) spezielle Rela- 
tivitätstheorie und LORENTztransformation beschrieben werden. Es ist damit ge- 
zeigt, daß das Relativitätsprinzip der Mechanik zusammen mit dem ver- 
allgemeinerten kanonischen Formalismus unter Einbeziehung von Zeit und 
Energie zur Ableitung der speziellen Relativitätstheorie ausreicht. 


Übungsaufgaben 


43.1. Man berechne mit der HamıLron-JacoBischen Integrationsmethode die Wurfbahn im 
Schwerefeld und diskutiere das Wirkungsfeld. 


43.2. Man löse das 3-dimensionale KEPLERproblem, indem man eine kanonische Transfor- 


d 
mation mit z(r, 9, d, P1, Pa» P3) = Pır + PP + f dd Ypz3 — p3/sin?®’ als der Er- 
r/2 


zeugenden durchführt und die neue HamıLTonfunktion mit der HAMILTON-JAcoBIschen 
Integrationsmethode behandelt. 


43.3. Man berechne mit der HaMmILTon-JAcosischen Integrationsmethode die Bewegung 
eines Elektröns im homogenen Magnetfeld und zeige, daß die Bahnen die Wirkungs- 
flächen nicht senkrecht durchstoßen. 


44 Mechanik als Feldtheorie 


Zusammenfassung: In der Feldphysik wird jeder physikalischen Größe ein von Ort 
und Zeit abhängiges Feld zugeordnet. Es ist im ganzen Raum definiert, aber nur dort von 
Null verschieden, wo die durch dieses Feld beschriebene Größe vorhanden ist. Die Beschrei- 
bung von individuellen Punktmassen wird so durch ein „anonymes‘‘ Massenfeld ersetzt, die 
Massendichte zw. (x, it). Der Erhaltungssatz der Masse kommt in einer besonderen Bedingungs- 
gleichung für « zum Ausdruck, einer linearen partiellen Differentialgleichung erster Ordnung 
in t und x. Die Aussagen einer solchen: partiellen Differentialgleichung sind denen eines 
Systems unendlich vieler gewöhnlicher Differentialgleichungen äquivalent. Ihre allgemeinste 
Lösung enthält deshalb unendlich viele Integrationskonstanten, die zu einer willkürlichen 
Funktion, zum Beispiel (x, 0) zusammengefaßt werden können. Äußere Kräfte werden 
durch eine Kraftdichte k(x, t) beschrieben und beeinflussen die Geschwindigkeitsverteilung 
dem Newronschen Grundgesetz sv’ = k entsprechend. Die Geschwindigkeitsänderung v’ ist 
hier der" substantielle Differentialquotient (9/8: -+ v0/dx)v. Kontinuitätsgleichung und 
mechanisches Grundgesetz bilden zusammen ein Gleichungssystem, durch das die Vertei- 
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lungen u(z,t) und v(z,t) bei vorgegebener Kraftdichte k(x,t) bestimmt werden. Für die 
Schwerpunktsbewegung einer kontinuierlichen Massenverteilung gelten ähnliche Sätze wie 
in der Punktmechanik. Den Übergang von der Feldtheorie zur Punktmechanik vermittelt 
die ö-Funktion. 


441 Masse als Kontinuum 


Die bisher übliche Beschreibung ausgedehnter Massen als Punktmassen wird 
ersetzt durch die eines Massenfeldes, das in diesem Abschnitt eingeführt wird. 
Als anschauliches Beispiel wird in Abb. 441 ein Balken betrachtet, der sich nach 
rechts bewegt. Er wird in der Punktmechanik durch seine Gesamtmasse m und 
die Lage seines Schwerpunkts beschrieben. In der Kontinuumsmechanik dagegen 
wird statt der Masse m die Massendichte 4 (z, t) 
betrachtet. Im eindimensionalen Fall bedeu- 
tet u die am Ort x zur Zeit t vorhandene 
Masse pro Längeneinheit. Der in einem Inter- 
valldx vorhandene Teil dm der Gesamtmasse 
ist dm = udx. Dem Balken wird also eine 
Eigenschaft u zugeschrieben, die überall auf Abb. 441. Dichteverteilung 
der x-Achse definiert, aber nur dort von Null des bewegten Balkens 
verschieden ist, wo der Balken sich befindet. 

Eine solche überall definierte physikalische Größe wird als Feld bezeichnet. In 
(x, t) sind x und t voneinander völlig unabhängige Variabeln. x bezeichnet einfach 
einen beliebigen Raumpunkt, gleichgültig ob der Balken sich dort befindet oder 
nicht. Zwischen x und ? existiert also kein funktionaler Zusammenhang. (Aus- 
drücke wie & oder dergleichen sind imRahmen derartiger Beschreibungen sinnlos!) 

Das Massenfeld u des Balkens wird zur Zeit i = 0 durch die glatte Kurve 
von Abb. 441 wiedergegeben. Die Bewegung des Balkens nach rechts wird nicht 
durch eine ebensolche Bewegung des Massenfeldes beschrieben, sondern kommt 
darin zum Ausdruck, daß die u-Werte am linken Ende des Balkens auf Null 
heruntersinken, während sie am rechten Ende entsprechend auf den Wert der 
Massendichte bei vorhandenem Balken ansteigen. In der Kontinuumsbeschreibung 
also bewegt sich genau genommen das, was dort unter „Balken‘ zu verstehen 
ist, nicht einfach nach rechts, sondern es verschwindet dauernd am hinteren 
Ende, während es gleichzeitig vorn neu erzeugt wird. Diese Feldbeschreibung der 
Masse erscheint auf den ersten Blick paradox und schwerfällig. Bei weniger 
einfachen Massenverteilungen aber entstehen für die mathematische Behandlung 
entscheidende Vorteile. 

u(z, t) in Abb. 441 ist das Feld, das die Massenverteilung des betrachteten 
Balkens beschreibt. Allgemeiner ausgedrückt ist u das Feld der Massendichte. 
(Die Bezeichnung Materiefeld sollte vermieden werden, da sie oft zu überflüssigen 
Mißverständnissen führt.) Natürlich kann im Zeitablauf der Balkenbewegung 
a(z. t) nicht völlig beliebige Werte annehmen. Es muß nämlich eine Bedingung 
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dafür geben, daß am vorderen Ende des Balkens nicht mehr und nicht weniger 
Masse erzeugt wird als am hinteren Ende gleichzeitig verschwindet. Die zu- 
gehörige Bedingungsgleichung wird in [442] abgeleitet. Sie verknüpft die Nachbar- 
werte 

u > ul@+da,t+di). (1) 


Solche Zusammenhänge benachbarter Feldgrößen werden durch partielle Differen- 
tialgleichungen beschrieben, deren Aussagen in [443] untersucht werden. 


Der Definition der Massendichte u entsprechend entsteht die Gesamtmasse m 
durch Integration von u über de: 


m= [dx u(e, d). (2) 


In den meisten Bereichen der Theoretischen Physik ist es üblich, jeder physi- 
kalischen Größe schlechthin ein solches Feld F = F(x, t) oder im dreidimen- 
sionalen Raum F = Ft, t) zuzuordnen. Ist die betreffende Größe örtlich lokali- 
siert, so bedeutet das genau wie vorher bei u, daß die ihr zugeordnete Feldgröße 
nur an bestimmten Orten von Null verschieden ist und im übrigen Raum ver- 
schwindet. Werden zur Beschreibung des physikalischen Geschehens nur Feld- 
größen verwendet, so spricht man von Feldphysik. 


442 Kontinuität und Massenerhaltung 


In Abb. 442 wird eine beliebige eindimensionale Massenverteilung betrachtet, 
beschrieben durch die Dichte u = u(x, t). Diese Funktion stellt die mechanische 
Situation zur Zeit £ noch nicht vollständig dar. Außerdem muß noch die Ge- 
schwindigkeit angegeben werden, mit der sich die im Intervall dx befindliche 
Masse dm = udx bewegt. Diese zweite Angabe wird für die Massenbestandteile 
an den verschiedensten Orten x und für alle Zeiten t in einem Geschwindigkeits- 

feld v = v(x, it) zusammengefaßt. Und schließ- 
2 lich wird noch eine dritte Funktion zur Be- 
schreibung der Bewegung herangezogen, der 
Massenstrom J= .J (x, t). Darunter ist die an 
der Stelle x = konst. pro Zeiteinheit nach rechts 
vorüberfließende Masse zu verstehen. 


Zwischen den mechanischen Feldgrößen u, v 

x und J bestehen Zusammenhänge. Um sie zu 

erkennen, wird die Veränderung der Massen- 

u x= vöt dichte von Abb. 442 in einem Zeitraum öt be- 
trachtet. In diesem Zeitraum soll die Masse 


(x-dx) ! x 


Abb. 442. Zur Ableitung 
der Kontinuitätsgleichung. dm ent- öm—Jöt (1) 
spricht der schraffierten Fläche. Der 
mit Pfeilen versehene Teil fließt in bei x vorüberfließen. Diese Masse öm erhält 


der Zeit öt nach rechts ab man auch durch eine andere Betrachtung: 
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Innerhalb des Zeitraums öt bewegen sich die bei x befindlichen Bestandteile der 
Verteilung 4 mit der Geschwindigkeit v nach rechts. Die links von x im Intervall 
8x2 = vöt der Abb. 442 vorhandene Masse fließt daher im Zeitraum öt an x vor- 
über. öm von (1) ist also gleich der in diesem Intervall befindlichen Masse: 


öm=uör—=uvdt. (2) 


Der Vergleich von (1) und (2) zeigt, daß sich der Massenstrom durch Massen- 
dichte u und Geschwindigkeitsfeld v als 

I (@, 1) = u(e, 1) o(a, 1) (3) 
beschreiben läßt. 

Bereits in [441] wurde darauf hingewiesen, daß die Massendichte u einer Be- 
dingung unterliegen muß, die dafür sorgt, daß bei Änderungen von u an einer 
Stelle nicht mehr Masse verschwindet, als gleichzeitig an den Nachbarstellen neu 
auftaucht. Zu diesem Zweck wird die Massenabnahme im Intervall d& von 
Abb. 442 während eines Zeitraums öt 


Fam Mehr (4) 


betrachtet. Diese Massenänderung soll der Definition (1) entsprechend durch 
einen Massenstrom J am rechten und linken Ende des Intervalls kompensiert 
werden. Sie muß daher 


5dm=J (a, )d51— J(@—da, 86-7 dzöt (5) 


sein. Das erste Glied in (5) enthält den bei x nach rechts abfließenden Strom, von 
dem der bei x — dx einfließende Strom abgezogen wird. Nach Vergleich von (4) 
und (5) entsteht unter Verwendung von (3) 


ot GEH (6) 


als Bedingungsgleichung dafür, daß in jedem infinitesimalen Bereich die Massen- 
erhaltung gewahrt bleibt. Diese Gleichung wird als Kontinuitätsgleichung be- 
zeichnet. 


Nach (441.2) ist a 
— [dau (7) 


T%ı 


die im Intervall zwischen x, und x, befindliche Masse. Für die zeitliche Abnahme 
dieser Masse entsteht unter Verwendung von (6) 


() 6) 
-— (de, = + [az = [uvle,— [uv)r,: (8) 


Dies ist die Massenbilanz im endlichen Intervall x,...x,. Die Massenabnahme 
ist auch hier gleich dem Massenstrom am rechten Ende nach außen abzüglich 


20 Macke, Teilchen. 3. Aufl. 


306 4 Äquivalente Formulierungen der mechanischen Bewegungsgleichungen [448] 
des Stroms, der am linken Ende (ebenfalls nach rechts und daher) nach innen 
fließt. 


Dehnt man die Integration in (7) auf die gesamte x-Achse aus. so entsteht 
unter Verwendung von (8) 


+0 d 
m= / deu —=0 (9) 


für die zur Massenverteilung u gehörige Gesamtmasse. Dabei wurde angenommen, 
daß die Masse nur auf einen endlichen Bereich verteilt ist, das heißt, daß der 
Massenstrom inı Unendlichen verschwindet. Bei der Bildung der Zeitableitung 
in (9) entsprechend (8) verschwinden dann wegen u = 0 die Terme auf der rechten 
Seite. Die Kontinuitätsgleichung (6) sorgt also, wie (9) zeigt, unter anderem 
dafür, daß die gesamte vorhandene Masse m konstant ist. 


In der Punktmechanik findet der Satz von der Erhaltung der Massen seinen 
Ausdruck darin, daß man die einzelnen Punktmassen m, , my, ... von vornherein 
als zeitunabhängig ansieht. Eine besondere Bedingungsgleichung ist dann nicht 
erforderlich. Anders ist die Situation hier in der Kontinuun:smechanik. Das liegt 
daran, daß bei der Beschreibung der Massen durch die Funktion u(z, t) die 
Individualität der einzelnen Massenbestandteile verloren geht. Ein markierter 
Bestandteil der Massenverteilung ändert im Zeitablauf seinen Ort, ohne daß dies 
in u zum Ausdruck kommt. Bei einer stationären Strömung ist die Verteilung u 
sogar zeitunabhängig, obwohl die individuellen Massenbestandteile dauernd 
bewegt werden, so daß u dadurch zu verschiedenen Zeiten ganz verschiedene Be- 
standteile beschreibt. Weil also die individuellen Bestandteile der Massen- 
verteilung in der Dichtefunktion u(x, £) nur anonym auftreten, muß hier eine 
besondere Gleichung, nämlich (6), für die Massenerhaltung an allen Orten und 
zu allen Zeiten sorgen. 


443 Partielle Differentialgleichungen 


Die Kontinuitätsgleichung (442.6) stellt einen differentiellen Zusammenhang 
zwischen der Massenverteilung u(x, £) und der Geschwindigkeitsverteilung v(x, t) 
her: 

Iulat) , Aula b) vet) 
0); CE7 


—0. (ı) 


Ist eine von beiden bekannt, so läßt sich die andere — wenngleich nicht ein- 
deutig — berechnen. Im folgenden interessieren im Gegensatz zu den Ausführungen 
von [442] mehr die mathematischen Aussagen einer solchen Gleichung. Das 
Geschwindigkeitsfeld v (x, t) wird dabei als bekannt vorausgesetzt. Das zugehörige 
Feld u(x. t) wird gesucht und soll aus (1) berechnet werden. 
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Zuerst wird die in (1) über u(x, £) enthaltene Aussage für benachbarte Zeiten 
betrachtet. Zur Zeit t = 0 soll die Dichte eine bekannte Anfangsverteilung 


u(x, 0)=f(x) 2) 


besitzen. Die zugehörige Dichteverteilung zu einem etwas späteren Zeitpunkt di 
ist nach der TayLorentwicklung sowie bei Verwendung von (1) 


uiz, d)—=u(s, 0)- au (3 ).o= |} de 352.0 fe). (3) 


Jetzt stehen auf der rechten Seite nur noch bekannte Größen, nämlich das Zeit- 

intervall dt, die Geschwindigkeitsverteilung v, ihre Ableitung und schließlich 

die in (2) offenbar willkürlich wählbare Ortsfunk- u 

tion f(x). Die Verteilung u (x, t) kann also zu einem 

beliebigen Zeitpunkt — es braucht nicht t= 0 zu R 

sein — willkürlich vorgegeben werden. Für einen 7 

späteren Zeitpunkt aber ist sie dann durch (1) ein- 

deutig festgelegt. Die allgemeinste Lösung u von 

(1) enthält daher eine willkürliche Funktion f(x). f 2 

Gleichung (1) ist eine lineare partielle Differen- 7 23 ir F 

a. en 1. Abb.443. Die Änderung von 
‚ allgemeinste Losung enthalt eıne wilKUuruche  , wird durch Einflüsse aus 

Funktion. Im Vergleich zu gewöhnlichen Differen- den Bereichen i— 1 undi-+1 

tialgleichungen müssen die Lösungen einer solchen bestimmt 

Differentialgleichung also außerordentlich mannig- 

faltig sein. Es läßt sich zeigen, daß die Aussagen einer partiellen Differential- 

gleichung wie (1) den Aussagen eines Systems von unendlich vielen gekoppelten 

gewöhnlichen Differentialgleichungen äquivalent sind. Dazu wird, wie in Abb. 443, 

die x-Achse in kleine, gleichlange Intervalle dx unterteilt. In diesen befinden 


sich die Massen m; (t) = u(z, ‚ t) dx, mg(t) = u(®,. t)dx, ... Im i-ten Intervall 
befindet sich allgemein die Masse 
m; = ul, dw. (4) 


wobei x, eine mittlere Koordinate im i-ten Intervall d bedeutet. Für die Intervall- 
massen m,(f) geht (1) in eine Gleichung über, bei der 9/d& durch einen Differenzen- 
quotienten ersetzt werden muß. Mit / für das doppelte Intervall entsteht 


lem; lt) il) - md) vd: (5) 


also ein System unendlich vieler gewöhnlicher linearer Differentialgleichungen 
erster Ordnung hinsichtlich der Zeit. Die Funktionen v»;(f) sind wieder als Ge- 
schwindigkeitsverteilung gegeben, die Intervallmassen m;(t) gesucht. In den 
Gleichungen (5) sind benachbarte Massenwerte miteinander gekoppelt. Die Kopp- 
lung wird letzten Endes durch den in (1) auftretenden Operator 0/dx hervor- 


20* 
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gerufen, der also in dieser Gleichung eine Wechselwirkung zwischen benachbarten 
u-Werten bewirkt. Die allgemeinste Lösung des Gleichungssystems (5), ausgedrückt 
durch die gleichzeitige Angabe aller m;(t) aus (4), enthält unendlich viele Inte- 
grationskonstanten, zum Beispiel die Werte aller Massen m,(0) für t= 0. Nach (4) 
entspricht das aber einer willkürlichen Vorgabe der anfänglichen Massenverteilung 
4#(%,0). Diese Funktion kann also in (1) neben v(x, £) willkürlich vorgegeben 
werden. Dann ist der gesamte Zeitablauf von u(x,t) durch (1) eindeutig fest- 
gelegt. 


Je nach der Beschaffenheit der Funktion v (x, t) ist die Differentialgleichung (1) 
leicht oder schwer lösbar. Zunächst wird eine räumlich und zeitlich konstante 
Geschwindigkeit » betrachtet. Wegen Ov/dx = O vereinfacht sich (1) zu 


b) {) 
ar +? 35 |ee 0=0. (6) 


Für t = 0 wird die Massenverteilung (2) vorgeschrieben. Dann läßt sich beim 
Einsetzen leicht erkennen, daß die Verteilung 


ne, )= flat) u) 


der Differentialgleichung (6) genügt. Sie ist für den betrachteten Fall die all- 
gemeinste Lösung, denn sie enthält, wie verlangt wurde, eine willkürliche Funk- 
tion. (7) beschreibt eine Massenverteilung, die für # = 0 durch eine Kurve f(x) 
vorgegeben ist und die im Zeitablauf — ohne ihre Form zu verändern — mit 
konstanter Geschwindigkeit v» nach rechts (oder für v<0O nach links) transpor- 
tiert wird. Der Funktionswert (0) zum Beispiel, der sich bei t—=0 an der Stelle 
x = 0 befand, befindet sich zur Zeit ? an der Stelle x — vt=0, also bei x = vr. 


Als nächstes wird der Fall betrachtet, daß die Geschwindigkeit in der Form 
v=v(t) nur von der Zeit abhängig ist, nicht aber vom Ort. Auch hier gilt die 
vereinfachte Kontinuitätsgleichung (6). Die Lösung läßt sich jetzt in der Form 


u d)= fa —s(l)) s()= vi) (8) 


mit s(0) = 0 angeben, wie durch Einsetzen in (6) bestätigt wird. Sie besitzt eine 
ähnliche Bedeutung wie (7). s(f) bedeutet den Ort, an dem zur Zeit t die Massen- 
dichte den Wert f(0) hat. Zur Zeit t—= 0 hat sie den gleichen Wert bei x = 0 
gehabt. Die Anfangsverteilung wird also auch hier ohne Formveränderung um 
die Strecke s(t) verschoben. allerdings mit einer sich im Zeitablauf ändernden 
Geschwindigkeit. 


Als drittes Beispiel wird eine Geschwindigkeit v = v(x) betrachtet, die nur 
vom Ort abhängt. (1) wird unter Verwendung von (442.3) in eine Gleichung für 
die Stromdichte umgeformt: 


1 
v(z) 


{) g 
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Ist diese zum Beispiel bei x = 0 für alle Zeiten durch die Funktion 


J0,y=g() (10) 
gegeben, so läßt sich die Lösung ähnlich wie vorher in (8) mit (0) = 0 durch 
d 1 
J(&, )=g(t— (x) = v(@) (1) 


beschreiben, wie man beim Einsetzen von (11) in (9) erkennt. Die zugehörige 
Dichte ist 
st—rta)). 


v(®) 


Aula, ) = (12) 

Im allgemeinen Falle v = v(x, £) sind die Lösungen komplizierter. Auf ihre all- 
gemeine Behandlung soll hier nicht näher eingegangen werden, da die einfachen 
Beispiele bereits einen hinreichenden Überblick über die Eigenschaften und 
Aussagen einer solchen partiellen Differentialgleichung liefern. Diese Über- 
legungen sind deshalb besonders wichtig, weil im Rahmen der Feldphysik alle 
physikalischen Gesetze durch partielle Differentialgleichungen beschrieben werden. 
Die Kontinuitätsgleichung ist hierfür nur ein besonders einfaches Beispiel. 


444 Bewegung im Kraitield 


Zur vollständigen Beschreibung der Bewegung einer Massenverteilung reicht 
die Kontinuitätsgleichung (442.6) nicht aus, da sie nur eine einzige Bedingung 
zwischen den beiden im allgemeinen unbekannten Funktionen u(z, t) und v(z, t) 
darstellt. Es muß daher noch eine zweite Be- 
stimmungsgleichung für diese Größen aufge- 
sucht werden. Diese liefert das Grundgesetz der 
Mechanik bei entsprechender Übertragung auf 
das Kontinuum. Unterliegt eine Massenvertei- 
lung — wie die von Abb. 442 oder 444 — 
irgendwelchen Kräften, so müssen sich diese 
im allgemeinen auf die verschiedenen, durch u 
beschriebenen Massenbestandteile auch ver- 


Abb. 444. Zur Ableitung schieden auswirken. 
der Bewegungsgleichung. Bewegung S 
der Masse dm = ade in der Zeit öt Neben der Gesamtkraft 
um 60 = vöt K=[dxk(e, t), (1) 


die auf die gesamte Massenverteilung wirkt, sind daher ihre Bestandteile 
dK=k(x, t)d« (2) 
zu betrachten. k(x, t) wird in Analogie zu u als Kraftdichte bezeichnet. dK ist 


die Kraft, die zur Zeit t an der Stelle x auf die im Intervall dx befindliche Masse 
dm = ud wirkt. AK ruft innerhalb einer Zeit öfnach dem Newronschen Grund- 


gesetz dmöv—=dKöt (3) 
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eine Änderung öv der Geschwindigkeit hervor. Die Differentiale sind hier mit ö 
statt d bezeichnet, um Verwechslungen mit Größen zu vermeiden, die von der 
Intervallbreite da abhängen, wie die Masse dm und die Kraft dK. 


Die in (3) enthaltene Newronsche Bewegungsgleichung gilt aber nur unter 
der Voraussetzung, daß dm eine kleine individuelle Masse und dv deren Geschwin- 
digkeitsänderung ist, nämlich die Differenz zwischen v zur Zeit i+öt und v zur 
Zeit t. Will man zur Beschreibung von (3) jedoch das anonyme Geschwindigkeits- 
feld v(x, t) heranziehen, so hat man zu berücksichtigen, daß die individuelle 
Masse dm sich zur Zeit {+ öt bereits bei x +6x mit 6x = vöt befindet. Soll also 
öv den Geschwindigkeitszuwachs ein und desselben Massenbestandteils dm 
beschreiben, so ist in (3) 


vv +dr,t+ö)—vle,t) mit 6x —=völ (4) 
einzusetzen. Die Entwicklung nach öt liefert 
6) 6) b) () 
Sv—öt er 1x le vl, Y5|v, t). (5) 


Der Einfluß der Kraftdichte k(x,t) auf die Geschwindigkeitsverteilung v wird 
also durch eine Gleichung beschrieben, die aus (3) unter Berücksichtigung von 
(2) und (5) hervorgeht: 


elatrle-ee, t). (6) 


Die gesamte, durch die eckige Klammer bewirkte Ableitung bezeichnet man 
auch als substantiellen Differentialquotienten. 


Gleichung (6) ist die mechanische 6rundgleichung des Kontinuums für den 
Fall einer eindimensionalen Bewegung. Sind Kraftdichte k (x, t) und Massendichte 
u(z, t) bekannt, so stellt (6) eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung 
für die Geschwindigkeitsverteilung v(x, t) dar. Genau wie im Zusammenhang 
mit (443.3) für w(z, t) bei der Kontinuitätsgleichung läßt sich auch hier durch 
eine Taytorentwicklung zeigen, daß v(x,t) zu einem beliebigen Zeitpunkt t 
willkürlich vorgegeben werden kann. Für alle übrigen Zeiten wird v(z, t) dann 
(bei bekanntem k/u) durch (6) eindeutig festgelegt. Ein wesentlicher Unterschied 
gegenüber der partiellen Differentialgleichung (442.6) für u besteht darin, daß 
jene Gleichung linear in u ist, während die hier vorliegende Bestimmungsglei- 
chung (6) die Geschwindigkeit v quadratisch enthält. Dies bedeutet für das Auf- 
suchen von Lösungen eine Komplikation, die sich besonders bei hohen Geschwin- 
digkeiten, bei denen das in v quadratische Glied nicht vernachlässigt werden darf. 
bemerkbar macht. 


Zusammengenommen bilden die Kontinuitätsgleichung (442.6) und die mecha- 
nische Grundgleichung (6) ein System partieller Differentialgleichungen für die 
Massendichte u(z, t) und die Geschwindigkeitsverteilung v (x, t). Die Gleichungen 
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sind insofern miteinander gekoppelt, als beide die Größen # und v gleichzeitig 
enthalten. Die eine von ihnen, (442.6), enthält die erste Zeitableitung von u und 
die andere, (6), die erste Zeitableitung von v. Dieses Gleichungssystem bestimmt 
daher die Größen (x, t) und v(x, t) eindeutig bei gegebenen Anfangsfunktionen 
A(z,0) und v(x, 0). Sie sind die Bewegungsgleichungen der Kontinuumsmechanik. 


Im Zusammenhang mit der in (4) und (5) durchgeführten Bestimmung von 6% 
wird an dieser Stelle nochmals ausdrücklich darauf hingewiesen, daß in der Feld- 
beschreibung x genau wie i eine frei wählbare Variable darstellt und daß zwischen 
x und £ keinerlei Funktionalzusammenhang besteht. (Argumentationen, nach 
denen (5) aus der Kettenregel mit einer Deutung im Sinne von = x(f) ab- 
zuleiten sei, sind daher absolut unzulässig und irreführend.) 


445 Schwerpunktsbewegung einer Massenverteilung 


Die Grundgleichungen der Kontinuumsmechanik (442.6) und (444.6) bestim- 
men, wie im letzten Abschnitt gezeigt wurde, die Massendichte u (x, t) und die 
Geschwindigkeitsverteilung v(x, t). Es läßt sich daher erwarten, daß diese Glei- 
chungen auch Aussagen über den Zeitablauf von Größen machen, die durch 
Integrationen aus # und v® hervorgehen. Das sind sogenannte integrale Eigen- 
schaften des Systems. Sie sollen in diesem Abschnitt untersucht werden. Als 
erstes wird die zu einer Massenverteilung 4 (x, t) gehörige Gesamtmasse betrachtet. 
Sie ist nach (442.9) durch 


+0 d 
m= 4 dx u(«, t) —=0 (1) 


definiert. Obwohl die rechte Seite von (1) formal zeitabhängig ist, folgt aus der 
Kontinuitätsgleichung, wie in [442] gezeigt werden konnte, die Bedingung rn = 0. 
also der Erhaltungssatz der Masse. 


Der Schwerpunkt einer Massenverteilung wird durch 


fax u(s,t)x 


fax ute,t) 2) 


©) 


definiert. Er ist ähnlich konstruiert wie der Schwerpunkt (212.6) eines Systems 
von Punktmassen, nur daß die Summationen hier durch Integrationen ersetzt 
werden. Der Querstrich über dem x symbolisiert die Mittelwertbildung. Während 
x auf der rechten Seite von (2) eine Integrationsvariable darstellt, ist der Schwer- 
punkt & eine Funktion der Zeit. 


Zur Untersuchung der Zeitabhängigkeit von (2) wird die Schwerpunktsgesehwin- 


digkeit 
1 n 1 6) 
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gebildet. Bei dieser Zeitableitung braucht wegen (1) nur «u durch & ersetzt zu 
werden. Der letzte Ausdruck in (3) entsteht durch Anwendung der Kontinuitäts- 
gleichung (442.6). Mit Hilfe der Produktregel 


guv 
a 6) 


g 0 

3 (ano) = Zanr +2 
und dx/dx = 1 wird in (3) eine partielle Integration durchgeführt. Das von der 
linken Seite in (4) herrührende Glied trägt nur an den Grenzen x = + ® bei, 
wo u als die Verteilung einer lokalisierten Masse (1) verschwindet. Es liefert also 
Null, so daß die Schwerpunktsgeschwindigkeit endgültig durch 


#=—. [druv=5 


wiedergegeben wird. Diese Gleichung sagt aus, daß die Geschwindigkeit des 
Schwerpunkts gleich dem Mittelwert der Geschwindigkeitsverteilung, und zwar 
gemittelt über die Massenverteilung w, ist. 


(5) 


In etwas anderer Schreibweise lautet (5) 
mt= [dzuv=P. (6) 


dzwv ist der Impuls der im Intervall dx befindlichen Masse, P daher der Gesamt- 
impuls und #v die Impulsdichte. Gleichung (6) besagt, daß der Gesamtimpuls 
gleich dem Produkt aus Gesamtmasse und Schwerpunktsgeschwindigkeit ist. 


Bildet man die Zeitableitung von (6), so entsteht 
mä -P=[Azinö + dv] - [az [no _ ru v| 


-[arulg, +05, |» = far. 


Dabei wurde das Glied mit d genau wie vorher in (3) nach der Kontinuitäts- 
gleichung ersetzt und anschließend ähnlich wie in (4) partiell integriert. Der 
Schwerpunkt genügt also der Gleichung 


Imt=P=K (8) 


mit K als der Gesamtkraft (444.1). In etwas anderer Form läßt sich (7) auch 
lesen als 


(7) 


K | 
= e 
m 


} 


== (9 


Die Sehwerpunktsbeschleunigung ist gleich dem Mittelwert über die entsprechend 
(444.5) gebildete „substantielle‘‘ Geschwindigkeitsänderung. 
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446 Bewegung einer Punktmasse 


Auch die geradlinige Bewegung eines starren Körpers wird durch die Grund- 
gleichungen (442.6) und (444.6) der Kontinuumsmechanik beschrieben. Beispiels- 
weise kann ein solcher Körper die Anfangsverteilung (x, 0) = f(x) besitzen. 
Wegen seiner Starrheit müssen sich alle Teile des Körpers mit gleicher Geschwin- 
digkeit bewegen. Daher gilt für die Geschwindigkeitsverteilung des starren 
Körpers die vereinfachende Voraussetzung v = v(f), die 


im Zusammenhang mit (443.8) untersucht wurde. Die f' a 
Kontinuitätsgleichung wird beim starren Körper also durch wer 
u(®,t) = x — s(t)) mit $=v befriedigt. Da der starre 
Körper hier nur einen Freiheitsgrad besitzt, genügt es, den 
Bewegungsablauf eines einzigen Punktes, zum Beispiel des 
Schwerpunktes, zu betrachten. Die noch offene Größe v(t) f 
ist mit der Schwerpunktsgeschwindigkeit identisch und er- -£ & 
füllt die Bewegungsgleichung (445.8). K ist die durch (444.1) ee 
gegebene, auf den starren Körper wirkende Gesamtkraft. Abb. 446. 

Zur Massendichte u 

Als besonderer Fall wird nun ein (wieder eindimensionaler) der Punktmasse 


starrer Körper von geringer Ausdehnung e, aber sehr großer 
Massendichte betrachtet, eine sogenannte Punktmasse. Ihre Massenverteilung ist 
für £= 0 in Abb. 446 wiedergegeben und soll in der Form 


f(z) = m-ö, (x) (l) 


beschrieben werden mit der auch für viele andere Anwendungen sehr zweck- 
mäßigen Funktion 


l/e new — ‘ 
ö,(&)= für 2 2 (2) 
0 sonst. 
Die zu (1) gehörige Gesamtmasse ist 
f de f(x) = m ni dxö,(z) = m; (3) 
denn die in (2) eingeführte ö,-Funktion ist so definiert, daß ihr Integral 
ö [ ded.0 = [E-! (4) 
-00 -&/2 


wird. ö,(x) ist übrigens eine der in [126] eingeführten ö-Funktionen und wird im 
nächsten Abschnitt noch weiter untersucht. Da sich das ganze Intervall e als 
„Punktmasse‘“ mit einer gemeinsamen Geschwindigkeit v(t) bewegt, treffen hier die 
Voraussetzungen von (443.8) zu, und für die Massendichte u: (x, t) ist der Ansatz 


nat) = fir — s()] = mö,le — s()] s= fh) (5) 
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geeignet. Unter (5) ist also eine Massenverteilung zu verstehen, die nur im Bereich 
|® — s(t)| < e/2 von Null verschieden ist und dort entsprechend (4) einen so 
großen Wert besitzt, daß ihr Integral wieder (3), also gerade die in diesem Intervall 
vereinigte Masse m liefert. (5) stellt einen Ansatz für die Dichte und Geschwindig- 
keit der Punktmasse dar, der die Kontinuitätsgleichung befriedigt. 


Beim Einsetzen von (5) in die Bewegungsgleichung (444.6) entsteht 


»[3- 255 möoS=k. (6) 
Die Kraft X auf die Punktmasse läßt sich als Kraftdichte nur durch die Funktion 


beschreiben, denn nur dieser Ausdruck ist in der e-Umgebung von x = s(t) von 
Null verschieden, also gerade dort, wo sich die Punktmasse tatsächlich jeweils 
befindet. Dieser Ansatz liefert in (6) die Bedingungsgleichung 


ms=K (8) 


für die im Ansatz (5) noch offengebliebene Funktion s(t), die nichts anderes als 
den Ort der Punktmasse angibt. Damit ist gezeigt, daß der Ansatz (5) die 
Kontinuitätsgleichung befriedigt und die Bewegungsgleichung für das Kontinuum 
in die gewöhnliche Newroxsche Bewegungsgleichung des Massenpunkts über- 
führt. Mit Ansätzen vom Typ (5) lassen sich also auch im Rahmen der Kontinuums- 
mechanik auch punktförmig konzentrierte Massen ohne Schwierigkeit beschreiben. 


447 Eigenschaften der ö- und 0-Funktionen 


Neben der in (446.2) eingeführten Funktion 6,(x) betrachten wir die durch 


'E € 
5 u l/e gti 
€ 
) sonst 
; £ 
ö.(&) = pp‘ e- lelle a) 
1 
1 -— (ale): 
ö,(2) = — e ? : 
e)2r 
1 € 
Ö.(&) 7 Bi 


beschriebenen und in Abb. 447.1 dargestellten Funktionen. 


Sie sind, wie man leicht nachrechnet, alle normiert und symmetriseh: 


fax 6,@ = 1 .(- 2) = 6,(+2), (2) 
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und außerdem nur iu einer e-Umgebung von x = 0 wesentlich von Null verschie- 
den. Sie besitzen daher alle die Eigenschaft 


far ös&@- =) ya) = y@), (3) 
wenn die linke Seite von (3) im Sinne von Abb. 447.2 als Abkürzung von 
ar —-)y(«) =lim [de ö,(& — a’) y(a’) (4) 
€>0 


verstanden wird. Die Funktionen (1) sind also Spezialfälle der in [126] eingeführten 
ö-Funktion. Sie können alle gemäß 


— [da’ö(a). (5) 


oo 


als Ableitungen entsprechender Einschaltfunktionen 9, siehe Abb. 447.3, auf- 
gefaßt werden. 


d 
x 
| | x 
Abb. 447.2. Mittelung über das e-Intervall 
€ € 
a b 


Olxl 


dee 


Abb. 447.1. Darstellung der ö,-Funktionen Abb. 447.3. Darstellung der durch (5) defi- 
von Gleichung (1) nierten Funktion 9(x). Die ö,-Funktionen 
geben alle einen quantitativ etwas verschie- 
denen Verlauf. Die erste von ihnen liefert 
die gestrichelte Kurve 


Die ö-Funktion besitzt weiter die Eigenschaft 
L' .& 
denn beim Integrieren von (6) entsteht wegen (2) nach en der Variablen 


[ax (2) = [dx ö(+1al2) - [ax öl la|x) [av ö(y). (7) 


Tal 
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Die ö-Funktion mit einer Funktion f(x) im Argument liefert überall dort Bei- 
träge, wo diese Funktion ihre Nullstellen x, besitzt. Bei Entwicklung in der 
Nähe einer Nullstelle x, und Verwendung von (6) entsteht 


ste, | (&) 
e 


7 


Diese Gleichung ist natürlich nur sinnvoll, wenn (df/d), + 0 ist, wenn also die 
Nullstelle bei x, einfach ist. Bei Vorhandensein mehrerer einfacher Nullstellen 
gilt die Gleichung 
ö(2 — %,) 
ö =). ——. 9 
| Nal=8 7 9) 


i 
Diese Formeln sollen das praktische Rechnen mit ö-Funktionen erleichtern. 


Auch die Ableitungen von d-Funktionen — wobei man vornehmlich an glatte 
ö.-Funktionen vom Typ der Abb. 447.1c zu denken hat — besitzen entsprechend 


Böle-e af 9 
Jar: FI I) = 35 [ar d@ - Dre) = - (10) 
oder auch 
‚[ (on s of DE VRR SE | DESEEER 
-/ar| z 8, |=0 [az sw au) 


einen ganz bestimmten Sinn. Im vorliegenden Falle transformiert diese erste 
Ableitung von ö eine Funktion offenbar in deren negative Ableitung. 


Eine Punktmasse im dreidimensionalen Raum, die sich am Koordinaten- 
ursprung befindet und die Masse m besitzt. wird durch die Dichteverteilung 


ul) = mö(t) (12) 
beschrieben. Darin ist ö(t) durch die Gleichung 


ö(t) = Ölx) ö(y) 6(z) (13) 


definiert. Versteht man unter ö(x) in (13) die erste der Funktionen (1), so 
bedeutet (12) die Massendichte eines Würfels mit der Kantenlänge & und der 
Gesamtmasse m. Verwendet man für ö(x) dagegen die dritte der Gleichungen (1), 
so beschreibt (12) wegen 


(14) 


8.0 = (ee dus 


eine kugelsymmetrisch angeordnete Massenverteilung. Bei allen Problemen 
jedoch, wo es auf die genaue Form der Punktmasse nicht ankommt, spielt 
auch die Wahl der speziellen Funktion (1) keine Rolle. Schließlich wird die Dichte- 
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verteilung einer Punktmasse, die sich an der Stelle r=5 befindet und die 
Masse m besitzt. durch die Massendichte 


ul) =mölt— 8) (15) 
beschrieben. 


45  Dreidimensionale Feldmeechanik 


Zusammenfassung: Die Überlegungen von [44] werden auf den dreidimensionalen Fall er- 
weitert. Charakteristische Größen sind die Massendichte u (t, t) als Masse pro Volumeneinheit, 
der Vektor der Geschwindigkeitsverteilung v(r, it) und die Massenstromdichte j = uv als die 
in der Zeiteinheit durch die Flächeneinheit strömende Masse. — Einen anschaulichen Über- 
blick über solche Vektorfelder gibt das Stromlinienbild. Die Stromlinien als gerichtete Kurven 
zeigen die Richtung des Feldvektors an, ihre Zahl pro Querschnittsfläche ist ein Maß für den 
Betrag des Vektors am- gleichen Ort. Stromlinien AeBIIHeR und enden dort, wo ein Vektor- 
feld j(r) seine Quellen und Senken besitzt, wo also divj 0 ist. In irgendeinem Vektorfeld v (rt) 
sind geschlossene Stromlinien ohne Anfang und Ende nur vorhanden, wenn das Feld Wirbel 
w=roto=+0 besitzt. Beschreibt v(r) das Geschwindigkeitsfeld einer Massenverteilung, so 
bedeutet mw(r)/2 den Vektor der Drehgeschwindigkeit von Massenteilchen in der Umgebung 
von t. Durch die Integralsätze von GAuss und STOKES 


Hai-[[ fe Bar=| [az v) 


werden die Quellen und Wirbel über größere Gebiete aufsummiert. — Die vollständigen 
Bewegungsgleichungen der Kontinuumsmechanik sind 


+ =0 ul2+02-0 V=f 
9 "9 dt = 


Sie bestimmen w(t, £) und v(t, f) bei bekannter Kraftdichte f(r, t) und enthalten unter anderem 
auch die Mechanik einer Punktmasse, nämlich mit der Massendichte (rt, t) = mölr — 3(t)] 
und der Geschwindigkeit v(t,?) = $(t). Dabei ermöglicht die Funktion ö(t) ein müheloses 
Umrechnen zwischen Punktmasse und Kontinuum. 


451 Charakteristische Größen der Bewegung 


In [442], [443] und [444] konnte gezeigt werden, daß eine eindimensionale 
Bewegung in der Kontinuumsmechanik durch die Masse pro Längeneinheit 
u = u(x,t) und die Geschwindigkeitsverteilung v = v(x, t) beschrieben wird. 
Diese beiden Felder bestimmen sich aus den Gleichungen 


ou, dm # BR RR 
ara “art raz|e=t en 


bei bekannter Kraft pro Längeneinheit k = k(z. t). 
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Die Beschreibung von Massenbewegungen im Raum erfordert eine dreidimensio- 
nale Erweiterung dieser Feldgleichungen. Entsprechend Abb. 451.1 denkt man 
sich irgendeinen Punkt r des Raums von einem Volumenelement dr umgeben. 
Dann ist die in diesem Volumenelement befindliche Masse 


dm=udr mit u=ult t) (2) 


als der Masse pro Volumeneinheit oder auch Massendichte. Hier ist also darauf 
zu achten, daß w(t, t) eine andere Dimension besitzt als u(x, £) in (1). Die Ge- 
schwindigkeitsverteilung 


vd =v(t, 2?) (3) 


muß hier durch ein Vektorfeld dargestellt werden, das zu beliebiger Zeit £ die 
an beliebigem Ort x herrschende Geschwindigkeit p nach Richtung und Betrag 


2 
= {| =” Ä a 
“u . “ 
! 
\ 
I 


% 
= wuöt 
Abb. 451.1. Abb. 451.2. 
Massenelement im dreidimensionalen Raum Massenstrom durch eine Fläche df 


beschreibt. In (2) und (3) sind bei einzelner Zählung der Komponenten ins- 
gesamt vier Felder erforderlich, um eine Musenbewegung im Raume darzustellen. 
Zu ihrer Bestimmung muß die Kontinuumsmechanik vier Gleichungen liefern, 
die durch Erweiterung von (1) auf den dreidimensionalen Fall entstehen. Das 
Kraftgesetz geht hierbei nämlich in eine Vektorgleichung über, während der 
Massenerhaltungssatz eine skalare Gleichung bleibt. 


Um die auftretenden Begriffe zu erläutern, wird in Abb. 451.2 der Massen- 
strom durch eine Fläche df betrachtet. df ist die Größe des Flächenelementes, 
n der Einheitsvektor in Richtung der Flächennormalen und vn die Normal- 
komponente von vb. Links von der Fläche df befindet sich Masse der Dichte u 
mit der nach rechts weisenden Geschwindigkeit v. Die gesamte Masse, die in dem 
von df und pınöt begrenzten Volumen ist, durchströmt df in der Zeit öt, daher ist 


öm=Jöt= unndföt=undföt mit ndf=di. (4) 
Durch das erste Gleichheitszeichen wird der Massenstrom ./ (Masse/Zeit) genauso 


wie früher in (442.1) definiert. Mit dem Vektor der Stromdichte 


isn, | ( 
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der die Dimension einer Masse pro Zeit- und Flächeneinheit besitzt, ist also der 
Gesamtstrom durch eine kleine Fläche df 


dJ=jdf. (6) 


Der Gesamtstrom durch eine größere, beliebig geformte Fläche setzt sich aus 
einzelnen Beiträgen (6) additiv — das heißt durch ein Integral — zusammen: 


I=/[fatj. (7) 


Bei der dreidimensionalen Bewegung treten somit drei Größen auf, von denen 
die Massendichte u skalar ist und die Größen v und j Vektorfelder darstellen. 
Die Stromdichte j ist durch (5) gegeben, während u und v durch die dreidimensio- 
nal erweiterten Gleichungen (1) 


bestimmt werden. Sie werden in [454] und [456] präzis abgeleitet. Zuvor aber 
müssen die Eigenschaften der drei Vektorfelder v(r, t), j(v,) und f(r, t) an- 
schaulich dargestellt und interpretiert werden. Dann erst ist es zweckmäßig. 
die Bewegungsgleichungen (8) mit den in ihnen enthaltenen Aussagen abzuleiten 
und zu deuten. 


452 Das Stromlinienbild eines Vektorfeldes 


Die in [451] auftretenden Größen v, j und f sind Vektorielder, bei denen 
jedem Raum- und Zeitpunkt r und £ ein Vektor zugeordnet wird. Solche Felder. 
zu einem festen Zeitpunkt t=0 betrachtet, sollen im folgenden veranschaulicht 
werden. Als Beispiel wird irgendeine durch j(t) gegebene Stromdichteverteilung 
untersucht. 


Läßt sich ein Vektorfeld, wie zum Beispiel die Kraft $i(r) in [234], als Gradient 
eines Potentials darstellen, so veranschaulichen die Potentialflächen das betref- 
fende Vektorfeld hinreichend. Diese Möglichkeit besteht jedoch nur bei Feldern, 
die der Bedingung (234.6) genügen. Bei allgemeineren Feldern besteht zunächst 
nur die Möglichkeit, daß man sich an jedem Ort x einen Pfeil angebracht 
denkt, der den zugehörigen Wert j(t) des zu veranschaulichenden Vektorfeldes 
charakterisiert. Ein zweidimensionales Beispiel hierfür liefern die bekannten 
Wetterkarten, in denen an den einzelnen Beobachtungsstationen Windstärke 
und Windrichtung entsprechend eingetragen sind. 


Noch anschaulicher als das soeben erwähnte Vektorbild ist das Stromlinienbild 
eines Vektorfeldes: Unter einer einzelnen Stromlinie wird eine Raumkurve r (x) 
verstanden, die so gelegt ist, daß ihre Tangentenrichtung dr/d« an allen Orten 
t(&) mit den Richtungen des Feldvektors an den gleichen Orten j(r(x)) über- 
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einstimmt. Die Differentialgleichung einer Stromlinie ist demnach dr/da& = j(t(«)). 
In Abb. 452.1 sind einzelne Stromlinien in ein Vektorfeld eingetragen. Speziell 
beim Feld j(r) einer stationären Massenströmung ist die Stromlinie identisch mit 
der Bahn, auf der sich ein individuelles Massenteilchen bewegt. 


Unter dem Stromlinienbild des Vektorfeldes j(r) versteht man die Gesamtheit 
aller Stromlinien im Raum, die sich überhaupt konstruieren lassen. Durch jeden 
Ort x läuft eine solche Stromlinie, die die Richtung des Feldvektors j(r) angibt. 
Damit das Stromlinienbild gleichzeitig etwas über den Betrag des Feldvektors 
j(x) aussagt, wird folgende Konvention getroffen: Die einzelnen Stromlinien 
werden nicht als kontinuierliche Linienschar eingetragen, sondern mit einer nur 
endlichen Liniendichtez. Dies ist die Stromlinien- 


e zahl, bezogen auf eine Querschnittseinheitsfläche. 
y Pa “ Die Liniendichte wird überall so gewählt, daß 

a - i 
Beine z= oil M) 
/ er _ 2. gilt. Dann ist z ein direktes Maß für den Betrag 
7 des Feldvektors. Der Proportionalitätsfaktor a 
14 4 G Pe zen _ kann dabei der zeichnerischen Situation entspre- 
er chend beliebig gewählt werden. Er bedeutet die 
Abb. 452.1. Liniendichte (m”?) pro Stromdichte (kgm"?s"}). 
Stromlinien im Vektorfeld Bei der in (1) getroffenen Konvention über die 


Liniendichte muß man allerdings in Kauf neh- 
men, daß man gelegentlich gezwungen ist, irgendwo im Raume neue Linien ent- 
stehen oder alte Linien enden zu lassen, um Bedingung (1) an allen Orten er- 
füllen zu können. Die Bedeutung solcher Linienanfänge und -enden bleibt noch 
zu untersuchen. 


Die durch ein gerichtetes Flächenelement df hindurchtretende Linienzahl ist 
dZ=zl|df|cos(df.j)=adfj, (2) 
denn z ist die Stromlinienzahl pro Flächeneinheit, und neben z steht in (2) die 


Komponente von df in Richtung der Stromlinien. Die durch ein beliebig geformtes 
Flächenstück F von endlicher Größe hindurchtretende Gesamtstromlinienzahl 


Z=a/[afi=aJ (3) 


entsteht durch Integration von (2). Diese Linienzahl ist also offenbar ein direktes 
Maß für den durch F hindurchfließenden Gesamtstrom J (mit « als Maßstabs- 
faktor). Genau wie J 2 0 sein kann, trägt auch die Linienzahl Z 2 0 beide Vor- 
zeichen. Z wird als positiv definiert, wenn die Richtungen der Stromlinien und 
der Flächennormale gleichgerichtet sind. 


Als nächstes wird eine geschlossene Fläche F, (siehe Abb. 452.2) betrachtet. 
Die aus dieser Fläche heraustretende Linienzahl ist 


Zu=aßdii=ay,. (4) 
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Sie ist ein charakteristisches Maß für J,, die in der Zeiteinheit aus der Fläche F, 
heraustretende Masse, die sogenannte Quellstärke. Treten, wie im Falle der 
Abb. 452.2, aus F', Stromlinien heraus, so ist mit Z,>0 auch J,>0, und es 


befinden sich in F, Quellen. Im umgekehrten Falle befinden sich dort Senken: 
Z>0 Quellen Stromlinienanfänge (5) 


Zu, <0 Senken Stromlinienenden. 


Treten gleichviel Linien ein wie aus, so ist Z,= 0, und das von F, umschlossene 
Gebiet ist (als Ganzes) quellenfrei. Überall also, wo bei der Konvention (1) für die 


ZEN 


Abb. 452.2. Stromlinien, die von einer Quelle 
her aus einer geschlossenen Fläche heraus- 
treten 


HH Abb. 452.3. 
Stromlinienfeld mit Quelle und Senke 


ß f, 
Abb. 452.4. Quellenfreie Strömung 


Stromliniendichte z Stromlinien beginnen und enden, befinden sich Quellen und 
Senken des Vektorfeldes j(t). Abb. 452.3 zeigt ein Strömungsfeld, das abgesehen 
von einer Quelle und einer Senke im ganzen Raume quellenfrei ist. Außerhalb der 
Quellen und Senken, künftig gemeinsam nur noch kurz als Quellen bezeichnet, 
dürfen daher keine Stromlinien beginnen oder enden. Abb. 452.4 zeigt einen Aus- 
schnitt aus dem Stromlinienbild einer quellenfreien Strömung. Die beiden dort ein- 
gezeichneten Flächen F,=df, und F,=df, werden von den gleichen Strom- 
linien durchflossen. Es ist dZ, = dZ,, und demzufolge gilt 


dJ,=dJ, hafh=sjedh. (6) 


Durch beide Flächen fließt derselbe Gesamtstrom. Die zugehörigen Stromdichten 
jı und ;j, dagegen verhalten sich umgekehrt wie die Flächen. Dieses Beispiel 
zeigt noch einmal anschaulich die Eigenschaft (1), daß nämlich die Stromdichte j 
um so größer ist, je kleiner in (6) die zugehörige Fläche df ist, je dichter also in 
Abb. 452.4 die Stromlinien liegen. 


Es gibt auch Vektorfelder, deren Stromlinien keine Anfänge und Enden 
besitzen, sondern vielmehr in sich geschlossene Kurven darstellen. Beim ‚„Um- 


21 Macke, Teilchen. 3. Aufl. 
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rühren‘ einer Flüssigkeit zum Beispiel entstehen Stromlinienbilder von der Art, 

wie sie in Abb. 452.5 dargestellt sind. Man spricht hier von Wirbeln der Strö- 

mung, da ein mit der Strömung mitschwimmendes Probekörperchen (zum 

Beispiel ein Stück Holz) im Kreise herumgewirbelt wird. Integriert man ein 
solehes Vektorfeld wie das von Abb. 452.5 längs einer 
Stromlinie über einen Umlauf. so entsteht 


$drj= Pdsjjl>o. (7) 


(©) Das Vektorfeld j ist stets mit dem Linienelement der 

Stromlinie gleichgerichtet. Das Integral wird positiv. 

Eine wirbelhafte Strömung verletzt daher gerade die in 

(234.6) geforderte Bedingung dafür, daß ein Vektorfeld 

Abb. 452.5. (dort $, hier j) ein Potential besitzt. Die Bedingung 

Wirbelhaftes Vektorfeld dafür, daß sich ein Vektorfeld durch ein Potential dar- 

stellen läßt, lautet also vom Standpunkt des Strom- 

linienbildes, daß die Stromlinien keine Wirbel aufweisen dürfen, sondern viel- 
mehr in Quellen entstehen und in Senken enden müssen. 


453  Divergenz der Massenstromdichte 


Nunmehr wird ein Strömungsfeld j(t) betrachtet, in dem sich Quellen befinden. 
Durch eine geschlossene Oberfläche, dargestellt in Abb. 453.1, tritt dann ein 
Massenstrom nach außen, also gilt 


J= fatj>0. (1) 


Im Inneren des betrachteten Volumens müssen also Feldlinien entstehen. Ist 

i(t) eine analytisch gegebene Funktion, so wird man sich fragen, wo diese Quellen 

lokalisiert sind, an welchen Orten also die in (1) aus 

x 7 der Gesamtfläche heraustretenden Stromlinien ent- 
d 


stehen. 
f 
Das Gesamtvolumen der Abb. 453.1 wird durch eine 


1 beliebig geformte Trennwand in zwei Teilvolumina 
unterteilt. Der Gesamtstrom (1) läßt sich dann auch 

durch 1 R 
Abb. 453.1. J-Patj+ dti (2) 


Volumen mit Trennward ö \ 
und Teilgebieten 1 und 2 darstellen. In diesem Ausdruck ist einerseits der Strom J 


durch die Außenfläche entsprechend (1) enthalten, 
andererseits enthalten die Integrale in (2) noch je einen Strom durch die Trenn- 
wand. Da auf dieser gemeinsamen Trennwand aber df in den beiden Ober- 
flächenintegralen entgegengesetzte Richtung besitzt,‚kompensieren sich die beiden 
Beiträge, da sie entgegengesetzt gleich sind. Deshalb läßt sich (1) durch (2) er- 
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setzen. Der durch die in (1) betrachtete Gesamtoberfläche hindurchtretende Strom 
ist in (2) also in zwei Anteile zerlegt. Die in den Teilvolumina 1 und 2 erzeugten 
Massenströme addieren sich. Verschwindet zum Beispiel das erste der Integrale (2), 
so läßt sich aus (1) und (2) folgern, daß die Quellen des Feldes j(t) sich im Teil- 
volumen 2 befinden. 


Setzt man das im Zusammenhang mit (2) und Abb. 453.1 beschriebene Unter- 
teilungsverfahren weiter fort, so kommt man zu einer Aufteilung des Integrations- 
volumens von (1) in viele Einzelvolumina i=1,2..... und der Gesamtstrom 
ergibt sich entsprechend 


Ar, 
I-Iaii (3) 


als Summe über die Beiträge der einzelnen Teilvolumina Ar, zur Gesamtquell- 
stärke J des Feldes. Beim Übergang zu sehr kleinen Volumenelementen geht (3) 


in ein Volumenintegral 
J=[[farg (4) 


Ar 
: 1 im 
q= lim Zr (5) 


470° 


über. Hierbei wird 


als Quelldichte eingeführt. gdr ist die in einem Volumenelement dr pro Zeit- 
einheit erzeugte Masse. Das Oberflächenintegral 
in (5) läuft über die Begrenzungsfläche des 
Volumens Ar; anschließend wird der Grenz- 
übergang Ar > 0 durchgeführt. 


5 5 


Um diesen Ausdruck auszuwerten, sollen 
Integration und Grenzübergang von (5) in einem 
kartesischen Koordinatensystem x, y, z und für 


einen Quader als Volumenelement durchgeführt Abb. 453.2. Zur Ableitung 
werden. Anschließend wird das Ergebnis wieder des Gaussschen Satzes 


so dargestellt, daß es auf ein beliebiges Koordi- 
natensystem verallgemeinert werden kann. Für einen solchen Quader, dargestellt 
in Abb. 453.2, entsteht als Quelldichte (5) 


m Pi + Ani, Ah 
f (6) 
= Se z1MdyAzj,a+ Ar, y, 2’) - Aydzjia, y’, +}. 

y' und y’’ liegen zwischen y und y + Ay. Für Ax, Ay, Az — 0 gehen sie in y über. 
Entsprechendes gilt für 2’ und z’’. Zur Oberfläche gehören sechs Quaderflächen, 
die sich paarweise gegenüberstehen. Die beiden zu df, gehörigen Flächen sind in 
der zweiten Zeile von (6) berücksichtigt, die übrigen Komponenten folgen analog. 
21* 
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Geht man nunmehr zur Grenze Ax, Ay, Az — 0 über, so entstehen in der zweiten 
Zeile von (6) die partiellen Differentialquotienten 


95, 95 95, dj 

e- ae re (M 
die sich als skalares Produkt zwischen der Stromdichte j und dem Vektor- 
differentialoperator 9/9r darstellen lassen. Diese Formulierung ist unabhängig 
vom speziell gewählten Koordinatensystem. dj/dr bedeutet also die pro Volumen- 
und Zeiteinheit erzeugte Masse und wird deshalb auch als Divergenz, auf deutsch 
Ergiebigkeit, des Vektorfeldes oder kurz als divj bezeichnet. 


Aus (1), (4) und (7) folgt nunmehr die Gleichung 


Gei-[[ ar (8) 


In den bisherigen Ausführungen bedeutet j(r) die Massenstromdichte. Damit 
wurde das Feld anschaulich interpretiert. Bei der mathematischen Ableitung 
von (8) wurde aber lediglich vorausgesetzt, daß j=j(r) irgendein gegebenes 
Vektorfeld ist. (8) kann daher auch als rein mathematischer Satz aufgefaßt 
werden, der von beliebigen Vektorfeldern j(t) erfüllt wird. Er wird als GAussscher 
Satz bezeichnet. Läßt sich bei einer Volumenintegration der Integrand wie in (8) 
als Divergenz eines Vektorfeldes darstellen, so kann dieses Volumenintegral mit 
dem Gaussschen Satz (8) in ein Oberflächenintegral über den Rand des betreffen- 
den Volumens umgeformt werden. Die ursprünglich dreidimensionale Volumen- 
integration ist damit auf eine zweidimensionale Oberflächenintegration reduziert. 
Dieser Satz wird sehr häufig und bei den verschiedensten Vektorfeldern angewandt. 


In Gleichung (1) wurde eine Strömung j(r) betrachtet, bei der ein Strom aus 
einer geschlossenen Oberfläche heraustritt. Das zugehörige Stromlinienbild muß 
daher so beschaffen sein, daß aus diesem Volumen mehr Stromlinien austreten 
als eintreten. Es müssen also Stromlinien erzeugt werden. Das gleiche gilt für 
ein sehr kleines Volumen dr, wenn dort die Quelldichte (5) und entsprechend 
ihrer Auswertung (7) von Null verschieden ist. Die skalare Funktion divj läßt 
die Orte erkennen, an denen sich Quellen befinden. Stromlinien entstehen und 
vergehen daher überall dort, wo die Quelldichte 


1° Fr Senken 
von Null verschieden ist. In Abb. 452.2 ist zum Beispiel eine Quelle dargestellt. 


di >0 Quellen (9) 


454 Erhaltungssatz der Masse 


In den letzten beiden Abschnitten wurde des öfteren vom Entstehen und 
Verschwinden von Masse gesprochen. Diese Bezeichnungsweise ist natürlich nicht 
wörtlich zu nehmen, da die Masse einem Erhaltungssatz genügt und im allgemei- 
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nen weder entstehen noch verschwinden kann. Trotzdem kann, genau wie in 
(453.1) vorausgesetzt, ein Massenstrom aus einem Volumenelement heraus- 
treten. Dabei wird die in dem betreffenden Volumen zurückbleibende Masse 
dann entsprechend kleiner. Genauso ist (453.9) zu verstehen Die Stromdichte j(t) 
kann durchaus Quellen oder Senken im Sinne des Stromlinienbildes besitzen, 
wenn nämlich die am betrachteten Ort befindliche Masse ihre Dichte u verringert 
oder vergrößert. Das bedeutet anschaulich, daß die Masse nach allen Seiten 
davonströmt bzw. daß von allen Seiten Masse zusammenströmt und der Massen- 
dichte einen größeren Wert gibt. 


Der allgemeine physikalische Satz, daß Masse weder erzeugt noch vernichtet 
werden kann, soll nun seine mathematische Formulierung erhalten. Zunächst 
wird dieser Satz für ein beliebiges Volumen, wie etwa das der Abb. 453.1, auf- 
gestellt. &m bedeutet die Änderung der in diesem Volumen vorhandenen Gesamt- 
masse m(f) während des betrachteten Zeitraumes öt. Der Massenerhaltungssatz 
fordert, daß die in diesem Zeitraum nach außen tretende Masse Jöt zu einer ent- 
sprechenden Massenabnahme im Innern führt: 

—-öm=— a Jöt 
dt 


dm | () 


Die in (1) auftretenden Größen m und J lassen sich entsprechend 
m=/[faruw Ic) = farile, (2) 


durch Integrale ersetzen, und der Erhaltungssatz der Masse (1) wird dabei in 


[fan Bai-[[ al + ]-0 (3) 


überführt. Er gilt voraussetzungsgemäß für beliebige Volumina und somit 
auch für beliebig große und beliebig kleine. Erstreckt man das Integral über 
das gesamte unendlich ausgedehnte Volumen, so daß kein Randstrom mehr nach 
außen treten kann, dann geht (3) in die Form 


Am 


Eu (4) 


über und sagt aus, daß die gesamte im unendlichen Volumen vorhandene 
Masse m, zeitlich konstant ist. 


Betrachtet man den Satz (3) für ein sehr kleines Volumen dr am Ort rt, so 
entfällt die im letzten Ausdruck von (3) erforderliche Volumenintegration, und 
der Erhaltungssatz der Masse erhält hier die Form 


ee (5) 
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In dieser Form wird er auch als Kontinuitätsgleichung bezeichnet. Gleichung (5) 
muß für alle Orte r und Zeiten t erfüllt werden. Ersetzt man j durch (451.5), so 
stellt diese Gleichung den Zusammenhang 


fe =0 (6) 


zwischen der Massendichte «u und dem Geschwindigkeitsfeld d her und liefert 
gleichzeitig die eine der Bedingungsgleichungen (451.8) zur Bestimmung der 
vier unbekannten Größen u und v. 


455 Wirbelfelder 


Die in [452] besprochene Stromliniendarstellung eines Vektorfeldes zeigte als 
besondere Charakteristika dessen Quellen und Wirbel. In [453] wurde ein 
quellenhaftes Feld j(t) untersucht. Es stellte sich dabei heraus. daß sich Quellen 
bei ai 

N (l) 


befinden, daß die Quellen dieses Feldes also lokalisierbar sind und durch seine 
Divergenz divj beschrieben werden. In entsprechender Weise gilt es jetzt. die 
Wirbel (Zirkulation) 


W=-$Pdrv (2) 


eines Feldes v (tr) zu untersuchen und ebenfalls auf ihre Ursachen zurückzuführen. 
das heißt also, die Wirbel des Feldes v (tr) zu lokalisieren. Als Beispiel wird das 
Geschwindigkeitsfeld d — v(r) betrachtet. Natürlich könnte man genauso die 
Wirbel von j(t) untersuchen. Die Wirbel von v (r) spielen jedoch in der Kontinuums- 
mechanik eine wichtigere Rolle. Alle in diesem Abschnitt durchgeführten Über- 
legungen gelten aber für ganz beliebige Vektorfelder. unabhängig von deren 
spezieller Bedeutung. 


Bei den weiteren Überlegungen wird vorausgesetzt, daß v = v(r) ein analytisch 
gegebenes Vektorfeld ist. das zumindest an einigen Stellen geschlossene Strom- 
linien von der Form der Abb. 452.5 enthält. Ein geschlossenes Wegintegral längs 
einer solchen Stromlinie liefert nach (452.7) von Null verschiedene Werte 


W= $dsivl +0. (3) 


Wie am Schluß von [234] genauer untersucht wurde. kann dieses Feld nicht als 
Gradient eines Potentials dargestellt werden. 


In Abb. 455.1 wird eine geschlossene Kurve € betrachtet, die nicht notwendig 
längs einer Stromlinie verläuft. deren Wirbel (2) aber als von Null ver- 
schieden angenommen werden. Die geschlossene Linie denkt man sich als Be- 
grenzungslinie irgendeiner beliebig geformten Fläche. Durch einen Schnitt 8 
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wird die Fläche in zwei Gebiete 1 und 2 unterteilt. Das Integral (2) läßt sich 
dann durch 


1 2 
W=$dıvn + Pdro (4) 
darstellen. Gleichung (4) enthält nämlich neben den Randlinien der Gesamt- 


fläche von Abb. 455.1 nur noch die Schnittlinie zwischen 1 und 2, die in den 
Integralen von (4) zweimal in entgegengesetzter 


? 4 Richtung durchlaufen wird und daher insgesamt 
keinen Beitrag zu W liefert. 
Eine weitergehende Aufteilung der gekrümmten 
Fläche in einzelne Flächenelemente Af,, Afs, ---, 
Af;, ... ermöglicht in sinngemäßer Verallgemeine- 
ce rung von (4) die Darstellung des Wirbels (2) durch 
8 8 
Abb. 455.1. Untersuchung Ah 
der Wirbelhaftigkeit. Das WVW=-YW= dr». 5 
Wegintegral € wird durch die 2 i 2 9 ' = 


Schnittlinie $S in zwei Um- s ; i s 
laufintegrale um die Teil- &lso durch eine Summe von Einzelwirbeln W,. Die 


flächen 1 und 2 zerlegt Flächenelemente Af; können dabei beliebige Rich- 

tungen besitzen, müssen sich aber zu einer einfach 

zusammenhängenden Fläche zusammensetzen, die von der in (3) und Abb. 455.1 

gegebenen Randkurve begrenzt wird. Die Richtungsvektoren aller Flächen werden 

wie immer so gewählt, daß sie von ihren Randkurven im Rechtsschraubensinn 
umlaufen werden. 

In (5) ist der Gesamtwirbel innerhalb einer geschlossenen Randkürve auf die 
Wirbel einzelner umschlossener kleiner Flächenelemente 4; 
zurückgeführt. Die Auswertung erfolgt im rechtwinkligen 
Koordinatensystem und für solche Flächen zwischen 
der gegebenen Randkurve, die infinitesimal nur aus 
kleinen „Baukastenflächen“ bestehen, die alle parallel zur 
xy-, yz- oder zx-Ebene liegen. Für eine solche Baukasten- 
fläche, wie das in Abb. 455.2 dargestellte Flächenstück 
Af; = Ax4Ay, wird W, berechnet. Das um diese Fläche | : ; 

. . x . ntegrationsweg beim 
Af; = e,ÄäxAy laufende Integral läßt sich sofort aus-  Tinienintegral von (6) 
werten! 


Abb. 455.2. 


If: 
W,;= $ drv=Axv,(at, y,2) - Axv,(&’,y+ Au, 2) (6) 
+ Ayv,(& + Az. y’, 2) - Ayv,(®, y’. 2). 
Für die Zwischenpunkte x’, x’, y' und y'’ gilt das im Zusammenhang mit (453.6) 
sesagte. 
Das Linienintegral von Abb. 455.2 liefert also vier Beiträge, die sich zu 
'ov, g®, ) 


W;= ArAy(z, a 
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zusammenfassen lassen. Wegen der Gültigkeit von 


d 90, dm, 
At;=e,AxAy e[2, x 0)- Mr — rn (8) 


läßt sich (7) auch durch 
Wi=Ahlgr xv) (9) 


darstellen. (9) aber ist eine koordinatenunabhängige Form von W,, die auch dann 
gilt, wenn Af,; die Richtung ce, oder e, besitzt. 


Unter Verwendung von (9) und Überführung der Summation in eine entspre- 
chende Integration entsteht für die Darstellung der Wirbel .(5) 


Pan-| fail (7x0) 


Die Gesamtwirbel des Vektorfeldes v(r) auf einem geschlossenen Linienzug 
lassen sich auf die Eigenschaften des Feldes v (rt) auf einer Fläche zurückführen, 
die von diesem Linienzug begrenzt wird, aber sonst beliebig geformt ist. Auf 
dieser sind die Wirbel dort lokalisiert, wo der Integrand von (10), die Wirbeldichte 
(pro Flächeneinheit), von Null verschieden ist. Es gibt also 


(10) 


Wirbel bei 2- x +0. a) 


Die Vektorverknüpfung des Differentialoperators 9/dr mit einem Vektorfeld p (r) 
wird deshalb als die Rotation des Vektorfeldes v (tr), kurz als rot v, bezeichnet. 


Ähnlich wie früher in (453.8) ist in (10) ein allgemeiner, von der speziellen 
Bedeutung des Feldes v(r) unabhängiger mathematischer Satz enthalten, der 
Stokzssche Integralsatz. Dessen Anwendung liegt darin, ein Flächenintegral 
immer dann, wenn sein Integrand sich in der Form (10) darstellen läßt, auf 
ein bloßes Wegintegral zu reduzieren. Er überführt also eine zweidimensionale 
Flächenintegration in eine eindimensionale Wegintegration über den Rand der 
Fläche. 


Der Stoxzssche Satz klärt eine in [234] und [235] noch otfengebliebene Frage. 
Nach (234.6) besitzt das Kraftfeld & (r) immer ein Potential, wenn es der Bedingung 


Hars=0 (12) 


für beliebige geschlossene Wege genügt. Andererseits wurde in (235.5) gezeigt, 
daß die Bedingung 3 


notwendig erfüllt werden muß, wenn ft ein Potential Y besitzen soll. Daß diese 
Bedingung gleichzeitig auch hinreichend ist, konnte dort nicht gezeigt. werden. 
folgt aber jetzt mit dem Stoxzsschen Satz 


IHEIE 3 xR)- - Gars. (14) 


N 
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Gilt nämlich im ganzen Raum (13), dann hat das mit (14) auch die Gültigkeit 
von Gleichung (12) auf beliebigen, geschlossenen Wegen zur Folge, und dies. 
war in [235] nicht nur notwendig, sondern auch hinreichend dafür, daß die Kraft 
ein Potential besitzt. Auch diese Überlegungen gelten natürlich außer für (rt) 
und d(r) auch für beliebige andere Vektorfelder. 


Speziell beim Geschwindigkeitsfeld v(r) besitzt das zugehörige Wirbelfeld 


we =-x 06) (15) 
eine einfache anschauliche Bedeutung. w(r)/2 ist nach Achsenrichtung und 
Betrag gleich der Winkelgeschwindigkeit, mit der einzelne Bestandteile. der 
mit d(r) bewegten Massenverteilung um den Ort r rotieren. Diese Behauptung 
soll hier nicht allgemein bewiesen, aber an einem einfachen Beispiel erläutert 
werden. Das Geschwindigkeitsfeld 


vud)=oxr (16) 


mit konstantem Vektor @ beschreibt bekanntlich eine Massenverteilung, die 
als Ganzes eine Rotation um die durch den Koordinatenursprung t = 0 führende 
Achse des Vektors & mit der Winkelgeschwindigkeit |ö| ausführt. Bei r befind- 
liche Massen bewegen sich dabei auf einem Kreise |r| = konst., werden außerdem 
aber auch mit der Winkelgeschwindigkeit @ gedreht. Bildet man andererseits die 
Rotation von (16), so wird mit 


° & or =) Re 2 ; 
En in ö, T=36-0=-26 (17) 


die obige Behauptung bestätigt, wobei (235.14) benutzt wurde. 


456 Vollständige Bewegungsgleichungen 


Bei der Bewegung einer kontinuierlichen Massenverteilung sind als charakte- 
ristische Größen bislang die Massendichte u(t, t), die Geschwindigkeitsvertei- 
lung’v (rt, it) und die Stromdichte j(r, it) aufgetreten. Die letztere hängt über 


lisanl @) 


mit den ersten beiden zusammen, wie in (451.5) gezeigt werden konnte. Massen- 
dichte x und Geschwindigkeitsverteilung vd sind durch die Kontinuitätsglei- 
chung (454.6) 


urn (2) 


verbunden, die die Erhaltung der Masse beschreibt. Zur vollständigen Bestim- 
mung der charakteristischen Größen fehlt noch eine Vektorgleichung, die den 
Einfluß von Kraftwirkungen auf die Geschwindigkeitsverteilung berücksichtigt. 
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Analog zu den Ausführungen in [444] wird die in einem Volumenelement 
befindliche Masse dm betrachtet, auf die eine Kraft AR wirkt: 
dm = udr dft=fdr. (3) 
Das Newronsche Gesetz fordert, daß diese Kraftwirkung innerhalb eines Zeit- 
raums öf auf die Geschwindigkeit einen Einfluß ausübt, der der Gleichung 


dmöv=dföt (4) 


genügt. In Abb. 456 wird ein Volumenelement dr be- 
trachtet, das die Masse dm enthält. Sie bewegt sich mit 
de dr der Geschwindigkeit vd und befindet sich nach einer 
Zeit öt am Ort v+ör=r+Ddöt. 


ö4=m6t 


4 Der in (4) auftretende Geschwindigkeitszuwachs öv muß 

als Differenz zwischen Endgeschwindigkeit bei + ör 

Abb. 456, Bewegung und £-+öt und Anfangsgeschwindigkeit bei r und f ge- 
eines Massenelementes bildet werden: 


Boa Zah9r Hol +önt+ö) - vwd). (5) 
In Komponenten x, y und z dargestellt bedeutet das bei gleichzeitiger Entwick- 
lung nach kleinen Größen 
sv=vla+dr.y+öyYy.2+d2,1+61)— v(z,y.z, 8) 
(6) 


Re: ö h 
51; + 05 + 8995 + 8232]. 


Dieser Ausdruck läßt sich unter Verwendung des Operators 9/dr wieder in 


Vektorform darstellen als 
BR Ö) 
öD Mer + Ör Ir o 


v mit Ör=Ddät. (7) 


Mit (7) für öb und unter Verwendung von (3) erhält (4) dann die Form der 
Bewegungsgleiehung 


[ar +0ar pen. (8) 


Das sind drei weitere Bedingungsgleichungen für die die Bewegung charakte- 
risierenden Größen (rt, t) und v(r. t). Die Gleichungen (2) und (8) stellen somit 
ein vollständiges System von Bestimmungsgleichungen für u und v bei gegebener 
Kraftdichte £(r. t) dar. 

Gleichung (8) enthält einen Term, in dem die drei Vektoren v, d/dr und v auf- 
treten. Die Schreibweise von (8) ist. entsprechend (6) und (7), so zu verstehen. 
daß zunächst die beiden Vektoren v und 9/dr miteinander skalar verknüpft 
werden und dieser Ausdruck dann als Differentialoperator auf den Vektor v 
wirkt. Unter Verwendung der Regel 

ax(bxe)=boar—coab (9) 
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für zweifache Vektorprodukte läßt sich dieser Bestandteil der Gleichung (8) 
auch als 


h) 
dv 


fi) > 
dr x0)+ 5, 0 vi (10) 


ov -ux(g 
u= > Fp 


or 
schreiben. In (10) ist sorgfältig darauf zu achten, daß 9/dr nicht nur Vektor. 
sondern auch Differentialoperator ist, der aber nur auf den einen der beiden 
in (10) auftretenden Vektoren v angewandt werden darf, nämlich auf denjenigen. 
der in (10) rechts von d/dr steht. Im letzten Glied von (10) verbietet die Vektor- 
schreibweise, das eine der beiden v links von 9/dr zu setzen, weil beide miteinander 
skalar verknüpft werden. Deswegen wirkt 9/dr nur auf dasjenige v, das mit einem 
senkrechten Pfeil versehen ist. Weil aber beide v gleichwertig sind, kann der 
letzte Term von (10) durch 


° m ' 
Era ee al) 


ersetzt werden. Damit ist der in (8) enthaltene Ausdruck (10) in einen Term mit 
der Rotation von v und einen mit dem Gradienten des Geschwindigkeitsquadrats 
aufgespalten. 


457 Bewegung einer Punktmasse 


Die Gleichungen der gewöhnlichen Punktmechanik sind in den Grund- 
gleichungen der Kontinuumsmechanik (456.2 und 8) mit enthalten. Um dies zu 
zeigen, wird eine einzelne Punktmasse betrachtet. Ihre punktförmig konzentrierte 
Masse steht unter dem Einfluß einer Kraftdichte, die, ähnlich wie in (446.7), durch 


fü = RW) Öölr— sl] () 


gegeben ist. 0 ist hier die durch (447.5 und 13) definierte räumliche ö-Funktion. 
Bei Integration von (1) über den gesamten Raum entsteht 


[[Jarte.n = ss) (2) 


mit $ als der auf die Punktmasse wirkenden Gesamtkraft. 


Für Massendiehte und Geschwindigkeit wird der Ansatz 


| alt, t) = mölr — &(t)] v(rt)=ov(t) (3) 


gemacht. Dabei bedeutet m die Punktmasse. u verschwindet überall außer in der 
Umgebung von r = 3(t). vo kann daher vereinfachend als ortsunabhängig an- 
genommen werden. Der Ansatz (3) für « und v überführt die Gleichungen (456.2 
und 8) in Bedingungsgleichungen für die in (3) noch offenen Größen m(t), 3 (t), d (k). 


Zunächst wird (3) als ein formaler Ansatz für « und v betrachtet, über dessen 
#rößen m=m(t) und 8=$(t) die Gleichungen (456.2 und 8) weitere Aussagen 
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machen müssen. Um (3) in (456.2) einsetzen zu können, wird vorerst die Zeit- 
ableitung von u gebildet. 

du dm ds 96 

Er er (4) 


Der zweite in (456.2) benötigte Term ergibt mit dem Ansatz (3) 
ou CK) 
=) 2 m: (5) 


Beim Vergleich von (456.2), (4) und (5) stellt sich heraus, daß die Geschwindigkeit 
v(f) mit der Geschwindigkeit 3(t) der Punktmasse übereinstimmen muß. Weiter 
geht (456.2) in die Gleichung 


ud 
or 


—-—- =0 (6) 


über. Die Kontinuitätsgleichung ist also mit dem Ansatz (3) für beliebige Bahn- 
kurven 3(f) und Massen m zu befriedigen. Sie fordert lediglich, daß m zeit- 
unabhängig ist. 
Beim Einsetzen von (3) in die Kraftgleichung (456.8) entsteht mit v = $ 
m3ölr — 3(t)) = Kölr— S(t)). (7) 


Integration über eine e-Umgebung um r=3(f) führt auf die Bedingung 
mö=R(3(l)). (8) 


Die einzelne Punktmasse mit dem Ansatz (3) für u und v befriedigt also die Grund- 
gleichungen (456.2 und 8) der Kontinuumsmechanik, wenn die in (3) auftretenden 
Größen m und 3(t) die Gleichungen (6) und (8) befriedigen, wenn also die Masse m 
konstant ist und der Ort 3(f) der Newronschen Bewegungsgleichung m$ = & 
genügt. Damit ist bewiesen, daß die Bewegung einer Punktmasse in den Grund- 
gleichungen der Kontinuumsmechanik als Spezialfall tatsächlich enthalten ist. Die 
Beweisführung selbst zeigt außerdem, wie mühelos und elegant der Übergang vom 
Kontinuum zur Punktmasse unter Verwendung von ö-Funktionen durchgeführt 
werden kann. Beim Verzicht auf die Funktion ö(r) hätte man umständliche 
und komplizierte Betrachtungen durchführen müssen, um den gleichen Gedanken- 
gang darzulegen. 


458 Bilanz von Erhaltungsgrößen 


In Abschnitt [454] wurde der Satz von der Erhaltung der Masse in integraler 
(454.1) und differentieller (454.6) Form dargestellt. Die letztere wurde als Kon- 
tinuitätsgleichung bezeichnet. Diese Darstellung soll im vorliegenden Ab- 
schnitt verallgemeinert werden. Dabei wird sich herausstellen, daß nicht nur für 
die Masse m, sondern für beliebige andere Größen A die zugehörigen Erhaltungs- 
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sätze ähnlich wie beim Erhaltungssatz der Masse formuliert werden können. Wir 
betrachten zu diesem Zweck irgendeine physikalische Größe A, die normalerweise 
eine Erhaltungsgröße ist. Beispiele hierfür sind die Masse und die Energie eines 
mechanischen Systems. Aber auch Impuls, Drehimpuls, Wärme, Entropie und 
andere Größen können im Rahmen der Feldphysik (und nicht nur der Konti- 
nuumsmechanik!) durch die nachfolgenden Bilanzgleichungen beschrieben werden. 


Mit A = A(t) bezeichnen wir die in einem gegebenen und zeitlich unveränder- 
lichen Volumen Ö befindliche Menge der betreffenden physikalischen Größe 
(Masse, Energie, ...). In einem Zeitintervall dt ändert sich A entsprechend 


Strömung: —dA=Jdi 


1 
Erzeugung: +dA=Ndt, (m 


wenn ein (vom Strom J beschriebener) Teil dieser Größe A durch den Rand des 
Volumens strömt oder in dem betreffenden Volumen eine durch N beschriebene 
Erzeugung der Größe A stattfindet. J und N bedeuten Strom und Erzeugung, 
bei der Masse den Massenstrom nach außen und die in Ö pro Zeiteinheit erzeugte 
Masse, bei der Energie den Energiestrom und die in Ö erzeugte Leistung. Unter 
Berücksiehtigung dieser Einflüsse erhalten wir 


A 4J=N (2) 


als Bilanzgleichung der betrachteten physikalischen Größe A. 


Wir setzen weiter voraus, daß A eine räumliche Verteilung besitzt. Dann werden 
durch die Gleichungen 


A=//[Saratı,t) J=fatil, t) N=f/[farvit. i) (3) 


die Größen a, j und » definiert. a bedeutet die auf die Volumeneinheit bezogene 
Größe, also die zu A gehörige Dichte. Durch die zweite Gleichung wird im Zu- 
sammenhang mit dem Strom J eine zugehörige Stromdichte j definiert, und » 
bedeutet in der letzten Gleichung (3) die auf die Volumeneinheit bezogene Er- 
zeugung von A. Nach Einsetzen der Ausdrücke (3) in die Bilanzgleichung (2) 
und Berücksichtigung des GAaussschen Satzes (453.8) entsteht 


erffelide  @ 


Da über das betrachtete Volumen Ö keine Voraussetzungen gemacht wurden, 
gilt‘(4) auch für ein bei r befindliches infinitesimales Volumen dr allein. In diesem 
Falle erhalten wir die zu (2) gehörige infinitesimale Form 


da, _ 
m 


w'dı (8) 
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der Bilanzgleichung. Diese partielle Differentialgleichung sorgt zu allen Zeiten £ 
und an allen Orten r dafür, daß die betrachtete Größe A stets und überall nur 
durch Erzeugung » oder Strömung j verändert werden kann. 

Identifizieren wir A mit der Masse m. so sind die in (3) und (5) auftretenden 
Größen durch 


Ad=m au j= uv v=0 (6) 


zu ersetzen. » verschwindet, da erfahrungsgemäß Masse weder erzeugt noch ver- 
nichtet werden kann. Als nächstes Beispiel betrachten wir die kinetische Energie 
4A = T. Wir führen mit 


die Dichte 7 der kinetischen Energie und die Energiestromdichte j ein. Die zu- 
gehörige Energieerzeugungsdichte » berechnen wir aus den Grundgleichungen 
(451.8) der Kontinuumsmechanik, die ja den Zeitablauf der in (7) enthaltenen 
Größen u und d beschreiben. Mit (7) lautet die linke Seite von (5) zunächst 


a3 831 19,38 
Te Ve ET a ae 
au 9uv v? v? 
& ° | 3 +ulg: r0% | 2 ve 
y7 Iuv v2 6) 
1% dr >| 3 Hall Hogr oo! 


Die erste Klammer verschwindet auf Grund der Kontinuitätsgleichung. Die 
Berücksichtigung der Bewegungsgleichung (456.8) liefert dann für die rechten 


Seiten von (5) und (2) 
»=to und N=/[[fartv | (9) 


als Energieerzeugungsdichte und als erzeugte Leistung. Diese Gleichung enthält 
im Rahmen der Kontinuumsmechanik die von (154.2) her bekannte Aussage, daß 
die wirksame und hier durch f beschriebene Kraft die kinetische Energie vergrößert 
oder verkleinert, je nachdem, ob die Geschwindigkeit d die gleiche oder entgegen- 
gesetzte Richtung wie f besitzt. Für ausführlichere Rechnungen dieser Art siehe [85]. 


459 Koordinateninvariante Ableitung der Integralsätze 


In diesem Abschnitt sollen die in [453] und [455] abgeleiteten Integralsätze 
von GAUSS und STOKES noch einmal zusammenhängend in einer übersichtlichen 
und eleganten Form unabhängig von speziellen Koordinatensystemen abgeleitet 
werden. Wir beginnen mit der Ableitung des Gaussschen Satzes und be- 
trachten zunächst irgendein Volumenintegral über ein gegebenes Volumen OD, 
bei dem der Integrand entsprechend AA/dr die Form einer Divergenz besitzt. 
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Dieses Integral soll durch allgemeine Überlegungen in ein Oberflächenintegral 
überführt werden. Zunächst definieren wir in Erweiterung der von [126] her be- 
kannten Einschaltfunktion $(t) eine Funktion 


in Ö 


1 
All = 


0 außen, 


die im Integrationsbereich den Wert l annimmt, außen verschwindet und 
dazwischen in einem e-Bereich beide Funktionswerte im Sinne von Abb. 126 glatt 
miteinander verbindet. Mit dieser Funktion läßt sich das betrachtete Integral 
in der Form 


[erst -[[farsto-[[fertt-[fferat 


darstellen. Im letzten Gleichheitszeichen ist die ne der Differentiation 


9A 96 au 
ar zu dr or 


6 (3) 
berücksichtigt. 


Der erste Term von (2) verschwindet, wie durch Komponentenzerlegung ge- 
zeigt werden kann: 


Nee sera +. 


Hier ist die Integration über x (und in den weiteren Termen entsprechend über y 
und z) durchgeführt. Die einzusetzenden Randwerte bei x = + oo verschwinden 
aber unter allen Umständen wegen (1), da sie außerhalb von Ö liegen. 

Der letzte Term von (2) aber liefert nur Beiträge in salchen Gebieten, in denen 
sich die Funktion [rt] ändert, also in 
einer e-Umgebung vom Randgebiet. 
Es brauchen bei dieser Integration 
also nur solche Volumenelemente dr 
berücksichtigt zu werden, die ein 
Stück df der Randfläche und deren 
&-Umgebung nach innen und außen 
umfassen, siehe Abb. 459.1. Führen 
wir mit n die nach außen gerichtete 
Normale des Flächenstücks df ein 
und mit £ die Ortskoordinate in 
Richtung von n, so gilt 


Abb. 459.1. (5) 
Integrationsbereiche beim Gaussschen Satz = dfuddöld — ir): 
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Die Flächen 6 = const liegen parallel zur Randfläche des Volumens Ö und am 
betrachteten Ort daher auch parallel zu df. 6 nimmt nach außen hin ab. Daher 
besitzt der negative Gradient von 0 die Richtung n, seinem Betrage nach ist er 
wegen (126.5) gleich einer ö-Funktion, die ihr Maximum bei & = x besitzt, also 
an der Randfläche. Nach Durchführung der Z-Integration und Einführung ge- 
richteter Flächenelemente df 


fazse- &)=1 din=df (6) 
geht (2) direkt in’ 


rl dr il _ -[} art — Darı m 


über. Dies ist der von (453.8) her bekannte Gausssche Satz. 


Die hier durchgeführte Ableitung läßt direkt erkennen, wie die entsprechende 
Flächenintegration durchzuführen ist. Wird der Integrationsbereich durch eine 
Flächengleichung g(t) =0 beschrieben, so kann die in (1) definierte Funktion O[r] 
durch die in (126.1) definierte Funktion (x) explizit in der Form 

1 in © 
lr]=Plgie))= wegen gı)>0 (8) 

0 außen 
dargestellt werden, wenn g(t) so gewählt wurde, daß es in D größer als Null ist 
und außerhalb negativ. Für den Gradienten in (7) erhalten wir nach der Ketten- 
regel 


0% 99 de 9g 
%t 9rdg or Sg M)- (9) 


Eine der drei Integrationen in (7) beseitigt die ö-Funktion, während die beiden 
übrigen dem Randintegral entsprechen. 


Als Beispiel betrachten wir die Integration über eine Kugel mit g(()=R — r. 
Die Volumenelemente der Kugel sind nach (269.20) 


dr=rdrsinddddpo=r’drdQ. . (10) 


d.Q2 ist der zu dr gehörige Raumwinkel, vom Koordinatenursprung aus betrachtet. 
Gleichung (5) geht im vorliegenden Falle in 
SEN yR-n)=dQrtarök-n (m) 


über, unter Berücksichtigung von (243.5). Nach Integration über r wird hieraus 


90 N 
[ar -anfr- drö(R-n)=-d2R =df. (12) 


Es entsteht also genau das zugehörige gerichtete Flächenelement der Kugel- 
oberfläche. 
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In ganz entsprechender Weise kann der Stoxkzssche Satz (455.10) abgeleitet 
werden. % bedeutet symbolisch eine beliebig geformte vorgegebene Fläche. Wir 
denken uns diese Fläche auf irgendeine Weise so nach außen fortgesetzt, daß sie 
schließlich in sehr großer Entfernung in die x=y-Ebene übergeht, wie das in 
Abb. 459.2 dargestellt wird. Ferner denken wir uns ein sonst beliebig geformtes 


Abb. 459.2. Integrationsbereiche beim SToKzsschen Satz 


zylinderähnliches Gebiet Ö, das unsere Fläche senkrecht schneidet, und zwar 
gerade so, daß die Integrationsfläche % innerhalb des Gebiets O liegt. Dann läßt 
sich das zu untersuchende Integral mit Hilfe der Funktion (1) durch 


al x) = -[faro(& -x 4) = -[farfz x 0) [flat x 32) 4 (13) 


beschreiben. Im zweiten Gleichheitszeichen ist ähnlich wie in (3) die Produktregel 
der Differentiation angewendet. Auch hier kann gezeigt werden, daß der erste 
der beiden Terme (13) verschwindet. Um dies zu beweisen, ergänzen wir zu- 
nächst unser Integral über die Fläche von Abb. 459.2 durch ein solches über die 
xy-Ebene zu einem geschlossenen Integral. das dem Gaussschen Satz 


Furl x £ 46) -//} dr|— x 00-0 (14) 


22 Macke. Teilchen. 3. Aufl. 
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zufolge verschwindet, da der Integrand ein Dreierprodukt mit zwei gleichen 
Vektoren (Operatoren) ist. (14) hat somit zur Folge, daß sich der Wert des ersten 
Terms in (13) nicht ändert, wenn wir die Integrationsfläche von Abb. 459.2 durch 
die xy-Ebene ersetzen. Hier aber können wir schreiben 


far x wo) -[[azau (Er - =) = 0, (15) 


denn dieses Integral verschwindet aus den gleichen Gründen wie (4). 


Zur Auswertung des letzten Terms von (13) beachten wir wieder, daß 
—9Har=n a - | wie in (5) gesetzt werden darf, so daß 


-afx 22 -afx dxnöl-W)=dsdiält-LrR) (16) 


na 
gilt. Dieser Ausdruck liefert nur am Rande des Gebiets % von Null verschiedene 
Beiträge. Nach Abb. 459.2 führen wir längs der Randkurve d3 als einen Vektor ein, 
dessen Richtung so gewählt ist, daß er mit der Randkurve die Achse von % bzw. df 
im Rechtsschraubensinn umläuft. Nach Durchführung der Z$-Integration folgt 


unmittelbar 
Slate] 


und damit der von (455.10) her bekannte Stokzssche Satz. 


Übungsaufgaben 
45.1. Unter welchen Bedingungen stellt 
b=ra+kraror a = konstanter Vektor 
a) ein quellenfreies, b) ein wirbelfreies Vektorfeld dar? 
45.2. Man untersuche folgende Vektorfelder auf Quellen- und Wirbelfreiheit: 
a)d=raxr b)v=r"r c)v=r"aror (a= konstanter Vektor). 


45.3. Wie lautet das Geschwindigkeitsfeld v (r, t) eines Systems von n Punktmassen in der 
Kontinuumsdarstellung? 


- 


> Statik starrer Körper 


In gleicher Weise wie sich die Ruhe als Spezialfall der Bewegung auffassen läßt, 
kann man die Statik als Sonderfall der Dynamik ansehen. Sie handelt von mecha- 
nischen Systemen, die sich im Zustand der Ruhe befinden. Als Systeme kommen 
Substanzanordnungen aller Art einschließlich der zugehörigen Kräfte in Betracht. 
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Zustände des Systems sind dessen verschiedene mögliche räumliche Anordnungen, 
die durch die hierfür charakteristischen Zahlen fixiert werden. Im allgemeinsten 
Falle sind dies die Koordinaten q, ...g,, wobei f die Zahl der Freiheitsgrade 
des Systems ist (darin ist auch der Fall f = ® eingeschlossen). 


Sehr wesentlich unterscheidet sich die Statik von der Dynamik durch die andere 
Art der auftretenden Fragestellungen. In der Dynamik besteht die Hauptaufgabe 
darin, alle nur möglichen zeitlichen Abläufe, beschrieben durch die Funktionen 
qı(t) .. . q,(t), zu berechnen. In der Statik dagegen stehen folgende vier Haupt- 
aufgaben im Vordergrund, die in [516] speziell für den starren Körper noch näher 
besprochen werden: 


1. Untersuchung von Gleichgewichtszuständen. Unter allen möglichen Lagen, 
beschrieben durch die verschiedensten Zahlenwerte der q,... 9;, sind diejenigen 
herauszusuchen, bei denen sich das System im Gleichgewicht befindet. Weiterhin 
werden die einzelnen Gleichgewichtslagen daraufhin untersucht, ob das Gleich- 
gewieht stabil, metastabil, indifferent oder labil ist. Bei kleinen Störungen stabiler 
Gleichgewichte entstehen Schwingungen um die Ruhelage. Die zugehörigen Fre- 
quenzen sind zu berechnen. 


2. Untersuchung von Nichtgleichgewichtszuständen durch Einführung von 
Zusatzkräften. Gegeben ist ein bestimmter Nichtgleichgewichtszustand durch 
bestimmte Zahlenwerte g, .... g;. Welche Zusatzkräfte sind an welchen Angriffs- 
punkten erforderlich, um diesen Zustand zu einem Gleichgewichtszustand zu 
machen? Lösung im allgemeinen durch Zusammenfassung der wirksamen Kräfte 
und Momente zu Resultierenden. Die Zusatzkräfte müssen die Resultierenden 
kompensieren. 


3. Anbringen von Zusatzkräften auf gegebenen Angriffslinien. Gegeben ist der 
Zustand gq, - . . q,, gegeben ist entsprechend 2. die erforderliche Zusatzkraft. Ge- 
geben sind auch bestimmte Angriffslinien, auf denen Zusatzkräfte angebracht 
werden können. Gefragt ist danach, welche Zusatzkräfte auf den gegebenen An- 
griffslinien angebracht werden müssen, um die jeweils eine erforderliche Zusatzkraft 
zu ersetzen. Lösung im allgemeinen durch Zerlegung von Kräften nach gegebenen 
Richtungen. 


4. Untersuchung der inneren Belastungen des Systems. Gegeben ist ein Gleich- 
gewichtszustand des Systems (evtl.nach Einbeziehung der in 2. und 3. eingeführten 
Zusatzkräfte). Gefragt ist nach den im Innern des Systems übertragenen Kräften 
und den dabei auftretenden Spannungen. Diese Frage ist praktisch außerordentlich 
wichtig, da alle Substanzen nur bis zu gewissen Grenzen belastet werden dürfen. 


Das vorliegende Schema sollte man sich beim Studium statischer Probleme 
stets vor Augen halten. Es liefert den erforderlichen Überblick, um die jeweilige 
spezielle Frage hinreichend tief zu erfassen. Weitere Fallunterscheidungen treten 
in der Statik auf, je nachdem, von welcher Art die betrachteten Systeme sind und 


22* 
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ob die Lösung des jeweiligen Problems in einer, in zwei oder in drei Dimensionen 
durchführbar ist. Die wichtigsten, für statische Betrachtungen in Frage kommen- 
den Systeme sind: Die einzelne Punktmasse, der starre Körper, mehrere durch 
Gelenke miteinander verbundene starre Körper, der elastische Körper, Flüssig- 
keiten und Gase. Die letzten drei werden als Systeme mit unendlich vielen Frei- 
heitsgraden erst in [73] und [821] behandelt. 


5l Grundlagen der Statik 


Zusammenfassung: Eine auf der x-Achse bewegliche Masse m befindet sich an solchen 
Stellen x im Gleichgewicht, wo die Summe der auf sie wirkenden Kräfte verschwindet und 
dementsprechend bei virtuellen Verrückungen «> x + 6x keine Arbeit verrichtet. Wird 
bei größeren Auslenkungen AA =, so ist das Gleichgewicht labil, indifferent oder stabil, 
das heißt, eine kleine Störung des Gleichgewichtszustandes zerstört denselben, überführt ihn 
in einen neuen Gleichgewichtszustand oder läßt den alten Gleichgewichtszustand bestehen. Bei 
konservativen Kräften gilt 84 = —-öY. Die Gleichgewichtszustände entsprechen Extrem- 
werten des Potentials. Sie sind labil im Maximum und stabil im Minimum. Bei kleinen Stö- 
rungen entstehen im stabilen Gleichgewicht Schwingungen um die Gleichgewichtslage, deren 
Frequenz ein Maß für die Stabilität des Gleichgewichtszustands ist. Für den Massenpunkt 
im Raum gelten ähnliche Bedingungen hinsichtlich aller drei Freiheitsgrade. — Die Aufgabe, 
eine Kraft nach vorgegebenen Richtungen zu zerlegen, wird durch Einführung. eines zu diesen 
Richtungen kontragredienten Systems von Richtungsvektoren gelöst. Der aus unendlich 
vielen Punktmassen zusammengesetzte starre Körper besitzt sechs Freiheitsgrade, die als 
Verschiebungen und Drehungen dargestellt werden können. Bei solehen Veränderungen des 
starren Körpers leisten die Zwangskräfte 3, keine Arbeit. Die Gleichgewichtsbedingung kann 
wieder durch das Prinzip der virtuellen Verrückungen ö A = 0 gegeben werden. Ihr äquivalent 
ist die Forderung, daß sowohl die Summe aller Kräfte als auch die der Momente verschwinden 
muß. Der hierbei für die Berechnung der Momente gewählte Bezugspunkt ist willkürlich. Die 
Anwendung der Gleichgewichtsbedingungen zeigt, daß der starre Körper zur Übertragung 
von Kräften geeignet ist. Die einfachsten starren Körper sind Stab, Seil und Balken. 


51l Gleichgewicht bei einem Freiheitsgrad 


Betrachtet wird eine auf der w-Achse bewegliche Punktmasse. die an der 
Stelle x ruht. Die auf sie wirkende Kraft X leistet bei einer kleinen Verschiebung 
2 — x + dx entsprechend (133.4 und 5) die Arbeit 

A= Kdr= midır- $]|=>r: (dl) 


Diese wird vom Kraftfeld geleistet und der kinetischen Energie zugeführt. Im Falle 
9A > 0 sorgt also die Kraft dafür, daß die Bewegung ce—x+dx aus der Ruhe 
heraus selbsttätig erfolgt. Ist 84 <0.so kann eine solehe Bewegung aus der Ruhe 
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heraus nicht von selbst stattfinden. In diesem Falle aber nimmt bei der Verschie- 
bung in entgegengesetzter Richtung x > x — ö die kinetische Energie zu, so daß 
diese letztere Bewegung möglich wird. In beiden Fällen 64 0 wird das Teilchen 
also in Bewegung gesetzt, es läuft entweder nach der einen oder der anderen Seite 
davon. Notwendig dafür. daß das Teilchen in Ruhe bleibt, ist daher die Bedingung 


84=0 für zoxr+dSr. (2) 


Sie wird als Prinzip der virtuellen Verrückungen bezeichnet und spielt für die 
Berechnung von Gleichgewichten eine außerordentlich wich- 


tige Rolle. Gleichwertig mit der Forderung (2) ist gemäß (1) 
die Forderung, daß K an der Stelle x verschwindet, daß also 
gi K(x) = 0 (3) 
ge -  jst. Wirken mehrere Kräfte gleichzeitig auf m. so muß deren 
Summe verschwinden. 
mg Als Beispiel wird eine Feder betrachtet, an der ein Gewicht, 
Abb. 511.1. hängt. Die Ruhelage der Feder allein befinde sich bei x = 0. Bei 
Schwerkraft x=#+0 tritt eine rücktreibende Kraft —azx auf, gleichzeitig 
‚ und Federkraft wirke die Schwerkraft — mg, insgesamt also die Kraft 
im Gleichgewicht 
K=-axr— mg. (4) 


Im Gleichgewicht (3) befindet sich diese Anordnung nur an derjenigen Stelle x, 
an der die Summe dieser Kräfte verschwindet. Also ist 
m 
Re (5) 
die Gleichgewichtslage. 


Die Gleichgewichtsüberlegungen in (1) und (2) sind nur richtig für Ver- 
rückungen ö, die so klein sind, daß sich in ihrem Bereich die Kraft K (x) prak- 
tisch nicht ändert. Für größere Verrückungen Ax gilt 


+42 zw+ dx 
J4= f K(x’) da’ | dx’ [Kia +(2—- x) eh as 
dı 
x x (6) 
.., (da)? dk 
= K(r) Ar + wT 


An die Stelle von (2) bzw. (3) tritt nunmehr die Gleichgewichtsbedingung 


labil 
SA=0 AA=ATZ30_ indifferent. (7) 
stabil 


Die von Ä verrichtete Arbeit 4 muß in erster Näherung verschwinden. In zweiter 
Näherung sind drei Fälle zu unterscheiden: labiles, stabiles und indifferentes 
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Gleichgewicht. Im ersten Fall AA>0 entsteht in beiden Richtungen +4x 
kinetische Energie. Eine kleine Störung +4x wird durch die Kräfte in der Um- 
gebung der Gleichgewichtslage vergrößert, es entsteht kinetische Energie, und 
die Bewegung kann von selbst weiterlaufen. Ein solches Gleichgewicht ist daher 
labil. Im umgekehrten Fall A A <0 befinden sich in der Nähe der Gleichgewichts- 
stelle rücktreibende Kräfte, die das Teilchen wieder in die ursprüngliche Lage 
führen. Ein solches Gleichgewicht ist stabil. Im Fall 44=0 dagegen herrscht 
auch nach der Verschiebung +Ax wieder Gleichgewicht. Er wird daher als 
indifferentes Gleichgewicht bezeichnet. 


Besitzen die wirkenden Kräfte ein Potential, so ist 44A= —-AV. In der Um- 
gebung der Gleichgewichtslage kann das Potential durch 
„ (da) av 
V(xe+Ax)=V(e) +Ax ar = ln Ar (8) 


beschrieben werden. Die Gleichgewichtsbedingungen (7) lauten hier 


labil 
AVZO indifferent. (9) 


stabil 


Die Masse m befindet sich offenbar an denjenigen Orten x im Gleichgewicht, an 
denen das Potential V (x) Extremwerte besitzt. Im Minimum des Potentials ist 
das Gleichgewicht stabil, im Maximum dagegen labil. (Natürlich kann auch der 
Fall auftreten, daß das Gleichgewicht gegenüber Ax >0 stabil und gegenüber 
Ax<0 labil ist, und umgekehrt.) 


Im stabilen Gleichgewicht, wo V(x) ein Minimum besitzt, sind in der Um- 
gebung der Gleichgewichtslage rücktreibende Kräfte vorhanden. Bei kleinen 
Auslenkungen ist die Masse also in der Lage, Schwingungen um die Ruhelage aus- 
zuführen. Die potentielle Energie in der Umgebung der Ruhelage x, kann somit 
analog zu (119.6) mit der Variablen Ax näherungsweise durch 


As): ea 


V (+42) =V la) +5 re) + > ’(Aw)? (10) 


da? )x, 


wie ein harmonischer Oszillator beschrieben werden. Hier ist 


-- Veen, D 


die Kreisfrequenz der Oszillatorschwingung. Je stabiler ein Gleichgewicht ist, das 
heißt je größere Widerstände bei einer Verschiebung aus der Ruhelage zu über- 
winden sind, um so größer ist». Im Falle = 0 ist keine rücktreibende Kraft 
mehr vorhanden. Das Gleichgewicht ist indifferent. Bei labilem Gleichgewicht 
wird & imaginär. 
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Ein etwas aus der Reihe fallendes Beispiel stellt der Quader von Abb. 511.2 
dar. Er kann um die linke bzw. rechte Kante um y > 0 gedreht werden. Seine 
potentielle Energie ist mgh mit h als der Höhe des Schwerpunkts. Aus der Ab- 
bildung folgt 

h=rsin(9 + |y|) =rsing,cosy +rcos@sin|y]|. (12) 


Die potentielle Energie ist demnach 


V=- 9 (acosy + bsin|y]). (13) 


Sie besitzt bei y=0 einen Knick. Daraus folgt ®— oo. Mit abnehmender 
Amplitude schwingt der Quader immer rascher. Mit & ist noch nichts über seine 
Standfestigkeit gesagt. Diese wird durch das Drehmoment definiert, welches 
ausreicht, um den Quader 

umzukippen. Es ist mgb]2. er y% yo 


Abb. 511.2. —- Dres Den 
Auslenkung eines Quaders aus 7 u ) 5 
%% EN N f1 


der Gleichgewichtslage _—4 


512 Gleichgewicht einer Punktmasse im Raum 


Als nächstes wird eine Masse m betrachtet, die an der Stelle x ruht. Führt 
man infinitesimale Verschiebungen r— r+ör in beliebige Richtungen aus, so 
verrichten die Kräfte die Arbeit 

5A=Rör=K,öx+ K,öy+ K,öz= midr | 


m 
2 


®] st=0. W 


Wird bei irgendeiner der möglichen Verschiebungen ör die kinetische Energie 
87 >0, so kann die betreffende Verschiebung von selbst stattfinden. Im 
Falle 87 < 0 kann die Verschiebung in umgekehrter Richtung > r — ör von 
selbst ablaufen. Daher muß als Gleichgewichtsbedingung 


85A-0 fürall ör+0 (2) 


gefordert werden. Dies ist das Prinzip der virtuellen Verrückungen im drei- 
dimensionalen Fall. Besitzt die Kraft ein Potential, so lautet die Forderung (2) 
hier 


8/=0 V (x) = Extremum (oder Sattelpunkt). (3) 


Das Potential muß in der Gleichgewichtslage x gegenüber allen möglichen Ver- 
schiebungen ör Extremwerte, also Minima oder Maxima aufweisen. Dabei 
ist es, wie Abb. 512.1 im zweidimensionalen Fall zeigt, durchaus möglich, daß 
V(r) einen Sattelpunkt besitzt, also gleichzeitig ein Maximum und ein Minimum 
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hinsichtlich verschiedener Richtungen. Hinsichtlich der Stabilität eines solchen 
Gleichgewichts sind die gleichen Überlegungen wie in [511] für jeden Freiheits- 
grad einzeln anzustellen. 

Die Gleichgewichtsforderung (2) verlangt für die in (1) auftretende Kraft die 
Bedingung 


Sofern mehrere Kräfte 8, vorhanden sind, muß ihre Vektorsumme verschwinden. 


Der Einleitung dieses Teils entsprechend betrachten wir jetzt die Hauptauf- 
gaben der Statik und ihre Lösung 
für den Fall einer einzelnen Punkt- 
masse im Kraftfeld $(r) syste- 
matisch: 


Abb. 512.1. Zweidimensionales Potential Abb. 512.2. Gleich- 
V (x, y). Bei 1 labiles, bei 2 stabiles, bei 3 in- yewicht bei geschlossenem Krafteck 
differentes Gleichgewicht, bei 4 Sattelpunkt 


Zunächst sei das Kraftfeld $(r) gegeben, und es werden diejenigen Punkte r 
gesucht, an denen sich die Punktmasse im Gleichgewicht befindet. Diese Aufgabe 
läßt sich oft vorteilhaft über das Prinzip der virtuellen Verrückungen behandeln. 
Bei Vorhandensein eines Potentials Y (tr) sind lediglich die Extremwerte auf- 
zusuchen. Als nächstes sei der Ort r gegeben und dazu mehrere auf die Masse m wir- 
kende Kräfte $},. Es ist zu untersuchen, ob Gleichgewicht herrscht. Analytisch 
wird diese Frage nach (4) behandelt. Es wird untersucht, ob die Vektorsumme 
der $, verschwindet. Zeichnerisch wird die Frage durch Konstruktion des 
Kraftecks (siehe Abb. 512.2) behandelt. Bei geschlossenem Krafteck herrscht 
Gleichgewicht. Nun betrachten wir alle Kräfte $,, bis auf die letzte 0} als gegeben. 
Wie groß muß $}„ gewählt werden, damit Gleichgewicht herrscht? Zunächst wird 
die Vektorsumme der bekannten Kräfte gebildet 


N-1l. 
PH = fir: (5) 
n=1 


Das Ergebnis wird als resultierende Kraft bezeichnet. Die Gleichgewichtsbedin- 
ung (4) lautet dann a 
EI Rr= Me. (6) 
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Die Aufgabe ist also praktisch gelöst, sobald die resultierende Kraft }}, bekannt 
ist. Sie wird entsprechend Abb. 512.3 zeichnerisch gefunden. Die gesuchte 
Kraft St, ist ihr entgegengesetzt gleich. 


Jetzt wirke auf die bei r befindliche Masse m eine gegebene Kraft $t,. Sie soll 
durch mehrere Gegenkräfte, deren Richtungen (in der Praxis durch die Kon- 
struktion) vorgegeben sind, abgestützt werden. Wie groß müssen die Kraft- 
komponenten sein. damit Gleichgewicht herrscht? Die Gleichgewichtsbedingung 
lautet hier 

Hr=d. (7) 


In st sind die erforderlichen Gegenkräfte zusammengefaßt. Es besteht somit 
noch die Aufgabe, ft entsprechend den vorgegebenen Richtungen e,, £3; - . -,.die 
nicht notwendig aufeinander senkrecht stehen, zu zerlegen. also in der Gleichung 


K=aKıteR,+t.-- (8) 
die Größen Ä,. K,. ... zu bestimmen. 


Bei der Behandlung derartiger Probleme entsteht also immer wieder die 
Aufgabe. Kräfte zusammenzusetzen oder zu zerlegen. 


A, 


ER 


Abb. 512.3. Bestimmung, von & , mit Hilfeder Abb. 513. Zerlegung eines Vektors st nach 
Gleichgewichtsbedingung bei vorgegebenen vorgegebenen Richtungen £;, 6 
Kräften St... ., iy-ı 


513  Kräftezerlegung nach vorgegebenen Riehtungen 

Die Aufgabe, eine Kraft nach vorgegebenen Richtungen zu zerlegen, fällt mit 
dlem allgemeinen Problem der Zerlegung eines Vektors zusammen. Sie läßt sich 
sowohl zeichnerisch als auch analytisch lösen und wird zunächst in der Ebene 
und dann im Raum behandelt. 


Gegeben sind in Abb. 513 neben dem Kraftvektor ft zwei mit St in einer Ebene 
liegende Richtungsvektoren e, und e,. $t soll in Komponenten nach diesen 
beiden Richtungen zerlegt werden. Die Lösung erfolgt in Abb. 513 nach dem 
Kräfteparallelogramm. 


Die entsprechende analytische Aufgabe wird in der Ebene durch die Gleichung 
R=0K'+&K? (l) 
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charakterisiert. St, e, und e, sind gegeben. Die Zahlen X! und X? sind gesucht. 
Die Indizes sind aus weiter unten ersichtlichen Gründen nach oben gesetzt. Zur 
Auflösung werden zunächst zwei Einheitsvektoren e} und e3 konstruiert, die 
auf den Vektoren e, und e, senkrecht stehen, also die Gleichungen 

= = 0 (2) 
erfüllen. Bei Multiplikation von (1) mit diesen beiden Vektoren entstehen nach- 
einander die Gleichungen 

aR=ele,K! ER = eK? 
= cosa,K! = 008 0,K?. 


(3) 


%, ist der Winkel zwischen e, und el, &, der entsprechende Winkel zwischen e, 
und e3. Es ist eleganter, die sogenannten „kontragredienten‘ Richtungsvektoren 
1 es & 2 & & 


e!= = e=—- = (4) 


eleı C08 &ı ede C08 &g 


einzuführen, die entsprechend (2) und (4) die Eigenschaften 
da=-ede=1 ed, =ee,=0 (5) 


besitzen. Bei Multiplikation dieser Vektoren mit (1) entstehen die beiden 
Gleichungen 
df= Kt eR=K?, (6) 


aus denen die gesuchten Zahlenwerte K! und K? zu entnehmen sind. Beim Ein- 
setzen von (6) in (1) entsteht die Identität 


Kelkoo (7) 


für die Zerlegung eines ebenen Vektors. Hierzu war es offenbar notwendig, 
ein zu den gegebenen Richtungen e, und e, „kontragredientes‘ System von 
Vektoren e! und e? einzuführen. Im Falle e, | e, fallen e, und e! sowie e, und e? 
zusammen. 


Die zeichnerische und analytische Behandlung des ebenen Falles zeigt, daß 
eine solche Zerlegung offenbar eindeutig möglich ist. Die Zerlegung einer Kraft & 
nach einer einzigen vorgegebenen Richtung ist unmöglich. Die Zerlegung nach 
zwei vorgegebenen Richtungen ist in der Ebene eindeutig durchführbar. Nach 
drei und mehr vorgegebenen Richtungen in der Ebene ist eine Zerlegung natürlich 
ebenfalls möglich, aber unendlich vieldeutig. 


Das entsprechende räumliche Problem wird ganz analog behandelt. e,, e, und ez 
sind die vorgegebenen Richtungen. $ ist die vorgegebene Kraft 


R= e,K'+ &R?+ eK?=ye,K‘, (8) 
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deren Komponenten K* berechnet werden sollen. Im dreidimensionalen Fall 
läßt sich aus den Einheitsvektoren e,, e, und e, ein kontragredientes Vektor- 
svstem durch die Vorschriften 


1 eg X 6 P) e3 X &ı 3 eı1X 8 
= ee ————— (9) 
[eı, ea, es] [eı, €2, Es] 


e=-———_ e 
[eı, €, Es] 


konstruieren, siehe [261] und [268]. Hier bedeutet [e,, e,, €] das in [215] ein- 
geführte Spatprodukt der Vektoren e,, e, und e;. Wie man leicht. nachprüft, 
gilt für die skalaren Produkte 


da=t,=e&s=1. (10) 


Alle Produkte mit verschiedenen Indizes dagegen verschwinden. Zusammen- 


fassend gilt also 
ee = dir (11) 


Diese Eigenschaften (11) der Vektoren (9) haben zur Folge, daß bei Multiplikation 
von (8) mit e! die Gleichung 
Ki eg (ex et 


[ei , ea, 3] 112} 


entsteht. Allgemein entstehen die Komponenten K° durch Multiplikation von (8) 
mit e° als 
K'=eif i=1,2,3. (13) 


Für die Zerlegung eines Vektors f? im Raum nach drei vorgegebenen Richtungen e; 


gilt also die Identität 
| K= Tao ek. | (14) 
ı 


Bilden die Vektoren e,, €,, e; ein normiertes Orthogonalsystem, so geht (14) 
wegen e’ = e,; in die gewöhnliche Zerlegungsformel (213.18) über. 


Zusammenfassend läßt sich feststellen, daß die Zerlegung eines Vektors $ 
im Raum nach ein oder zwei vorgegebenen Richtungen im allgemeinen unmöglich 
ist. Nach drei vorgegebenen Richtungen isi sie eindeutig möglich, nach vier oder 
mehr Richtungen ist sie zwar möglich, aber unendlich vieldeutig. 


514 Starrer Körper im Gleichgewicht 


Bevor die Gleichgewichtsbedingungen abgeleitet werden können, ist es er- 
forderlich, eine Definition des starren Körpers zu geben. Dieser kann als ein 
System von unendlich vielen kleinen Punktmassen aufgefaßt werden. Für jede 
einzelne von ihnen gilt eine Bewegungsgleichung 


Mt, = X 2. Bu . () 
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8, ist die an der Stelle ı„ des Körpers angreifende äußere Kraft. Die von [343] 
her bekannten, bei r„ angreifenden Zwangskräfte 3, sorgen dafür, daß alle 
Punkte r, des starren Körpers konstante Abstände behalten. Für solche Kräfte 
gilt nach (343.12) 

2 Bn 1, =0 (2) 


i 


für alle mit der Starrheit des Körpers verträglichen ör,. Für die weitere Über- 
legung spielen die Zwangskräfte 3, daher keine Rolle. Bei einer Verrückung ör, 
wird die Arbeit 

VA=-Y(K, + ZI) = IR, 6, (3) 


verrichtet. in der nur noch die äußeren Kräfte }t, auftreten. 


Nunmehr lassen sich die Gleichgewichtsbedingungen wie in |5ll] und [512] 
angeben. Die hei einer Verschiebung von den Kräften geleistete Arbeit ist 


SA=m,t,ör,=Ö E ni | =öT. (4) 
u n = 

Im Falle 64 >0 und 64<0 lassen sich wieder wie dort Bewegungen angeben, 

die von selbst ablaufen, also keinem Gleichgewichtszustand entsprechen. Infolge- 


dessen ist auch hier 
Ri) A=0 (5) 


die Gleichgewiehtsbedingung des starren Körpers. Sie wird als Prinzip der 
virtuellen Verrückungen oft benutzt, um Gleichgewichtszustände der Statik zu 
berechnen. Stabilitätsfragen können ebenfalls wie in [511] untersucht werden. 

Den Bewegungsmöglichkeiten des starren Körpers entsprechend ist nun zu 
untersuchen, welches die erlaubten, mit der Bedingung der Starrheit verträg- 
lichen Verschiebungen des Systems sind. Zunächst ist es möglich, alle Punkte 
des starren Körpers parallel um ein gemeinsames Stück ör willkürlich zu ver- 
schieben. Daneben ist es möglich, den Körper um einen Bezugspunkt zu drehen, 
der als Koordinatenursprung gewählt wird. Der Vektor $5 charakterisiere nach 
Richtung und Betrag die Drehachse und den Drehwinkel. Jeder Punkt r, des 
starren Körpers bewegt sich dabei entsprechend (218.2) um 85 x r„. Eine durch 
Parallelverschiebung und Drehung hervorgerufene infinitesimale Veränderung 
des Systems wird also durch den Ansatz 


= dr+ößxn| (6) 


für die Verschiebungen dr, «der einzelnen Punkte des Körpers beschrieben. In 
den Vektoren ör und ö@ sind sechs willkürlich wählbare Größen enthalten. 

Ob durch (6) auch gleichzeitig die allgemeinste Änderung der Lage eines starren 
Körpers beschrieben wird. hängt davon ab, wieviel Freiheitsgrade er besitzt. 
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Diese lassen sich wie folgt aufzählen: Ein willkürlich herausgegriffener Punkt 
des starren Körpers kann im Raum beliebig gewählt werden. Das entspricht 
drei Freiheitsgraden. Ein zweiter Punkt des starren Körpers. dessen Abstand 
zum ersten ja konstant bleiben muß, kann sich auf einer Kugel um den ersten 
bewegen. Das entspricht zwei weiteren Freiheitsgraden. Ein dritter Punkt des 
starren Körpers kann dann nur noch Drehungen um die durch die ersten beiden 
Punkte gebildete Achse durchführen. Dem entspricht ein weiterer Freiheitsgrad. 
Mit der Lage dieser drei Punkte aber ist die Lage aller übrigen Punkte des starren 
Körpers eindeutig bestimmt. Der starre Körper besitzt also nur sechs Freiheits- 
grade. Da in (6) insgesamt sechs willkürliche Verschiebungen zusammengefaßt 
sind, stellt diese Gleichung auch die allgemeinste Änderung der Lage eines starren 
Körpers dar. 
Bei einer durch (6) beschriebenen Änderung folgt für die Zwangskräfte aus (2) 
IT HIER Tu) Zn = IL N Zn + IF NK Zu =0. (7) 
n n 


N 


Wegen der willkürlichen Wählbarkeit von ö& und dr bedeutet dies 


„in=0 Zu xdı=0.| (8) 


n n 


Die bei einer solchen Verschiebung von den Kräften geleistete Arbeit ist 


SA=- NK, = N (ÖL +IER KIT + ISBN M,. (9) 
n H n n 

„ist das von der Kraft „in bezug auf den (willkürlich gewählten) Koordinaten- 

ursprung ausgeübte Drehmoment. Da Sr und ö$ in allen Komponenten will- 

kürlich wählbar sind, kann die Gleichgewichtsbedingung (5) nur erfüllt werden. 

wenn die Gleichungen 


IR, 0 IM.=0 (10) 
n n 

gelten. In diesen beiden Vektorgleichungen sind der Zahl der. Freiheitsgrade eut- 

sprechend insgesamt sechs Bedingungen für das Gleichgewicht des starren Körpers 

zusammengefaßt. 


Eine Verschiebung des Bezugspunktes von v0 nach v’=+0, also 
1, io, (Al) 
überführt die zweite der Gleichungen (10) in 


PH3 > to) x R, =) tx es 19x RA, u er aR,=d. (12) 
n 


Pe 
n nu u" 


Diese Gleichung zeigt, daß die Momentenbedingung auch für den neuen, will- 
kürlich eingeführten Bezugspunkt ı, erfüllt bleibt, wenn die Kraftbedingung er- 
füllt ist. Der Bezugspunkt r, ist somit beliebig wählbar. 


350 5 Statik starrer Körper [515] 


515 Anwendung der Gleichgewichtsbedingungen 
Die Bedingungen (514.10) 


Er 20m = 0 mit Main xkh | () 


müssen erfüllt werden, wenn ein starrer Körper sich im Gleichgewicht befinden 
soll. Hierfür sind nicht nur die wirkenden Kräfte $, selbst maßgeblich, sondern 
auch ihre Angriffspunkte r,, die in der Momentenbedingung auftreten. Die Aus- 
sagen dieser Gleichungen sollen an einfachen Beispielen demonstriert werden. 


Zunächst läßt sich feststellen, daß das durch (1) beschriebene Gleichgewicht 
eines starren Körpers sich nicht ändert, wenn man, wie in Abb. 515.1, an einem 


&; 


Is, 


Abb. 515.1. Gleichgewicht bei entgegen- Abb. 515.2. Verschiebung einer Kraft $, 
gesetzt gerichteten, gleich großen Kräften längs ihrer Angriffslinie 
mit gemeinsamem Angriffspunkt 


Punkt des starren Körpers zwei entgegengesetzt gerichtete, gleich große Kräfte 
anbringt. Da sie den Angriffspunkt tr, =r, gemeinsam haben, kompensieren sich 
gemäß 

+ R,= 0 MM,=0 wegen u=% (2) 


nicht nur die hinzugefügten Kräfte selbst, sondern auch deren Momente. 
Natürlich ist die Punktmasse ein Trivialfall des starren Körpers. Greifen an 

ihr mehrere Kräfte an, so muß deren Summe gemäß (1) im Gleichgewicht ver- 

schwinden. Da alle Angriffspunkte die gleichen sind, gilt für die Momente 


IM, 2m hu =ıx di in=0. (3) 


Die Momentenbedingung wird hier also automatisch erfüllt. 


Das Gleichgewicht eines starren Körpers wird auch dadurch nicht gestört, daß 
man entsprechend Abb. 515.2 eine Kraft 8, längs ihrer Angriffslinie verschiebt 
und in $, mit dem Angriffspunkt r,, überführt. Es gelten nämlich die Gleichungen 


ur == R, M,  M,= (tn -n)xX.=0. (4) 
Die erste von ihnen zeigt, daß die Kraftbedingung in (1) unverändert bleibt. 


Die zweite der Gleichungen sorgt dafür, daß die Momentenbedingung unverändert 
bleibt. Sie wird dadurch erfüllt, daß r/, — rt, die gleiche Richtung wie ®, besitzt. 
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Die Verschiebbarkeit von Kräften längs ihrer Wirkungslinie wird in der Praxis 
ausgenutzt, um durch starre Körper Kräfte zu übertragen. Die beiden in 
Abb. 515.3 eingezeichneten Kräfte X und &’ lassen den starren Körper im 
Gleichgewicht, da sie sich von den Kräften der Abb. 515.1 nur durch eine Ver- 
schiebung längs der Angriffslinie unterscheiden. 


Der einfachste starre Körper, der eine solche Kraftübertragung ermöglicht, 
ist ein Stab. Hier im Rahmen der Statik wird der Stab idealisiert betrachtet 
als sehr dünn, gewichtslos, zerbrechlich gegen Querbelastung, aber belastbar auf 
Zug und Druck, siehe Abb. 515.4. In ähnlicher Weise 


O-OLITZDIIESRIIIrerIeeII 


zur Kraftübertragung geeignet ist das Seil, bei idealisier- Zug 
ter Betrachtung ebenfalls gewichtslos, undehnbar gegen- 
über Zug, aber beliebig leicht deformierbar gegenüber 
Zug 
el I Druck 
Abb. 515.3 Abb. 515.4. i Abb. 515.5. 
Zwei Kräfte am starren Übertragung von Zug und Übertragung von Span- 
Körper im Gleichgewicht, Druck durch Stäbe nungskräften durch ein Seil 


® und $’ sind gleichwertig 


Druck. Es kann nur Zugkräfte übertragen, nicht aber Druckkräfte oder Quer- 
belastungen. Entsprechend Abb. 515.5 ist es aber möglich, die Angriffsrichtung 
einer Kraft zu verändern, indem man das Seil über eine Rolle führt, die auf einer 
festen Achse läuft. 


Kompensieren sich an einem starren Körper zwar die Kräfte, nicht aber die 
Momente, so entsteht ein Kräftepaar. Im ‚Falle von 
zwei Kräften wird die Gleichung 


FR, + St, = 0 (5) 
erfüllt, nicht hingegen die Momentenbedingung, denn 
es gilt 

ur h+uaX = m -n)xAH=MF+0. (6) 
Abb. 515.6. Kräftepaar Da das Gesamtmoment M dieses Kräftepaares aber 
am starren Körper wegen (5) unabhängig vom Bezugspunkt ist, wie bereits 
in (514.12) gezeigt wurde, kann dieser beliebig gewählt 

werden. Aus Abb. 515.6 ist unmittelbar erkennbar, daß 
M= (tt) x, M=alß| (7) 


gilt. Gleichgewicht herrscht im Falle der Abb. 515.6 nicht. Dazu muß vielmehr 
noch irgendwo im starren Körper ein weiteres Kräftepaar vorhanden sein, welches 
das Moment M von (7) kompensiert. 
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Als einfachster starrer Körper ist der Balken zur Übertragung von Momenten 
geeignet. Er wird bei idealisierter Betrachtung als gewichtslos und starr gegen 
Druck, Spannung und Querbelastung angesehen. In Abb. 515.7 sind zwei Kräfte- 
paare an den Enden eines Balkens wirksam und belasten diesen im oberen Teil 
auf Druck, im unteren Teil auf Zug. 


Als praktisches Beispiel für das statische Gleichgewicht eines Balkens dient 
Abb. 515.8. Der mit dem Gewicht @ belastete Balken ist an den Enden unterstützt. 
Die für das Gleichgewicht erforderlichen Gegenkräfte X, und X, sollen berechnet 

werden. Aus der Kräftebilanz entsteht die Forderung 


Dzuch - - r 
Ser (8) 
ABI, Die Momentengleichung wird nur für eine Achse senk- 


Übertragung von Momen- 
ten durch einen Balken 


recht zur Zeichenebene benötigt. Läuft die Achse durch 
den linken Aufstützpunkt, so lautet die Momenten- 
gleichung 
(I Mi)e,.=aR,-aG=0. (9) 
Nimmt man den Angriffspunkt von (als Bezugspunkt. 
so lautet die Momentengleichung 
a,K,ı=qayK,. (10) 


Sbb:R18B, Bei Wahl des Angriffspunkts von Ä, als Bezugspunkt 


Beispiel für das statische A 
Gleichgewicht eines Balkens schließlich entsteht 
Ga,— K,a=0. (il) 


Benutzt man zwei beliebige der Gleichungen (8) bis (11), so ergibt sich jedesmal 


K, = = K,= a @ (12) 


a a 
für die gesuchten Kräfte. Aus diesem Beispiel ist ersichtlich, daß die Kraft- 
bedingung (1) gelegentlich durch die Forderung ersetzt werden kann, daß die 


Momentenbedingung (1) für mehrere Bezugspunkte er- Be n 
füllt werden soll. en) —n) 


u 


Im soeben behandelten Beispiel sind die äußeren 
Kräfte X, und XK, statisch bestimmt. Hingegen sind die : . 
inneren Kräfte im starren Körper statisch unbestimmt. APP 315.9. Zur stati. 

Be IE schen Unbestimmtheit 
Das bedeutet, daß man zum Beispiel wie in Abb. 515:9 der inneren Kräfte im 
an zwei Stellen des Körpers in Gedanken ein Seil be- starren Körper 
festigen und straffziehen kann. Hierdurch entstehen 
innere Druckkräfte im starren Körper, die die Seilspannung kompensieren. Sie 
hängen von der beliebig vorgebbaren Seilspannung ab und können auch beliebig 
groß gemacht werden. Der Starrheit des Körpers entsprechend bleibt dessen 
Form dabei unverändert. Auch ein eventuell vorhandenes Gleichgewicht wird 


nicht gestört. 
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In den bisherigen Beispielen wurden nur unverrückbare starre Körper be- 
trachtet, die sich im Gleichgewicht befinden. Die schiefe Ebene von Abb. 515.10 
stellt ein Beispiel für ein statisches System mit einem Freiheitsgrad dar. Auf ihr 
befindet sich ein Gewicht G, das über ein Seil und eine Rolle durch eine Gegen- 
kraft K gehalten werden soll. Von dem Gewicht @ wirkt auf das Seil nur die 
Komponente @sina. Infolgedessen muß K den Wert 


K=@sina (13) 
besitzen. Dieses System besitzt einen Freiheitsgrad insofern, als das Gewicht 


längs der schiefen Ebene nach rechts oder links verschoben werden kann. Die 
bei einer kleinen Verschiebung ös von den Kräften geleistete Arbeit soll im 


11 
' 
' 
Abb. 515.10. Beispiel für ein statisches Abb. 515.11. Zur Berechnung des Schwer- 
System mit einem Freiheitsgrad punktes aus den Gleichgewichtsbedingungen 


Gleichgewicht verschwinden. Diese Forderung des Prinzips der virtuellen Ver- 
rückungen (514.5) ist ebenfalls zur Berechnung von K geeignet. Bei einer Ver- 
schiebung ös wird nämlich 

8A=—-Gsinaös+Kös. (14) 


Für K entsteht wieder (13) als Ergebnis. Offenbar bleibt auch bei endlichen 
Verschiebungen 64=0. Das Gleichgewicht von Abb. 515.16 ist also indifferent. 
Dieses Beispiel eines Systems mit einem Freiheitsgrad soll zeigen, wie gerade 
das Prinzip der virtuellen Verrückungen besonders geeignet ist, die möglichen 
Gleichgewichtslagen zu erkennen. 


Die auf die ausgedehnte Massenverteilung von Abb. 515.11 wirkende Sehwer- 
kraft soll durch eine entgegenwirkende Zusatzkraft $ kompensiert werden, so daß 
die Massenverteilung im Gleichgewicht gehalten wird. Wir denken uns m = &,m, 
aus einzelnen, jeweils bei r, konzentrierten Bestandteilen m, aufgebaut, auf deren 
jeden die Schwerkraft m,g wirkt. Aus der Kraftbedingung 


+ m.g=0 R=—mg (15) 


entnehmen wir die erforderliche Gegenkraft $. Ihr Angriffspunkt r wird durch 
die Momentenbedingung (1), hier in der Form 
Pa t) xm,„g= (Mut n® = xg= 0, (16) 
n n 
23 Macke, Teilchen. 3. Aufl. 
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festgelegt. Diese Gleichung wird durch die Gesamtheit aller Punkte 


t=- +ag (17) 


mit beliebigem Parameterwert x erfüllt. Sie liegen auf der gestrichelten Geraden 
von Abb. 515.11. 


Ein Punkt dieser Geraden, nämlich der Schwerpunkt 


2 Mm, L, 


3 = n 
Zum, 
n 


(18) 


hat die besondere Eigenschaft, auch dann noch geeigneter Angriffspunkt für $ 
zu bleiben, wenn der Körper gedreht wird. Eine solche Drehung hat die gleiche 
Wirkung, als ob der Vektor g seine Richtung ändern würde. Die einzige Lösung ı 
von (16), die gleichzeitig für beliebige Vektoren g gilt, ist aber (17) mit x =0, 
also tr = 3. Bei kontinuierlicher Massenverteilung wird m, — dry gesetzt, und 
aus (18).wird 


(19) 
mit u=u(t) als der Massendichte. 


516 Grundaufgaben der Statik 


Die bisher in diesem Kapitel durchgeführten Überlegungen zeigen, daß das 
statische Gleichgewicht eines Systems entweder durch das Prinzip der virtuellen 
Verrückungen 

96A=0 (l) 


beschrieben wird oder durch die Forderung, daß sowohl die Summe der an- 
greifenden Kräfte als auch die der Momente verschwinden soll: 
IR,=0 mx Rn=d. (2) 
n n 
Die Hauptaufgabe der Dynamik besteht in der Berechnung des Zeitablaufs r, (t) 
aller Punkte des Systems. Diese Aufgabenstellung wäre in der Statik trivial, da 
hier jeder Punkt voraussetzungsgemäß für alle Zeiten am gleichen Ort bleibt. 
Die in der Statik zu untersuchenden Fragen sind von anderer Art. Ähnlich wie 
bei der Punktmasse lassen sich im großen und ganzen u Hauptaufgaben 
der Statik erkennen: 
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1. 


23* 


. Alle auf einen starren Körper wirkenden Kräfte $t,, 


Ein statisches System besitzt die Freiheitsgrade x, ß, ..... Dann besteht die 
Aufgabe der Statik darin, diejenigen Werte der Variabeln «, ß,.... zu berechnen, 
für die sich das System im Gleichgewicht befindet. In den meisten Fällen 
ist gerade das Prinzip der virtuellen Verrückungen (1) besonders geeignet zur 
Untersuchung solcher Fragestellungen. Ein einfaches Beispiel ist der in 
Abb. 516.1 dargestellte gewichtslose Waagebalken. « bedeutet hier den Dreh- 
winkel. Bei gleichmäßiger Belastung auf beiden Seiten beträgt der Gleich- 
gewichtswinkel aus Symmetriegründen &=0. Dieses Gleichgewicht ist 
stabil, wenn der Drehpunkt höher liegt als die Aufhängepunkte der beiden 
Gewichte. In diesem Fall gibt es auch bei ungleichmäßiger Gewichtsverteilung 
stabile Gleichgewichtszustände mit «+0, wie in 
[Ü 51.4] genauer untersucht wird. Beispiele für solche 
Systeme mit Freiheitsgraden werden in [54] behan- \a 
delt. Alle weiteren Grundaufgaben betreffen Systeme 

ohne Freiheitsgrade. 


0 


: ; ö . Abb. 516.1. 
und ihre Angriffspunkte rt, sind gegeben. Es ist zu per eh es 


untersuchen, ob sich der Körper im Gleichgewicht Beispiel für ein System 
befindet. Prinzipiell kann man diese Aufgabe unter- mit einem Freiheitsgrad 
suchen, indem man die Erfüllung der Gleichungen (2) 

analytisch oder zeichnerisch kontrolliert. Im Einzelfall sind, wie auch bei den 
nachfolgenden Aufgaben, ebene Probleme [52] und räumliche [53] zu unter- 
scheiden. Alle Kräfte $}, und Angriffspunkte r, sind fürn =1,...,N-—1 ge- 
geben. Es ist diejenige Kraft Sy und ihre Angriffslinie zu suchen, die den 
übrigen Kräften das Gleichgewicht hält. Zu diesem Zweck müssen zunächst 
die bekannten Kräfte und Momente zu Resultierenden 

N-1 


N-1 
KrR=d N Mr= N mx Rn (3) 
n=1 n=1 
zusammengefaßt werden. Die gesuchte Kraft St, und ihr Angriffspunkt vr, 
werden dann aus den vereinfachten Gleichgewichtsbedingungen 
RIyNn =— Kr Iy X für = 2 Mr (4) 


bestimmt. Die Hauptaufgabe besteht hierbei in der Zusammensetzung der 
Kräfte und Momente. 


. Es liegt die gleiche Fragestellung wie bei 2. vor. Die zur Herstellung des Gleich- 


gewichts erforderliche Kraft St, verteilt sich aber auf mehrere vorgegebene 
Angrifislinien. Hier besteht die eigentliche Hauptaufgabe darin, $!y nach 
gegebenen Angriffspunkten oder Angriffslinien so zu zerlegen, daß auch die 
Momentenbedingung gleichzeitig erfüllt wird. Die Zusammensetzung und 
Zerlegung von Kräften und Momenten wird damit zu einer der Grund- 
aufgaben der Statik. Sie wird in [52] und [53] für den ebenen und räumlichen 
Fall ausführlich behandelt. Als Beispiel wird das in Abb. 516.2 dargestellte 
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Brett betrachtet, das die Masse m besitzt und am linken Ende drehbar 
befestigt ist; am rechten Ende lehnt es gegen eine Mauer. Die Kraft, welche 
erforderlich ist, um der auf m wirkenden Schwerkraft das Gleichgewicht zu 
halten, verteilt sich hier auf mehrere Komponenten, die an den Enden des 
Brettes wirksam werden (siehe [Ü 51.3]). Ein noch einfacheres Beispiel ist 
in Abb. 515.8 angeführt. 


4. Alle Kräfte St, und ihre Angriffspunkte r,„ sind gegeben. Der starre Körper 
befindet sich im Gleichgewicht. Es soll untersucht werden, welchen inneren 
Belastungen er ausgesetzt ist. Diese Aufgabe ist auf 
direktem Wege nicht lösbar. Das Innere des starren 
Körpers ist statisch unbestimmt, wie im Zusammenhang 
mit Abb. 515.9 gezeigt wurde. Man hilft sich bei der 
Lösung dieses (wegen der begrenzten Festigkeit realer 
Körper) für die Praxis so wichtigen Problems dadurch, 
daß man den starren Körper im Gedankenexperiment 
durch eine Stabkonstruktion ersetzt. Ein solches System 
Abb. 516.2. Die Kann durchaus statisch bestimmt sein. Denkt man sich 
zur Herstellung einen der Stäbe durchgeschnitten, so lassen sich die zur 
des Gleichgewichts  Aufrechterhaltung des statischen Gleichgewichts an der 
ee Schnittstelle erforderlichen Kräfte berechnen. Sie ent- 
drei Angriffslinien sprechen der Belastung des betreffenden Stabes. Diese 
und zwei Angriffs. manchmal recht komplizierte Aufgabe wird in [54] be- 
punkte handelt. Eine andere Möglichkeit, die inneren Belastungen 
eines Festkörpers zu untersuchen, besteht darin, daß man 

die unter dem Einfluß der Kräfte wirklich auftretenden Verschiebungen und 
Verbiegungen untersucht, also die Konzeption des starren Körpers fallen läßt. 
Derartige Untersuchungen werden in der Elastomechanik [7] durchgeführt. 


Übungsaufgaben 


5l.1. Wo befindet sich eine Punktmasse im zweidimensionalen Potentialfeld V (x, y) 
= a2: + Bat + y(y— y) mit a)a,ß,y>0, b) 8,Yy>0,a=0 im Gleichgewicht 
und welcher Art ist dieses? Charakteristische Frequenzen nach (511.11)? 


51.2. Ein Segelboot fährt unter dem Winkel x < r/2 gegen den Wind. Bedingung für den 
Winkel £ zwischen Segelfläche und Fahrtrichtung (= Längsrichtung des Bootes)? 
Bei weichem ß ist die Antriebskraft maximal? (Auf das Segel soll nur die senkrechte 
Komponente der Windkraft wirken.) 


51.3. Eine Leiter (Gewicht G, Länge /) lehnt an einer glatten Wand 
und wird durch die Haftreibungskraft X, zwischen Leiter 
und Fußboden im Gleichgewicht gehalten. X, ist zu berech- 
nen. Bedingung für & für stabilen Stand der Leiter? (Haft- 
reibungskoeffizient ı, = 0,22.) 

51.4. Bei welchem Winkel & ist der (masselose) Waagebalken 
(Länge 21) einer idealisierten Waage (siehe Abb.) im Gleich- 
gewicht? Aufhängepunkt A im Abstand d vom Waage- 
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balken. Durch Berechnung der Schwingungsfrequenz & entsprechend (511.10) ist die 

Stabilität des Gleichgewichts nachzuweisen. Speziell: Z= 20cm, d= 2cm, @, = @3. 
51.5. Die drei Komponenten @' = ä, des Vektors a = 3',@'&, = &,@,e in einem rechtwinkligen 

Koordinatensystem &, = &° sind vorgegeben. Einführung eines schiefwinkligen Koordi- 

natensystems durch die Transformation e; = &,0;'®,. Es sind zu berechnen: 

a) die Komponenten «‘, der kontragredienten Vektoren e’ = 3.o',8" im rechtwinkligen 

System, 

b) die Komponenten a* von a = D,a*e, im System der e;, 

c) die Komponenten a, von a = Y,a,c"im System der kontragredienten Vektoren. 

Zahlenbeispiel: @ = 0, & - @ = 2, «* = (1 - 20%) /V3. 


52 Ebene Statik 


Zusammenfassung: Liegen alle Kräfte $t,, die an einem starren Körper angreifen, in 
einer Ebene, so vereinfachen sich die statischen Probleme erheblich. Eine Kraft kann ein- 
deutig nach drei beliebigen Angriffslinien zerlegt werden, vorausgesetzt, daß diese sich nicht 
in einem Punkt schneiden. Beim Zusammensetzen vieler Kräfte unter Aufrechterhaltung 
ihrer Momente ist die Seilmethode eleganter und übersichtlicher: Zwischen den verschiedenen 
Kräften und ihren Angriffslinien denkt man sich einen Seilzug, der so beschaffen ist, daß 
er alle Kräfte abfängt, den starren Körper also entlastet. Die Gleichgewichtsbedingungen 
der Ebene fordern dann, daß das Krafteck wie auch das entsprechende ‚„Seileck‘‘ geschlossene 
Polygone sein müssen. Der Inhalt des Seilecks wird als Momentenfläche bezeichnet. Am 
Beispiel eines belasteten Balkens wird gezeigt, daß die Höhe der Momentenfläche an jedem 
Ort des Balkens ein Maß für das auf diese Stelle ausgeübte Biegemoment der Kräfte ist. 


52] Zerlegung von Kräften und Momenten 


Die aus dem Prinzip der virtuellen Verrückungen abgeleiteten Gleichgewichts- 
bedingungen des starren Körpers lauten für die Kräfte 


In=0: (1) 


für die Momente 
PR x Sn = 0; (2) 


N 


und wenn der Punkt vr, als Bezugspunkt gewählt wird 


P2 (1, = %) x $ =0. (3) 


n 


Handelt es sich um ebene Probleme, bei denen also alle Kräfte ft, in der gleichen 
Ebene (x, y) liegen, so liefert die Projektion von (1) auf die Normalenrichtung 
der Ebene automatisch Null. Es müssen dann nur noch die zwei Bedingungen 


IK,:= 0 Kay (4) 
m. n 
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für die Kraftkomponenten in x- und in y-Richtung erfüllt werden. Von der 
Momentenbedingung (2) bleibt nur die Forderung 
SUR 6 u =0 (5) 
für die z-Komponente übrig, wenn auch die r,„ in der «y-Ebene liegen, und 
Gleichung (3) geht entsprechend in 
PEH yEE %) Kuy 7 (Yn a Yo) Ks =0 (6) 


n 
über. 


Als Beispiel einer Kraftzerlegung zur Gleichgewichtsberechnung wird die 
Anordnung von Abb. 521.1 betrachtet. Ein Balken ruht an den Enden auf zwei 


Abb. 521.1. Kraftzerlegung bei einem Balken Abb. 521.2. Zeichnerische Lösung der Zer- 
im Gleichgewicht legung einer Kraft X in drei Komponenten 
“ mitden vorgegebenen Angriffslinien 1,2und 3 


gegeneinander geneigten Ebenen. Auf ihn wirkt schräg von links eine Kraft K. 
Von rechts her drückt eine weitere Kraft, hervorgerufen durch ein auf der Ebene 
rutschendes Gewicht. Da auch der Balken auf der Ebene glatt beweglich ist. 
können Gegenkräfte, die der ursprünglichen Kraft X das Gleichgewicht halten. 
nur in den drei angegebenen Richtungen wirken. Es wird nach den drei Gegen- 
kräften im Gleichgewicht gefragt. Die Aufgabe der Abb. 521.1 besteht also darin. 
die Kraft X in drei Komponenten zu zerlegen, deren jede längs einer der drei ein- 
gezeichneten Angriffslinien wirksam ist und den gesuchten Kräften dann in ein- 
facher Weise das Gleichgewicht hält. Die Zerlegung der Kraft X muß dabei 
natürlich so erfolgen, daß die Momentenbedingung (2) bzw. (5) gewahrt bleibt. 


Die zeichnerische Lösung der Aufgabe ist in Abb. 521.2 dargestellt. Zunächst 
werden die drei mit 1. 2 und 3 bezeichneten Angriffslinien eingetragen, dann die 
Kraft X mit ihrer vierten Angriffslinie. Da eine Verschiebung von K längs der 
Angriffslinie die Momentenbedingung nicht verändert, wird der Angriffspunkt von 
K bis in den Schnittpunkt mit einer der Angriffslinien, hier 2, verschoben. Die 
hier angreifende Kraft wird mit X’ bezeichnet. Vom Schnittpunkt aus wird eine 
Hilfslinie (gestrichelt) zum Schnittpunkt der Angriffslinien 1 und 3 gezeichnet und 
nach beiden Seiten verlängert. Die Kraft X’ läßt sich nun leicht in die Komponen- 
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ten K, und K’ zerlegen. K'' wird auf der Hilfslinie nach X''' verschoben und dort 
wiederum eindeutig in zwei Komponenten auf den Angriffslinien 1 und 3 zerlegt. 
Damit ist die Aufgabe gelöst. Durch Parallelübertragung der Kräfte X), K,und X, 
entsteht das in Abb. 521.2 eingetragene Krafteck. Die Konstruktion ist nicht 
nur möglich, sondern offenbar auch ein- 
deutig. 


Zur analytischen Lösung des Problems 
müssen die in (4) und (5) enthaltenen 
Bedingungen erfüllt werden. Diese drei 
Bedingungen sind drei verschiedenen 
Momentenbedingungen (6) äquivalent, wo- 
bei jedesmal für x,, 4, ein anderer Be- 
zugspunkt gewählt wird. Die Kraft X 
und die drei Angriffslinien sind wieder in } . 
Abb. 521.3 eingetragen. (Um das Wesent- . a Tan areas an 
liche der Konstruktion deutlicher hervor- on dingpn en (Im Gspensstz zn 
treten zu lassen, wird in dieser Abbildung Abb. 521.2 stehen 2 und 3 hier nicht 
ein etwas anderes Problem als das von senkrecht aufeinander) 

Abb. 521.1 behandelt: Hier wird an- 

genommen, daß die Angriffslinien 2 und 3 nicht aufeinander senkrecht stehen.) 
Die Momentenbedingung für den mit A bezeichneten Schnittpunkt der Linien 1 
und 3 lautet 


Kl,= Kuba. (7) 


h, ist die Höhe des Dreiecks über der Seite @ und /, der Abstand der K-Linie 
vom Punkt A. Wählen wir anschließend die Schnittpunkte B und C als Bezugs- 
punkte für die Momentenbedingung (6), so entstehen die Gleichungen 


Kl,=K,h Kl, == Kah.: (8) 


Die sechs Größen Ah,, hy, - . . {. sind der Zeichnung zu entnehmen. K ist gegeben, 
also lassen sich aus den Gleichungen (7) und (8) die gesuchten Komponenten 
K,, K, und K, berechnen. 


522 Zusammensetzung von Kräften und Momenten 


Neben der Aufgabe, eine Kraft nach vorgegebenen Angriffs- 
richtungen zu zerlegen, besteht die andere Hauptaufgabe in Abb. 522.1. 
der Zusammensetzung von Kräften, die, wie in Abb. 522.1, in Mehrere am 
beliebiger Stärke und Angriffsrichtung vorgegeben sind, zu einer a 
Resultierenden ${;, wobei nicht nur die Summe der Kräfte, Ka pe nn 
sondern auch die der Momente erhalten bleiben soll. Damit ist schiedenen 


gleichzeitig die andere Aufgabe gelöst, eine Kraft , zu finden. Angriffslinien 
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die den Kräften von Abb. 522.1 das Gleichgewicht hält. Diese Kraft @, muß 
wegen {y= — Sr und ryx$y= —ıirx$tz der Resultierenden $, entgegen- 
gesetzt gleich sein und auf derselben Angriffslinie liegen. 


Zunächst sollen zwei gegebene, in Abb. 522.2 mit K, und K, bezeichnete 
Kräfte zu einer Resultierenden X, zusammengefaßt werden. Da die Angriffs- 
linien 1 und 2 den Voraussetzungen des Kapitels entsprechend in einer Ebene 
liegen, schneiden sie sich in irgendeinem Punkt. Die Kräfte K, und K, können, 
ohne das Gleichgewicht zu stören, auf ihren Angriffslinien bis in den Schnitt- 
punkt verschoben werden. Dort können sie als Kräfte mit gleichem Angriffspunkt 
nach dem Kräfteparallelogramm zusammengesetzt werden. Das Kräfteparallelo- 
gramm bestimmt die resultierende Kraft und auch die neue Angriffslinie R, auf 
der die Resultierende noch beliebig ver-. 
schoben werden kann. Damit ist die 
Aufgabe gelöst. 


Abb. 522.2. Zusammensetzen zweier Kräfte Abb. 522.3. Zusammensetzen zweier Kräfte 
K, und K, mit nichtparallelen Angriffslinien K, und K, mit parallelen Angriffslinien zu 
zu einer Resultierenden X, einer Resultierenden X, 


Liegen die Angriffslinien 1 und 2 parallel zueinander, so gibt es keinen Schnitt- 
punkt, und die Konstruktion von Abb. 522.2 läßt sich nicht durchführen. In 
diesem Falle denkt man sich zwischen den Punkten A und B der Abb. 522.3. 
an denen die Kräfte X, und X, angreifen, ein Seil gespannt, also zwei entgegen- 
gesetzt gleiche Kräfte hinzugefügt, die das statische Gleichgewicht nicht ändern. 
Es entstehen an den beiden Punkten die resultierenden Kräfte X} und K,, deren 
Angriffslinien sich nunmehr schneiden und eine Zusammensetzung der Kräfte 
nach Abb. 522.2 erlauben. 


Auch dieses Verfahren versagt, wenn es sich bei den Kräften X, und X, um 
zwei Kräfte handelt, die auch auf parallelen Angriffslinien liegen, aber ihrem Betrage 
nach gleich groß sind und in entgegengesetzte Richtungen weisen. Solche Kräfte 
werden als ein Kräftepaar bezeichnet. Beim Hinzufügen von Seilspannungen. 

1 


wie in Abb. 522.3, entsteht, wie Abb. 522.4 zeigt, wieder ein Kräftepaar Kır.Kis 
das sich nicht zusammensetzen läßt. 


1523] 52 Ebene Statik 361 


Mehrere Kräfte lassen sich nach dem beschriebenen Verfahren sukzessiv zu- 
sammensetzen. Dabei entsteht entweder eine Resultierende oder ein Kräfte- 
paar, das sich nicht weiter zusammensetzen läßt. Dem Kräftepaar kann nur 
durch ein anderes Kräftepaar von entgegengesetzt gleichem K 
Drehmoment das Gleichgewicht gehalten werden. Das AV 
Drehmoment eines Kräftepaares ist gleich dem Produkt 
aus dem Abstand der beiden Angriffslinien und einer der 
beiden Kräfte. Berechnet man das Drehmoment in bezug 
auf einen beliebigen Punkt, so erhält man stets den gleichen 7 
Wert. Die Kräfte der Abb. 522.4 erfüllen also zwar die K 
Kraftbedingung, nicht aber die Momentenbedingung. Abb. 522.4. Kräftepaar 


523 Krafteek und Seileck 


Das geschilderte Verfahren, auf einen starren Körper ausgeübte Kraftwirkungen 
zusammenzusetzen, kann bei einer großen Anzahl von Kräften sehr umständlich 
werden. Es gibt eine einfache und übersichtliche Methode, solche Kräfte in größerer 
Zahl zusammenzusetzen, nämlich über das sogenannte Seileek. Das Verfahren 
soll zunächst am Beispiel von zwei Kräften erläutert werden. 


Abb. 523.1. Zusammensetzung zweier Kräfte Abb. 523.2. 
K, und K, zu einer Resultierenden K, mit Geschlossenes Krafteck bei Gleichgewichten 
Hilfe des Seilecks (4-fach vergrößert) 


In Abb. 523.1 wirken zwei Kräfte X, und K,, die zu einer Resultierenden X zu- 
sammengefaßt werden sollen. Wir denken uns an den Angriffspunkten der beiden 
Kräfte ein Seil befestigt, das diese beiden Punkte miteinander verbindet und 
nach beiden Seiten in anderen Richtungen weiterläuft (in der Abbildung gestri- 
chelt). Mit der gegebenen Kraft K, beginnen wir, in Abb. 523.2 ein Krafteck zu 
zeichnen. Das Seil darf von links mit beliebiger Richtung und Spannung an- 
greifen. Daher ist X] und somit der rechte Eckpunkt der Figur 523.2 frei wählbar. 
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Das Seil wird nun mit solcher Richtung und Spannung nach rechts weitergeführt, 
daß am Punkt 1 Gleichgewicht herrscht. Das ist erreicht, wenn X} mit K, und 
Kı ein geschlossenes Krafteck bildet. Wegen der einheitlichen Seilspannung bei 
1 und 2ist X) =Ky,. Beide sind in Abb. 523.2 eingetragen, desgleichen die ge- 
gebene Kraft X,. Nunmehr wird das Seil mit X, so nach rechts weitergeführt, 
daß auch am Punkt 2 Gleichgewicht herrscht. Zu diesem Zweck wird K; aus 
dem unteren Krafteck der zweiten Abbildung entnommen. Jetzt halten die Kräfte 
an den Seilenden X und X; die vorhandenen Kräfte X, und K, im Gleichgewicht. 


Abb. 523.3. Zusammensetzung von fünf Abb. 523.4. Zur Abb. 523.3 zugehöriges 
Kräften zu einer Resultierenden mit Hilfe Krafteck (4fach vergrößert) 
des Seilecks. Die gestrichelte Linie deutet 

den Verlauf des Seils an 


Sie lassen sich zur Kraft K, zusammenfassen, die der Resultierenden X, von 
K, und K, entgegengesetzt gleich ist und auf der gleichen Angriffslinie liegt. 


Das Verfahren läßt sich leicht auf viele Kräfte K,, K,,..... mit verschiedenen 
Angriffslinien erweitern. Im folgenden wird die Methode des Seilecks zur Zusam- 
mensetzung mehrerer Kräfte an einem speziellen Beispiel diskutiert. In Abb. 523.3 
wirken fünf Kräfte. Sie sind in Abb. 523.4 zu einem Krafteck zusammengesetzt. 
das die Resultierende X, liefert. Die Angriffslinie von X, wird durch die Seil- 
methode bestimmt. Wieder läuft das Seil in beliebiger Richtung mit beliebiger 
Spannung von links ein und bestimmt die an sich willkürliche Lage des Punktes P 
in Abb.523.4. Nun wird das Seil in Abb. 523.3 von Schnittpunkt zu Schnittpunkt 
(1,2,...,5) mit solcher Spannung und Richtung weitergeführt, daß in jedem 
Punkt einzeln Gleichgewicht entsteht. Spannung und Richtung werden durch die 
Strecken 12, 23, 34, 45 und schließlich 5’’ in Abb. 523.4 bestimmt. Damit werden 
alle Kräfte X,...K, durch X} und K; von den Seilenden her im Gleichgewicht 
gehalten. Diese beiden Kräfte werden schließlich nach der Methode von Abb. 522.2 
zusammengesetzt und liefern einen Angriffspunkt für die Kräfte K, und Kr. 
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deren Richtung durch das Krafteck von Abb. 523.4 gegeben ist. Der Angriffs- 
punkt kann in Richtung von K,; natürlich noch beliebig verschoben werden. 
Die Seilverbindung von Abb. 523.3 liefert, ähnlich wie das Krafteck von Abb. 523.4. 
ein Polygon, das Seileck. Die Kräfte K,\,..., K, und K, am starren Körper be- 
finden sich also im Gleichgewicht, wenn nicht nur das Krafteck, sondern auch 
das Seileck ein geschlossenes Polygon ist. Würde man die Kraft K, parallel 
verschieben, so würde ihre Angriffslinie nicht mehr im Schnittpunkt von 1’ und 
5” liegen, und das Seileck wäre nicht mehr geschlossen. Außerdem würde auch 
kein Gleichgewicht mehr herrschen, weil die Momentenbedingung verletzt wäre. 
Die Bedingungen, daß Krafteck und Seileck geschlossen sein müssen, ersetzen 
also in der ebenen Statik die Gleichgewichtsbedingungen. 


524 Belastung eines Balkens 


Zur Anwendung der Seileckmethode wird ein: waagerechter Balken betrachtet. 
der durch die Kräfte X), K, und K, der Abb. 524.1 belastet ist und durch ent- 
sprechende Gegenkräfte X, und X, im Gleichgewicht gehalten werden muß. Die 
Kräfte X, und X, sollen bestimmt werden. 


Abb. 524.1. Seileck und Momentenfläche Abb. 524.2. Krafteck (degeneriert) 
zum belasteten Balken zum belasteten Balken 


Das (degenerierte) Krafteck dieses Gleichgewichts ist in Abb. 524.2 wieder- 
gegeben. Dabei sind die Belastungskräfte X,, K, und K, bekannt. Die Aufteilung 
in die Unterstützungskräfte X, und X ‚ist einstweilen unbekannt. In beliebigem 
Abstand H von dieser Figur wird ein Punkt P ausgewählt und mit den End- 
punkten des ‚„Kraftecks‘‘ verbunden. Mit diesen Verbindungslinien wird durch 
Parallelübertragung das Seileck in Abb. 524.1 konstruiert aus der obersten 
Linie Al, der Verbindungslinie 12 zwischen X, und K, und so fort, bis mit 3 B die 
Kraft X, erreicht ist. Nunmehr wird das Seileck durch Verbindung der Punkte A 
und B geschlossen und durch Parallelübertragung nach Abb. 524.2 die Gesamt- 
last in die gesuchten Lagerkräfte X, und K,„ aufgeteilt. Beachten wir noch ein- 
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mal die Bedeutung dieser Konstruktion, so denken wir dabei realistisch an Seile, 
die die Punkte A, 1, 2, 3 und B verbinden und links von A sowie rechts von B 
weiterlaufen. Die Kraftecke von Abb. 524.2 beweisen dann, daß die ganze Figur 
in jedem der Schnittpunkte von Angriffslinie und Seil einzeln im Gleichgewicht 
ist, wenn das Seil außen bei AB und BA von gleich großen, entgegengesetzt ge- 
richteten Kräften gezogen wird, wie das Krafteck von Abb. 524.2 vorschreibt. 
Auch diese Kräfte kompensieren sich, da sie auf der gleichen Angriffslinie liegen. 
(Diese Kräfte können durch einen Stab zwischen A und B übertragen werden. 
der auf diese Punkte eine Druckwirkung nach außen ausübt.) 


Die vom Seileck umschlossene und in Abb. 524.1 schraffierte Fläche wird als 
Momentenfläche bezeichnet. Für jeden Punkt des Balkens besitzt die darunter 
liegende Höhe y der Momentenfläche (strichpunktiert) eine typische Bedeutung, 
die eng mit dem Biegemoment des Balkens an dieser Stelle zusammenhängt. 
Das auf diesen Punkt bezogene Gesamtmoment M aller Kräfte verschwindet 
natürlich entsprechend den Voraussetzungen des Gleichgewichts. Es läßt sich 
unterteilen gemäß 

M=31,K,=0=M,+M, ) 


in die Momente M, und M, der links und rechts von dem betrachteten Punkt 
wirkenden Kräfte. (Das Moment /„K,„ einer Kraft wird positiv gezählt, wenn /, 
nach rechts und X, nach oben gerichtet ist.) Hierbei wird 


M,=M,=-M, (2) 


als das Biegemoment des Balkens bezeichnet. Es übt einen entscheidenden Einfluß 

auf die innere Belastung des Balkens aus. In Abb. 524.3 sind zwei Situationen 

wiedergegeben, in denen M»>0 und M,<0 längs des gesamten Balkens ist. 

Positives Biegemoment bedeutet also anschaulich, daß eine auf dem Balken 
vorhandene Flüssigkeit zusammenläuft, ohne 
abzufließen, negatives Biegemoment, daß sie 
nach außen abfließt. 


. Der Zusammenhang der Länge y von 


M;>0 5 Abb. 524.1 mit dem Biegemoment (2) läßt 
z sich an den Abb. 524.1 und 2 erkennen. Zu- 
Abb. 524.3. Zum Vorzeichen nächst ersetzen wir y durch die Abschnitte y' 


des Biegemomentes M, 


und y'" 
. y-y-ı” (3) 


von Abb. 524.1. y' und y’’ bilden mit den rechts von ihnen liegenden Seilabschnit- 
ten bzw. verlängerten Seilabschnitten Dreiecke, zu denen in Abb. 524.2 ähnliche 
Dreiecke existieren. Wegen der Ähnlichkeit dieser Dreiecke gelten die Beziehungen 


y:lg=Kp:H y":l=Kz:H. (4) 
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Beim Einsetzen von (4) in (3) wird erkennbar, daß 


yH=(y—-y’)H=15K5-%kK,=M,= Ms» (5) 


gilt und y bis auf den Faktor F tatsächlich das Biegemoment des Balkens an 
der betreffenden Stelle darstellt. 7 ist entsprechend Abb. 524.2 die allen Seil- 
abschnitten gemeinsame waagerechte Komponente der Seilspannung. Verdoppelt 
man die Querspannung H in Abb. 524.2, so verlaufen alle Seilstücke entsprechend 
flacher, denn der Abschnitt y wird nur halb so groß. 


525 Kontinuierliche Belastung 


In Erweiterung der Ausführungen von [524] wird jetzt ein kontinuierlich 
belasteter Balken betrachtet (siehe Abb. 525.1). Wir denken uns den Balken 
in Intervalle dx unterteilt. Die Belastung in jedem solchen Intervall ist dann 


a dK(@)=gle)de M) 


durch die Funktion gq(x) gegeben. Zur Darstellung des zugehörigen Kraftecks 
von Abb. 525.2 ist es erforderlich, die Kräfte der einzelnen kleinen Teilintervalle 


Abb. 525.1. Seilkurve und Momentenfläche Abb. 525.2. Krafteck des kontinuierlich 
zum kontinuierlich belasteten Balken, der an belasteten Balkens. Die verschieden großen 
den Endpunkten unterstützt wird Pfeile deuten die unterschiedliche Belastung 

q(x) dx für verschiedene x-Werte an 


einzeln hintereinanderzulegen. Zur besseren Übersicht ist der für das Seileck 
charakteristische Punkt P gerade so gelegt worden, daß das Seil von Abb. 525.1 
waagerecht nach rechts und links ausläuft. An irgendeiner Stelle x wird der 
Balken betrachtet. Ihm ist im Krafteck eine Linie zugeordnet, deren Winkel & 
gegen die Waagerechte (wegen der vorgeschriebenen Parallelübertragung) die 
Steilheit der S ilkurve liefert. Es gilt also 

dy 


See tana. (2) 
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y ist dabei nach unten gezählt. Außerdem läßt Abb. 525.2 erkennen, daß für 
diesen Winkel 


taua = n &K,= 7 (K una) (3) 


links 


gilt. Die Summation läuft über die links von x wirkenden, in Abb. 525.2 dick 
eingetragenen Kräfte. Die Integration dieser Gleichung über x liefert nunmehr 
eine kontinuierliche Seilkurve (x), für die nach Multiplikation mit der Quer- 


spannung H 
)- für [8-, Fake 2) dr)- xK, - far Fra a”) (4) 
gelten muß. Das Doppelintegral läßt sich durch partielle Integration in 
© L2 Bu 
[dx [ da” g(@”) = x [ da’ gl) - far zu) - far (2 —- x) gq(&’) (5) 
ö ö ö 


umformen, so daß 
Ayi=-|-akır [e-ia@)de] (6) 
0 


gilt. Der Ausdruck in der geschweiften Klammer ist aber das Moment M, der 
links von x befindlichen Kräfte, bestehend aus dem Moment von K, und den 
Momenten der im Abstand x — x’ vom Bezugspunkt x wirkenden Kräfte q («’)d«'. 
Wegen (524.2) gilt daher auch hier 


Mu=Hy(). n 


y(x) stellt bis auf den Faktor H das Biegemoment des Balkens dar. 


Es ist gelegentlich einfacher, anstelle des integralen Ausdrucks (6) eine Diffe- 


rentialgleichung für die Seilkurve y(x) anzugeben. Dazu wird Y= — y eingeführt 
und die Koordinate Y nach oben gezählt. Bei zweimaligem Differenzieren geht (4) 
in 

HY”(<) = q(&) (8) 
über. 


Ein gleichmäßig belasteter Balken wird durch 
g@)=HA (9) 


mit A als einer charakteristischen Konstanten beschrieben. Die allgemeinste 
Lösung von (8) ist dann N 

Y(x)=a+bx + 7 x. (10) 
An den Auflagepunkten x=0 und x = verschwindet das Biegemoment. 
Neben der Differentialgleichung (8) gelten also die Randbedingungen 


FO, (11) 
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welche für die in (10) enthaltenen Konstanten a und 5b auf die Bedingungen 
a=0 bi+ r=0 (12) 


führen. Für die Seilkurve entsteht so der symmetrische Ausdruck 


Yo) 2) = (8 5) (3): (13) 


Das Resultat ist in Abb. 525.3 dargestellt. 


Als nächstes wird in Abb. 525.4 ein nur linksseitig eingespannter Balken 
betrachtet. Während früher in Abb. 525.1 die Auflagekraft K, dafür sorgte, daß 
das waagerecht von rechts einlaufende Seil einen Knick erhielt und mit endlicher 


0 1/2 E x 


Abb. 525.3. Seilkurve und Momentenfläche Abb. 525.4. Seilkurve und Momentenfläche 
zum zweiseitig unterstützten, gleichmäßig zum linksseitig eingespannten, gleichmäßig 
belasteten Balken belasteten Balken 


Steigung begann, ist dies bei dem nur linksseitig eingespannten Balken nicht 
der Fall. Die Kurve Y(x) muß daher am rechten Ende waagerecht beginnen. 
Ihre Randbedingungen sind 

’d)=Y()=0. (14) 


Bei gleichmäßiger Belastung gelten wieder die Gleichungen (9) und (10), diesmal 
aber mit den aus (14) folgenden Bedingungen 


bel a=ıR, (15) 
wodurch die Seilkurve die Form 
Ya)=-3@-1 (16) 


2 


erhält. Im Gegensatz zum zweiseitig eingespannten Balken mit Y<0 (und 
y>0) gilt hier Y> 0, und wegen Y= —y= — My/H ist das Biegemoment 
des einseitig eingespannten Balkens negativ. 


Übungsaufgaben 


52.1. Eine quadratische Platte (Gewicht @ = 0,5kp) ruht mit zwei ihrer Ecken auf zwei 
unter den Winkeln x = 15° und $ = 30° gegen die Horizontale geneigten glatten Ebenen 
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(siehe Abb.). Unter welchem Winkel 9 ist sie im 
Gleichgewicht? Wodurch zeichnen sich hierbei die 
Angriffslinien aus, längs derer die Schwerkraft zer- 
legt wird? Wie groß sind die auf die Ebenen über- 
tragenen Kräfte? 


52.2. Ein sehr dünner Balken (Gewicht G = 14kp, Länge 
a = 1,50 m) stützt sich am unteren Ende auf eine 
horizontale Ebene mit Reibung, am oberen Ende 
auf eine um den Winkel & = 30° geneigte glatte 
Ebene auf. Wie groß muß das Gewicht Q eines 
Klotzes im Abstand b = 1m von der 
Schnittlinie beider Ebenen sein, um 
das Abrutschen des Balkens gerade 
zu verhindern? Haftreibungskoeffi- 
zient u, = 0,4. Welche Kraft übt der PQARALERIRRERN 
Balken auf die Ebenen und den Q 
Klotz aus? (Graphische und analytische Lösung!) 


52.3. Berechnung der Seilkurve eines durchhängenden Seiles nach (525.8). Welche Form 
hat q(x)? 


52.4. Ein Balken der Lärge I wird bei x, = 1/2 und x, = 31/4 unterstützt. Kontinuierliche 
Belastung q(x) = 2Qx/l?, außerdem Belastung durch eine Einzelkraft K bei x, = 21/3. 
Unterstützungskräfte, Seilkurve und Biegemoment sind zu berechnen (speziell X = 2Q). 


53 Räumliche Statik 


Zusammenfassung: Bei der Zusammensetzung und Zerlegung von Kräften im Raum 
sind die Angriffslinien im allgemeinen zueinander windschief. Am übersichtlichsten gestaltet 
sich die analytische Behandlung dieser Aufgaben. Eine graphische Behandlurg mit den 
Mitteln der darstellenden Geometrie ist durch Projektion der Anordnung in Grundriß, Aufriß 
und Seitenriß möglich. Die dabei entstehenden drei ebenen Kraftecke lassen sich zu einem 
räumlichen Krafteck zusammensetzen, die drei ebenen Seilecke dagegen nicht. Beliebig 
vorgegebene Kräfte lassen sich zu zwei windschiefen Kräften zusammensetzen. 


531 Analytische Behandlung 


An einem starren Körper greifen mehrere Kräfte fi, an, die sich miteinander 
im Gleichgewicht befinden. Einige von ihnen werden zu einer resultierenden Kraft 


K=EIR, MN=-/MEIT x 8, (1) 


zusammengefaßt. M bedeutet das zugehörige Gesamtmoment dieser Kräfte. 
rt, ist irgendein Punkt auf der Angriffslinie der Kraft &,. Die Hauptaufgaben 
der räumlichen Statik bestehen genau wie früher wiederum darin, im Sinne der 
Gleichungen (1) mehrere Kräfte zu einer Resultierenden unter Wahrung der 
Momentenbedingung zusammenzufassen und eine Kraft in ihre Komponenten 
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nach vorgegebenen Angriffslinien zu zerlegen. Hierbei ist zu beachten, daß die 
Angriffslinien sich im allgemeinen im Raum nicht schneiden, also windschief 
zueinander sind. 


Die analytische Zusammensetzung gegebener Kräfte 8, zu einer Gesamtkraft 
ist bereits durch die Gleichungen (1) gegeben. Sind die Komponenten der Kräfte 
ft, bekannt, so erfolgt die Summation über die entsprechenden Komponenten- 
gleichungen 


K. = NK, K, = NK,y K, = NK. 
M,=3M,: M,=3M,, M,=3M,.:z: 
n n n 


Das Ergebnis ist im allgemeinen eine resultierende Kraft $£ und ein resultierendes 
Moment WX. Wie Abb. 531 zeigt, kann das Moment M 
durch ein entsprechendes Kräftepaar dargestellt 
werden, dessen eine Kraft $, den Angriffspunkt mit & 
gemeinsam hat. Die Zusammensetzung des Kräfte- 
paars mit liefert als Ergebnis zwei Kräfte &, und &' 
auf zueinander windschiefen Angriffslinien. Solche 
Kräfte lassen sich nicht weiter zu einer einzigen 


Kraft zusammensetzen. Abb. 531. Zusammenfassung 
von K und M (K, und 8,) zu 
Die umgekehrte Aufgabe besteht darin, eine vor- zwei windschiefen Kräften 


gegebene Kraft $ nach vorgegebenen, untereinander 

windschiefen Angriffslinien in Komponenten zu zerlegen. Jede Angriffslinie wird 
durch ihren Richtungsvektor a„ beschrieben sowie durch r„, den Vektor der 
kürzesten Verbindung vom Bezugspunkt zur Angriffslinie. Bezeichnen wir die 
gesuchten Kraftkomponenten auf diesen Angriffslinien mit X,, so müssen sie 
nach (1) die Gleichungen 


K= mL. MIX AmXn (3) 
n n 


erfüllen. $! und M enthalten sechs willkürlich vorgebbare Komponenten. Diese 
werden durch die Größen X, gerade dann hinreichend bestimmt, wenn ebenfalls 
sechs dieser Größen vorhanden sind. Eine Kraft läßt sich daher im Raum ein- 
deutig nach sechs beliebig vorgegebenen zueinander windschiefen Angriffslinien 
zerlegen. Zur analytischen Durchführung des Verfahrens werden die Gleichun- 
gen (3) in Komponenten dargestellt und nach den X, aufgelöst. 


532 Möglichkeiten graphischer Behandlung 


Die Aufgabe der graphischen Zusammensetzung und Zerlegung von Kräften 
im Raum ist ein Problem der darstellenden Geometrie. Die Kräfte und An- 
griffslinien lassen sich durch Projektion auf zwei aufeinander senkrecht stehende 


24 Macke, Teilchen. 3. Aufl. 
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Ebenen eindeutig in Grundriß und Aufriß darstellen, zu denen gelegentlich noch 
der Seitenriß in einer dritten Ebene hinzutritt. Die Gleichgewichtsbedingungen 


In = 0 IM,=0 () 


enthalten in der ersten Gleichung die Forderung, daß die am starren Körper 
angreifenden Kräfte ein geschlossenes räumliches Polygou, das Krafteck, bilden. 
Die Projektionen dieses Kraftecks liefern im Grundriß, Auf- 
riß und Seitenriß je ein ebenes Krafteck. 


Prinzipiell sind damit räumliche Gleichgewichtsprobleme 
auf entsprechende ebene Probleme in den Projektionsebenen 
zurückgeführt. Dabei kann in jeder der Ebenen zur Zu- 
sammensetzung der Kräfte die von [523] her bekannte Seil- 
eckmethode verwendet werden. Allerdings ist es nicht mög- 
lich, die dabei entstehenden drei Seilecke als Projektionen 
eines einzigen räumlichen Seilecks aufzufassen. Schon das ein- 
Drei : ..  fache Beispiel (Abb. 532) von drei zueinander parallelen, aber 

rei Kräfte mit . . . i R N : 
parallelen, nicht in Nicht in der gleichen Ebene liegenden Kräften &,, 8, und ft, 
der gleichen Ebene läßt diese Schwierigkeit klar erkennen. Es ist nicht möglich, 

liegenden die zugehörigen Angriffslinien durch einen einzigen Seilzug 

Angriffslinien zu entlasten. In jedem Falle entsteht ein Dreieck, dessen 

Seilkräfte die ursprünglichen Kräfte nicht kompensieren, 
sondern in irgendeiner Weise seitlich verschieben. Eine wirkliche Entlastung 
ist nur mit zwei Seilen und insgesamt vier freien Enden möglich. Zum Beispiel 
verbindet das eine Seil die Kräfte $t, und $t, und das andere die Kräfte St, 
und $t3. 


Abb. 532. 


533 Geometrische Zusammensetzung von Kräften 


Die Aufgabe, eine beliebige Zahl von Kräften auf zueinander windschiefen 
Angriffslinien zusammenzusetzen, kann konstruktiv auch in anderer Weise gelöst 
werden. In Abb. 533.1 ist ein solcher Fall mit drei Kräften auf drei Angriffslinien 
dargestellt. Zunächst wird eine beliebig orientierte Ebene des Raums betrachtet, 
die notwendigerweise von allen Angriffslinien durchstoßen wird (ggf. im Un- 
endlichen). Ohne die Momentenbedingung zu ver- , 
letzen, werden die Angriffspunkte der Kräfte längs PR Pä 
ihrer Angriffslinien bis in deren Schnittpunkte mit ur 
der betrachteten Ebene verschoben. In diesen u ;/_ 

Punkten werden die Kräfte zerlegt in je eine I. 
Komponente innerhalb der Ebene und eine senk- 

recht. dazu. Die ebenen Komponenten lassen sich Zerlegung von Kräften in je 
nach den Methoden der ebenen Statik (Seileck eine Komponente innerhalb einer 
und dergleichen) zu einer Resultierenden, die in Ebene und eine senkrechte dazu 


Abb. 533.1. 
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der Ebene liegt, zusammenfassen. Die zur Ebene senkrechten Komponenten lassen 
sich nacheinander paarweise zusammenfassen, wie in [522] gezeigt wurde, bis 
nur noch eine einzige resultierende Kraft übrigbleibt. 


Damit ist gezeigt, daß die Kräfte im Raum sich in bezug auf eine beliebig 
orientierte Ebene in eine Komponente senkrecht zu dieser Ebene zerlegen lassen 
und eine Komponente, die in der Ebene liegt (siehe Abb. 533.2). Es entstehen 
also wieder zwei zueinander windschiefe Kräfte, ein so- 
genanntes Kraftkreuz, dessen Angriffslinien im allgemei- 
nen sogar aufeinander senkrecht stehen. (Eine Ausnahme 
entsteht nur dann, wenn bei der Zusammensetzung an 
Stelle von fi, oder St, keine Resultierende, sondern ein 
Kräftepaar auftritt.) Im vorliegenden Fallistes nochmög- Abb. 533.2. Kraftkreuz 
lich, durch Hinzufügung von zweientgegengesetzt gleichen aus St} und $t, als Ergeb- 
Kräften 8; und 8, die beiden Kräfte durch eine einzige "® der Zusammenaet- 
Kraft und ein Kräftepaar zu ersetzen. Dieses wird durch An eh een 

liegenden Kraftkompo- 
die Kräfte }, und $, gebildet, und die Kraft resultiert nenten und der dazu 
aus der Zusammensetzung von $, und $}. senkrechten 


ir 


Übungsaufgaben 


53.1. Eine im Punkt t, = x,e, angreifende Kraft £ = Ke, (die e, mit i = 1, 2, 3 bilden ein 
rechtwinkliges Koordinatensystem) soll nach 6 Angriffslinien mit den Richtungen 
a, = 2,e,;a,, und den r, = ,;e;%;„ als Lotvektoren vom Nullpunkt zu den Angriffslinien 
unter Erhaltung des Drehmoments zerlegt werden. Die Kraftkomponenten X, in 
Richtung der Angriffslinien sind nach (531.3) zu bestimmen. Gegeben sind die Zahlen- 


rte: _ 
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53.2. Längs drei zueinander windschiefer Kanten eines Quaders wirken drei gleich große 
Kräfte K’ (siehe Abb.). Welche Bedingung besteht zwischen den Kantenlängen a, b 
und c, wenn sich die drei Kräfte zu einer einzigen Kraft $} so zusammensetzen lassen, 
daß das Drehmoment erhalten bleibt? Auf welcher Angriffslinie liegt 7 


54 Statische Konstruktionen 


Zusammenfassung: Einen ungefähren Überblick über die innere Belastung starrer 
Körper liefern Ersatzkonstruktionen, die nur aus Stäben und Gelenken bestehen. Diese 
Konstruktionen sind statisch vollständig bestimmt, wenn sie in der Ebene nur aus Dreiecken 
und im Raum nur aus Tetraedern aufgebaut sind. Eine statisch bestimmte Konstruktion 


24* 
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bricht zusammen, d.h. sie erhält innere Freiheitsgrade, wenn man auch nur einen ihrer Stäbe 
zerschneidet. Eine Stabkonstruktion ist m-fach statisch überbestimmt (unbestimmt), wenn 
in ihr m Stäbe zerschnitten werden können, ohne daß die Konstruktion zusammenbricht. 
Zur Berechnung der einzelnen Stabkräfte eignen sich der CReEMoNAplan und das RıTTersche 
Schnittverfahren. Die Gleichgewichtslagen von Systemen mit inneren Freiheitsgraden werden 
vorteilhaft nach dem Prinzip der virtuellen Verrückungen berechnet. 


541 Konstruktionselemente 


Das einfachste statische System ist der einzelne starre Körper im Gleichgewicht 
gegenüber äußeren angreifenden Kräften. Er wurde in den bisherigen Kapiteln 
behandelt. Die statischen Gleich- 
gewichtsbedingungen (515.1) für 
die Kräfte und Momente enthalten 
sechs Aussagen für die sechs Frei- 
heitsgrade des starren Körpers und 
legen das ‚äußere‘ Gleichgewicht 
damit vollständig fest. Wie bereits 
in [515] gezeigt wurde, läßt sich 


dabei allerdings im allgemeinen 
nichts über die inneren Belastun- 
a) 


a) 
Abb. 541.1. Bolzengelenk (a) und Kugelgelenk (b) 


b) gen aussagen, denen der starre 

Abb. 541.2. Kraftzerlegung Körper ausgesetzt ist. Die einzige 

beim Bolzengelenk (a) in zwei, beim Kugel- Ausnahme bilden dünne Stäbe, die 
gelenk (b) in drei Komponenten nur in Längsrichtung belastbar 


sind. Um daher die inneren Span- 
nungen eines starren Körpers abschätzen zu können, ersetzt man ihn in Ge- 
danken durch eine entsprechende Stabkonstruktion ähnlicher Form, an der die 
äußeren Kräfte wie vorher beim starren Körper angreifen. 


Miteinander verbundene starre Körpar werden als statische Systeme bezeichnet. 
Sie können neben den sechs Freiheitsgraden des starren Körpers noch weitere 
innere Freiheitsgrade besitzen. Zwei starre Körper, die in einem Punkt durch 
ein Lager verbunden sind, besitzen einen oder zwei Freiheitsgrade, je nachdem, 
ob die Verbindung ein Bolzengelenk oder Kugelgelenk ist (siehe Abb. 541.1). 
Solche Gelenke sind zur Kraftübertragung geeignet. In Abb. 541.2 sind mehrere 
Stäbe miteinander verbunden. Der waagerechte Stab links kann nur eine Kraft 
in Stabrichtung übertragen. Diese Kraft wird im Lager in Komponenten zerlegt. 
die die Richtungen der übrigen Stäbe aufweisen müssen. Je nachdem, ob es sich 
um ein Bolzen- oder Kugelgelenk handelt, sind zwei oder drei Stäbe notwendig, 
um die an der linken Seite des Gelenks angreifende Kraft aufzunehmen, da eine 
Kraft in der Ebene nach zwei, im Raume nach drei Richtungen eindeutig zerlegt 
werden kann. Statische Systeme, die aus Stäben und Lagern konstruiert sind, 
werden als Fachwerke bezeichnet. 
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Auch über die Verbindung eines starren Körpers oder Systems mit seiner Um- 
gebung, insbesondere seiner Unterlage, werden idealisierende Voraussetzungen 
gemacht, die rechnerisch eindeutige Verhältnisse schaffen. In den Abb. 541.3a 
bis c sind drei Beispiele dafür gegeben, wie ein Stab mit seiner Unterlage verbun- 
den sein kann. Im Fall a erfolgt die Verbindung in einem festen Punkt durch ein 
Kugelgelenk. Die durch den Stab übertragene Kraft darf hierbei beliebig an- 
greifen. Sie wird vollständig auf die Unterlage übertragen. Im Fall b findet eine 
Lagerung längs einer Geraden statt (Walzenlager). Die Beweglichkeit nach rechts 
und links macht eine Kraftübertragung auf die Ebene in diesen Richtungen 
unmöglich. Die Unterlage nimmt daher nur zwei Komponenten der Kraft auf. 


nämlich die nach unten und nach 

vorn (bzw. hinten) gerichteten. Die be- 

wegliche Lagerung c eines Stabes auf Zi E 

einer Ebene (Kugellager) dagegen = KH 
a dv 9) 


überträgt nur eine einzige Kraftkom- 


ponente, nämlich die senkrecht zur Abb. 541.3. Lagerung in einem Punkt (a), 
Ebene. einer Geraden (b), einer Ebene (c) 


542 Statisch bestimmte Konstruktionen 


Das einfachste Fachwerk ist ein einzelner Stab, an dessen beiden Enden Kräfte 
angreifen. Im Gleichgewicht müssen sie entgegengerichtet und gleich groß sein. 
Da nur Kräfte in Längsrichtung des Stabes zugelassen sind, ist dessen Belastung 
somit eindeutig bestimmt. 


Weiter wird das Dreieck von Abb. 542.1, an dem die äußere Kraft K angreift, 
als einfaches Beispiel einer ebenen Stabkonstruktion betrachtet. Die beiden unteren 


Abb. 542.1. Eindeutige Zerlegung einer Kraft K durch ein Abb. 542.2. 
Dreieck. Durch das linke Lager wird die Kraft K’', durch das Krafteck zu Abb. 542.1 
rechte die Kraft X’ auf die Unterlage übertragen 


Eckpunkte des Dreiecks sind nach Abb. 541.3a und b gelagert. Zunächst findet 
am Scheitelpunkt des Dreiecks eine Kraftzerlegung statt, deren Krafteck in 
Abb. 542.2 wiedergegeben ist. Das Krafteck legt die Belastung der Stäbe 1 und 2 
fest. Sie werden auf Druck beansprucht, was durch die beiden Striche quer zur 
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Stabrichtung angedeutet wird. Als nächstes wird die Gleichgewichtsbedingung 
am rechten Eckpunkt betrachtet, die die Kraft K, in eine senkrechte und eine 
waagerechte Komponente K’ und X, zerlegt. Schließlich wird das Gleichgewicht 
im linken Eckpunkt betrachtet, an dem die nunmehr bekannten Kräfte X, und 
K, zu einer Kraft K’' zusammengefaßt werden. Damit sind die äußeren und 
inneren Bedingungen dieses Fachwerks vollständig und eindeutig festgelegt. Fin 
Fachwerk, in dem dies möglich ist, wird als statisch bestimmt bezeichnet. 


Als nächstes werden die drei Vierecke von Abb. 542.3a bis c als Beispiele ebener 
statischer Konstruktionen betrachtet. Die erste von ihnen, die man sich aus 
zwei Dreiecken aufgebaut denken kann, ist: wiederum statisch völlig bestimmt. 
Die äußeren Kräfte bestimmen die inneren Stabkräfte eindeutig. Dies ist bei der 


a) b) 


Abb. 542.3. Statisch bestimmte (a), statisch unbestimmte Konstruktion (b), 
Konstruktion mit einem Freiheitsgrad (c) 


Figur b nicht der Fall. Das ist anschaulich einfach zu begründen: Man denke 
sich die Konstruktion b im Gleichgewicht mit äußeren Kräften. Nunmehr wird 
einer der beiden Diagonalstäbe ein wenig verkürzt. Dadurch entstehen große 
innere Belastungen des Systems, ohne daß sich die äußeren Kräfte dabei ändern, 
doch die einzelnen Stabkräfte sind ganz andere, als wenn zum Beispiel derselbe 
Diagonalstab durchschnitten wäre. Ein Fachwerk ist daher immer nur dann 
statisch eindeutig bestimmt, wenn es beim Durchschneiden auch nur eines ein- 
zigen beliebig gewählten Stabes zusammenbricht. In diesem Sinn ist Abb. 542.3a 
statisch bestimmt und b statisch unbestimmt. 


Das Stabviereck von Figur « dagegen ist beweglich. Es enthält einen 
Freiheitsgrad, da sich zum Beispiel der linke obere Eckpunkt auf einem Kreis 
um den linken unteren bewegen kann. Die Gleichgewichtsbedingung gegen äußere 
Kräfte legt hier nicht nur die inneren Belastungen, sondern auch die Form, 
das heißt die Anordnung der Eckpunkte des Vierecks fest. Solche Systeme mit 
inneren Freiheitsgraden werden in [545] genauer besprochen. Die Zahl der Frei- 
. heitsgrade ist in solchen Fällen gleich der Zahl der Stäbe, welche notwendig sind. 
um das System statisch bestimmt zu machen. 


Bei räumlichen statischen Problemen gelten die hier durchgeführten Über- 
legungen sinngemäß. Ein Tetraeder ist das einfachste Beispiel eines statisch 
bestimmten räumlichen Fachwerks. Fachwerke, die aus Tetraedern aufgebaut 
sind, sind daher immer statisch bestimmt. Enthalten sie zusätzliche ‚überflüssige‘ 
Stäbe, so werden sie statisch unbestimmt. Fehlen ihnen Stäbe, um einem Aufbau 
aus Tetraedern zu entsprechen. so enthalten sie innere Freiheitsgrade. 
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543 Berechnung ebener Fachwerke 


Es wird die Brückenkonstruktion von Abb. 543.1 betrachtet, die im Punkt D 
durch eine Kraft @ belastet ist. Die äußeren Gleichgewichtsbedingungen dieses 
Problems sind leicht zu erfüllen. Aus Symmetriegründen müssen an den Brücken- 
pfeilern A und @ die vertikalen Kräfte Q/2 angreifen. Schwieriger dagegen ist 
die Bestimmung der einzelnen Stabkräfte, mit denen die Stäbe 1 bis 11 belastet 
sind. Zu ihrer Bestimmung werden zwei Methoden besprochen, der CREMONA- 
plan und der Rırtregsche Schnitt. 


Beim Aufstellen des Cremonaplans wird zunächst die Gleichgewichtsbedin- 
gung im Punkt A untersucht. Sie führt auf das in Abb. 543.2 oben links ein- 


Sp 


So 


Abb. 543.1. Belastung einer Brückenkon- Abb. 543.2. CrEemonaplan zur Bestimmung 
struktion durch eine Kraft & der einzelnen Stabkräfte von Abb. 543.1 


getragene Krafteck und bestimmt die Stabkräfte X, und K,. Nun wird die Gleich- 
gewichtsbedingung im Punkt B mit dem zugehörigen Krafteck betrachtet. Sie 
bestimmt die Kräfte X, und K,. Dann folgt der Punkt C, dessen Krafteck in 
Abb. 543.2 ein Viereck (mit allerdings zwei zusammenfallenden Geraden) ent- 
hält, das Viereck mit den Seiten K,, K,, K, und K,. Die Kraftecke für die sym- 
metrisch gegenüberliegenden Punkte @, F und E ergeben sich ganz analog, so 
daß schließlich noch das Fünfeck mit den Seiten X,, @, K,, K, und K, für die 
Kräfte im Punkt D übrig bleibt. Die vollständige Figur der zusammengesetzten 
Kraftecke von Abb. 543.2 wird als CremonAplan bezeichnet. Damit ist die Auf- 
gabe gelöst, sämtliche Stabkräfte einzeln anzugeben. 


Ist es nicht erforderlich, jede Stabkraft des ganzen Systems einzeln zu kennen, 
sondern sind nur einzelne Stäbe gefragt, so ist ein anderes Verfahren zur Bestim- 
mung der Stabkräfte, das sogenannte Rırrersche Schnittverfahren, oft von 
Vorteil. Man denkt sich die Brücke in einer solchen Weise durchschnitten, daß 
der jeweils gefragte Stab mit durchschnitten ist. Ein solcher Schnitt wird in 
Abb. 543.1 durch die Stäbe 6, 7 und 8 geführt. Nun denkt man sich an den 
Schnittstellen Kräfte in den Stabrichtungen angebracht, die gerade so beschaffen 
sind, daß das Restsystem (z.B. der Teil rechts vom Schnitt) im statischen 
Gleichgewicht bleibt. Die an den Stäben angebrachten Ersatzkräfte sind dann 
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identisch mit den Stabkräften der ursprünglichen, nicht durchgeschnittenen 
Brücke. Sie werden aus den Gleichgewichtsbedingungen für das Restsystem 
errechnet. 


Die Gleichgewichtsbedingungen des ebenen Problems wurden in [521] behan- 
delt. Sie können, wie bereits in [515] und [521] diskutiert wurde, durch die Forde- 
rung ersetzt werden, daß der Momentensatz in bezug auf drei willkürlich wählbare 
Punkte erfüllt sein muß. Als erstes wird verlangt, daß der Momentensatz um 
den Punkt D der Brücke erfüllt ist. Am Restsystem greifen vier Kräfte an. Die 
Ersatzkräfte der Stäbe 7 und 8 besitzen in bezug auf den Punkt D das Moment 0, 
so daß für das Momentengleichgewicht nur noch die Ersatzkraft K, und die 
rechte Unterstützungskraft Q/2 in Betracht kommen. Die halbe Stablänge von 
2,6, .... wird als Z und die Höhe der Brückenkonstruktion als h bezeichnet. 
Dann lautet der Momentensatz für den Bezugspunkt D 


hKu=31%. 0) 


Da !, h und Q/2 bekannt sind, liefert diese Gleichung die Ersatzkraft K, am 
Stab 6, welche mit der Stabkraft des undurchschnittenen Systems identisch ist. 


Um die Stabkraft K, zu berechnen, wird der Momentensatz bezüglich des 
Punktes E gebildet. In diesem Falle besitzen X, und K, kein Moment, und die 
Gleichgewichtsbedingung lautet 


RK,=21°. (2) 


Um die Kraft X, zu berechnen, wird der Bezugspunkt so gewählt, daß die Kräfte 
K, und K, kein Moment besitzen. Dies ist zum Beispiel ein links unendlich fern 
liegender Punkt. Die Momentenbedingung stimmt nach Fortlassen des sehr 
großen Punktabstandes als gemeinsamen Faktors mit der Gleichgewichtsbedin- 
gung für die vertikalen Kraftkomponenten überein. Sie lautet 
‚_Q . 

K=7- (3) 
K, ist die vertikale Komponente der Stabkraft K,, die sich ihrerseits nach 
Abb. 543.1 aus 


SER 
ee 4) 


berechnet. 


544 Befestigung starrer Körper 


Wieviel Stäbe sind erforderlich, um einen starren Körper, der beliebigen 
Krafteinwirkungen unterliegt, im Raum zu verankern? Die Stäbe sollen den 
starren Körper mit einer festen Unterlage verbinden. Als anschauliches Bei- 
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spiel betrachten wir die Befestigung einer Tischplatte, auf die eine beliebig 
gerichtete Kraft wirkt. Zunächst wird der ebene Fall von Abb. 544.1 betrachtet. 


Im ebenen Fall genügen drei Stäbe zur Befestigung der Tischplatte mit dem 
Erdboden. Zum Beweis beachte man, daß nach [521] eine beliebige Kraft in der 
Ebene nach drei willkürlich vorgegebenen Angriffslinien zerlegt werden kann. 
Der auf die Tischplatte wirkenden Kraft aber muß durch entsprechende Stab- 
kräfte das Gleichgewicht gehalten werden. Da die Stabkräfte der Definition 
des Stabes entsprechend nur in Stabrichtung wirken können, sind also den drei 
Angriffslinien entsprechend drei Stäbe willkürlich vorgegebener Richtung er- 
forderlich. Geeignet ist zum Beispiel die Stabanordnung von Abb. 544.1. Wenn 
allerdings alle drei Stäbe parallel zueinander Tischplatte und Erdboden verbinden, 


K 
Abb. 544.1. Abb. 544.2. 
Drei Stäbe zur starren Verbindung einer Sechs Stäbe zur starren Verbindung einer 
Tischplatte mit der Unterlage im ebenen Fall Tischplatte mit der Unterlage 


so ist der Tisch in der Ebene nicht fest verankert, sondern beweglich. Besitzen 
dagegen wenigstens zwei der Stäbe voneinander verschiedene Richtungen, so 
ist die Verbindung starr. 


Im dreidimensionalen Fall sind sechs Stäbe erforderlich, um einen Tisch stabil 
mit dem Erdboden zu verbinden. Wirkt nämlich eine beliebige Kraft auf den 
Tisch, so kann sie entsprechend [531] nach sechs Angriffslinien zerlegt werden, die 
mit den einzelnen Stäben identisch sind und die zugehörigen Stabkräfte liefern. 
Auch hier gibt es wieder bestimmte Ausnahmen. So dürfen die Stäbe nicht alle zu- 
einander parallel sein. Ein Beispiel für eine statisch bestimmte Befestigung liefert 
Abb. 544.2. Dort sind immer zwei Stäbe zu einer Verbindung zusammengefaßt. 


Ein viertes Stabpaar würde die Verbindung statisch unbestimmt machen. In 
der Praxis bedeutet das: Bei fester Verbindung mit dem Erdboden können innere 
Spannungen auftreten, beim bloßen ‚Aufstellen‘ eines solchen Tisches kann dieser 
wackeln. Daß im allgemeinen ein Tisch mit drei Beinen bereits stabil ist, liegt 
daran, daß die Tischbeine nicht nur in Längsrichtung, sondern auch quer dazu 
belastet werden können. Wären die Tischbeine so dünn, daß sie bei der kleinsten 
Querbelastung zerbrechen, so wären in der Tat sechs Tischbeine erforderlich, 
um den Tisch stabil mit der Erde zu verbinden. Diese Überlegungen verdeutlichen 
übrigens, warum Insekten, die mit ihren sehr dünnen Beinen im allgemeinen 
nur geringe Querkräfte übertragen können, mindestens sechs Beine benötigen. 
um sich einigermaßen stabil auf dem Erdboden zu halten oder zu bewegen. 
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545 Systeme mit Freiheitsgraden 


Es werden nun Systeme betrachtet, die noch innere Bewegungsmöglichkeiten, 
also innere Freiheitsgrade besitzen. Diese werden durch entsprechende Parameter « 
beschrieben. Die Aufgabe der Statik besteht hier darin, diejenige Stellung, 
also den spezifischen Parameterwert &, zu berechnen, bei dem sich das System 
unter gegebenen Kräften im Gleichgewicht befindet. Im allgemeinen ist es bei 
dieser Aufgabe vorteilhaft, zur Bestimmung der Gleichgewichtslage das Prinzip 
der virtuellen Verrückungen von [514] zu verwenden. 


Ein einfaches ebenes Beispiel ist der dünne gewichtslose Balken von 
Abb. 545.1, der zwischen einer senkrechten Mauer und einer Tisehkante ein- 


Abb. 545.1. Einfaches Beispiel eines Abb. 545.2. Waage als statisches System 
statischen Systems mit einem Freiheitsgrad mit einem Freiheitsgrad 


geklemmt ist und an dessen rechtem Ende ein Gewicht @ hängt. Zu den ver- 
schiedenen möglichen Stellungen des Stabes gehören verschiedene Lagen des 
rechten Endpunkts, die zusammen eine Kurve bilden. Es handelt sich hier älso 
um ein statisches System mit einem Freiheitsgrad. Bei einer Verschiebung ändert 
sich mit dem rechten Endpunkt auch die Höhe h, in der das Gewicht @ hängt. 
Die zugehörige Arbeit ist 6A = @öh, und die Gleichgewichtsbedingung 6A = 0 
lautet hier öh = 0. Der Stab befindet sich also am Scheitelpunkt der Kurve im 
statischen Gleichgewicht. Daß dieses Gleichgewicht labil ist, läßt sich aus der 
Abbildung unmittelbar erkennen. 


Als nächstes Beispiel wird eine Waage betrachtet. Die Konstruktion von 
Abb. 545.2 besteht aus zwei Stabdreieeken, die durch ein Bolzengelenk miteinander 
- verbunden sind. An den unteren Eckpunkten hängen zwei Gewichte @G, und @,. 
Ihre Abstände a, und a, von der strichpunktierten Mittellinie sind variabel. 
Gleichgewicht herrscht, wenn die Momentenbedingung um den 'Drehpunkt 
erfüllt ist, wenn also 


46, = G, (1) 
gilt. Dabei wird das Gelenk mit der Gesamtkraft 
G+G=G@ (2) 
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belastet, die sich ihrerseits in die zwei Stabkräfte des oberen Dreiecks aufteilt. 
Die Wirkung der beiden Kräfte @, und @, kann durch die Wirkung einer einzigen 
Kraft G auf den Schwerpunkt ersetzt werden, der sich auf der Verbindungslinie 
der beiden unteren Eckpunkte befinden muß und im Gleichgewicht auf der 
Mittellinie liegt. Befindet sich der Schwerpunkt wie in der Abbildung unterhalb 
des Gelenks, so ist das Gleichgewicht stabil. wie man sich leicht klarmacht. 
Befindet er sich oberhalb, so ist das Gleich- 
gewicht labil. 


Ein komplizierteres System mit einem 
Freiheitsgrad stellt die Dezimalwaage von 
Abb. 545.3 dar. Verschiebt man das Ge- 
wicht @, etwas nach unten, so wird der 
Waagebalken rechts angehoben und damit 
über die entsprechenden Stabverbindungen Abb. 545.3. Zur Gleichgewichtsbedin- 
auch die Punkte 1 und 2. Zunächst soll das gung bei der Dezimalwaage 
Verhältnis der Strecken a und b so gewählt 
werden, daß die Bestimmung des unbekannten Gewichts G, unabhängig von der 
Stelle ist, an der es sich zwischen den Punkten 1 und 2 befindet. Das ist nur 
möglich, wenn es überall auf dieser Verbindungslinie beim Bewegen von @, um 
das gleiche Stück angehoben wird, wenn also öh, = Öh, ist. Bei einer kleinen 
Drehung des oberen Waagebalkens um ö9 bewegt sich der Punkt 1 um das Stück 


h,=1hö9Q, (3) 


der Endpunkt des oberen Waagebalkens aber um öl, nach oben. Punkt 2 
dagegen wird im Verhältnis b/a weniger angehoben. Somit ergibt sich 


> b 


Unter der Voraussetzung öh, = öh, = öh folgt aus den Gleichungen (3) und (4) 
die Bedingung 
a:b=Lk:l, (5) 


für die Unabhängigkeit der Wägung des Gewichts @, von seinem Auflagepunkt. 
Ist diese Bedingung erfüllt, so ist für eine virtuelle Drehung ö@ des Systems die 
Arbeit 
8A=@Ööh — Alhöp = (Gl, — Al), (6) 
erforderlich. Die Gleichgewichtsbedingung 6A = 0 liefert für das unbekannte 
Gewicht 
= 6G-. (7) 


Bei der Dezimalwaage wird /,:1, = 10:1 gewählt. 


Für eine prinzipielle Diskussion eignet sich das ebene Stabviereck von Abb. 545.4, 
in dem ein diagonaler Stab angebracht werden müßte, um eine statisch bestimmte 
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Konstruktion zu erhalten. Es besitzt daher einen Freiheitsgrad, der durch den 
Winkel 9 beschrieben werden kann, um den sich der linke Stab gegen den unteren 
waagerechten Stab bewegen darf. Die unteren beiden Punkte des Vierecks 
werden als befestigt angesehen und die oberen beiden als beweglich. In den letz- 
teren greifen willkürliche Kräfte X, und K, an. Sie 
haben zur Folge, daß bei einer Drehung d@ die Ar- 
beiten 6A, und 64, geleistet werden müssen. Die 
Gleichgewichtsbedingung 


85A=654,+54,=0 (8) 


Abb. 545.4. Z leich- ; : 2 . 5 ; 
Fe wird nur für bestimmte Winkel (im allgemeinen nur 


vierecksunterEinwirkung für einen oder zwei Werte) erfüllt. Dies sind die Gleich- 
der Kräfte K, und K, gewichtslagen bei gegebenen Kräften. 


Übungsaufgaben 


54.1. Sind die untenstehenden räumlichen Konstruktionen statisch bestimmt, überbestimmt 
(wievielfach ?), oder enthalten sie Freiheitsgrade? (Wieviel und welche?) 


E £, F 
D & 
Br RN z 
Fr Dr N, N 
A B A B A B 6 
a) 6) d) 


B 
c) 


F 
13 A— E A f H 
IN sg N 
.— 
EST GEF ey 
A 8 A B A B 
e) rn) 9) 


54.2. DieStab- und Auflagekräfte der Konstruktion a) sind zeichnerisch mittels des CREMONA- 
planes, der Konstruktion b) analytisch mit Hilfe des Rırresschen Schnittverfahrens zu 
bestimmen. 
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55  Massenmomente 


Zusammenfassung: Es wird ein Körper der Masse m betrachtet, der sich aus einzelnen 
Massen m, an Orten r,, zusammensetzt. Viele physikalische Eigenschaften F lassen sich dann 
in der Form 2), m, f(x„) darstellen. Bei der TAyLorentwicklung der Funktion f(r,) entstehen als 
Koeffizienten der einzelnen Ableitungen von f (bis auf einen Zahlenfaktor) die Massen- 
momente „m, , Z,M,t,, 2, M,t, 0 t„. DieGesamtmasse 3, m,unddas Produktm3 = 3, m,t, 
werden als Massenmomente nullter und erster Ordnung bezeichnet. Die sechs verschiedenen 
Momente zweiter Ordnung werden als Trägheits- und Zentrifugalmomente bezeichnet. Wählt 
man den Schwerpunkt als Bezugspunkt des Koordinatensystems, so verschwinden die Massen- 
momente erster Ordnung. Hieraus folgen die STEINERschen Sätze |555]. Die Aufgabe, alle 
axialen Trägheitsmomente zu berechnen, deren Achsen a durch einen gegebenen Punkt 
laufen, aber sonst beliebig gerichtet sind, führt auf die Gleichung J(a)=a©a mit © als 
dem Trägheitstensor. © ist symmetrisch und wird durch das Trägheitsellipsoid veranschaulicht. 


551 Der Massenschwerpunkt 


Wir betrachten eine Massenverteilung, bestehend aus einzelnen Massen m,. 
die sich an Orten r„ befinden. Die Gesamtmasse dieser Verteilung ist dann 


Eine andere charakteristische Größe dieser Verteilung ist der nach (515.18) durch 


| LI M,T, = mö (2) 


definierte Schwerpunkt 3. Bei kontinuierlicher Massenverteilung werden die 
einzelnen Massen m, durch die in jedem Teilvolumen dr befindliche Masse 
dm = udr ersetzt. Die Gleichungen (1) und (2) gehen dann über in 


[am = m [am x — ms. (3) 


Gelegentlich wird auch der Schwerpunkt einer Fläche oder Kurve betrachtet. 
Dann tritt das Flächenelerment dF bzw. die Bogenlänge ds an die Stelle von dr, 
und u bedeutet entsprechend die Masse pro Flächeneinheit bzw. pro Längen- 
einheit. Die Schwerpunkte von mathematisch einfachen Körpern, wie Kugel- 
segmenten, Zylindern, Pyramiden usw., sind in technischen Tabellenwerken 
[z. B. Hütte I. (1955) S. 676-697] zu finden und außerdem leicht aus (1) und 
(2) bzw. aus (3) zu berechnen. 


Physikalisch ist der Schwerpunkt einer Massenverteilung deshalb so wichtig, 
weil er nach (514.1 und 8) der einfachen Gleichung 


mS$ = Mn =23 (Kr Bn) = IR, i; (4) 
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genügt. Er bewegt sich also nach dem Grundgesetz der Mechanik, und zwar so, 
als ob in ihm alle Massen vereinigt wären und alle Kräfte angreifen würden. 


Wirken auf die Massenverteilung gleichgerichtete und miassenproportionale 
Kräfte eg (5) 
so ist das Drehmoment dieser Kräfte, bezogen auf den Ursprung des Koordinaten- 
systens, 

Mi, x u =aNmtnxa=oam3xa. (6) 
n n 


Es läßt also in der Form 
MESExf Key, (7) 


erkennen, daß das gleiche Drehmoment entsteht, wenn die Summe der Kräfte (5) 
im Schwerpunkt angreift. Das Drehmoment der Massenverteilung bei massen- 
proportionalen Kräften ist also das gleiche, als wäre die Gesamtmasse nicht 
örtlich verteilt, sondern im Schwerpunkt $ vereinigt. Als Beispiel einer solchen 
massenproportionalen Kraft kann die Schwerkraft ft, = m„g angesehen werden. 


552 Massenmomente verschiedener Ordnung 


Die durch die Gleichungen (551.1 und 2) definierten Größen werden von einem 
allgemeineren Standpunkt aus gelegentlich auch als Massenmomente nullter und 
erster Ordnung bezeichnet. Wir betrachten irgendeine physikalische Eigenschaft 


F=%h (il) 


die sich aus den Eigenschaften f, der einzelnen Massenbestandteile m, zusammen- 
setzt. Wir setzen weiter voraus, daß diese Eigenschaft massenproportional und 
ortsabhängig sei, also daß 


In — Mm„(t,) (2) 


gilt mit f(r„) als einer nur vom Ort r„, nicht aber von m, abhängigen Funktion. 
Beispiele für solche Größen sind leicht zu finden: Die Massen m, selbst, speziell 
mit f(t„) = 1. Auch die Komponenten des in (551.2) definierten Massenmoments 
sind solche Größen. Ebenso lassen sich die Komponenten der Schwerkraft 


Ss = m,„g: (3) 
sowie des Moments der Schwerkraft 
M, = 1X Mg (4) 


als massenproportionale, durch (1) und (2) darstellbare Größen auffassen. Das 
gleiche gilt für die von (254.17) her bekannten Zentrifugalkräfte 


R = — M,® x (x 1,) (8) 
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wie auch für ihr zugehöriges Drehmoment 
M, === I, x nn _ In x m,[& x (& x %n)]- (6) 


In allen Fällen läßt sich die der gesamten Massenverteilung zugeordnete Größe 
entsprechend (1) und (2) durch 


F =yM, ft.) (7) 


Im weiteren wird vorausgesetzt, daß sich die in (7) verwendete Funktion f(r,) 
in Potenzreihen entwickeln läßt. Wir zeichnen einen Punkt 3 (nicht notwendig 
den Schwerpunkt!) aus und erhalten, wie in [Ü 23.5]. gezeigt wird, mit 


darstellen. 


durch Anwendung von (124.13) auf alle Variabeln von f eine Entwicklung nach 
Potenzen der Komponenten von t,: 


)=feE +) = + % Sy + Fu: 82 + 2.) 
u. 32 (9) 
=e due" d eo” du f(g,,8,,8,). 


Dieses Ergebnis läßt sich in Vektorform -zusammenfassen: 


fin) = fa +t,)=e" %® fie) 


R (10) 


I 
= 
ai 
3 
o| 
Sy 
S 


BEL: 
yh SraBlr rl) Busse 


Die durch (7) beschriebene physikalische Größe wird dann durch die Potenzreihe 


0 
F=3m,f(%) +3min ag Q 


dargestellt. Da f(8) wie auch die Gradientenbildungen bezüglich 3 unabhängig 
von n sind, lassen sie sich aus den Summationen herausziehen. Die letzteren 
liefern die Massenmomente 
Im, min Dimino tn (12) 
n n n 
von nullter, erster, zweiter ... Ordnung. Physikalische Größen vom Typ (7) 
lassen sich also durch die Massenmomente (12) darstellen. 


In (8) bis (12) bedeutet i„ den Ort der Massen m, in einem Bezugssystem, 
dessen Ursprung im Endpunkt des Vektors $ liegt. Wählen wir speziell den durch 
(551.2) definierten Schwerpunkt & als Bezugspunkt, so gilt 


min = 3m mn —- 33 m,=d. (13) 
n n n 
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In der Potenzentwicklung (11) verschwinden damit die Glieder erster Ordnung, 
und es gilt 


(14) 


Fett eat 


Auch der linke Operator 9/93 wirkt nur auf f($). Bis auf Glieder zweiter und höhe- 
rer Ordnung ist die physikalische Eigenschaft F die gleiche, als wäre die Gesamt- 
masse m der Verteilung in deren Schwerpunkt 3 vereinigt. 


In den Beispielen (3) bis (6) bricht die Potenzreihe ohnehin nach den Gliedern 
nullter bis zweiter Ordnung ab. Für die Masse selbst geht (14) in die Identität 
m = m über, für die Schwerkraft (3) in & = mg und für das Moment der Schwer- 
kraft mit fir) =ıxgin 

M=3x mg. (15) 
Für die Zentrifugalkraft gilt nach (14) 

N=-möx(®x3), (16) 
da f(t) auch hier von erster Ordnung ist. Die Zentrifugalkraft wirkt also ebenfalls 
so, als wäre die gesamte Masse m der Verteilung im Schwerpunkt 3 vereinigt. 
Lediglich das Moment (6) der Zentrifugalkraft ist ein Ausdruck von zweiter Ord- 


nung in r„. Bei seiner Berechnung machen sich also in (14) noch die Massen- 
momente zweiter Ordnung bemerkbar. 


553 Trägheitsmomente 


Die Massenmomente zweiter Ordnung sind in der geschweiften Klammer von 
(552.14) zusammengefaßt. In ihnen sind die Komponenten 


IM, In, %n,k i,k = 1,2,3 (l) 
n 


enthalten, wobei 2,1] = %n, %n.9a = Yn und %,3 = 2,„ bedeuten. Die gemischten 
Glieder mit i = k werden als Zentrifugalmomente bezeichnet und im nachfolgen- 
den Abschnitt [554] behandelt. Die Komponenten mit i= k werden als Träg- 
heitsmomente bezeichnet. Alle Trägheitsmomente lassen sich in deı Form 


J= er My, Er (2) 


mit verschiedener Bedeutung von £? darstellen. Im einzelnen spricht man von 
polaren, axialen und planaren Trägheitsmomenten, wenn ö? die Bedeutung einer 
der Größen aus nachfolgender Tabelle besitzt: 


planar 
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Die betreffenden Momente verschwinden, wenn die beschriebenen Massen im 
„Pol“ r=0, auf der Achse a bzw. = y=0 oder auf der Ebene z=0 (La) 
konzentriert sind. Alle drei Trägheitsmomente lassen sich an Hand von Abb.553 
durch den Einheitsvektor a übersichtlich beschreiben. Tabelle (3) läßt erkennen, 
daß zwischen ihnen der Zusammenhang 


JIpo=Jaxt Ip (4) 
besteht. 


Für praktische Überlegungen am wichtigsten ist das axiale Trägheitsmoment 
J,x, im allgemeinen kurz als J bezeichnet. Als Beispiel wird das axiale Trägheits- 
moment 


1 I=fam(a x 2? (dmo? (5) 


eines Zylinders berechnet. o bedeutet den Abstand 
der betrachteten Masse dm von der Symmetrie- 
achse des Zylinders. In dm = udr darf dr nur 
solche Massen enthalten, für die o den gleichen 
Wert besitzt. Sie liegen hier in einer Zylinderschicht 
dr = L2rodo. Die Gesamtmasse des Zylinders 


Abb. 553. Zur Beschreibung 
von polarem, axialem und pla- 
narem Trägheitsmoment durch 


den Einheitsvektor a mit dem Radius R und der Länge L beträgt daher 
m= uLrR, (6) 
und für das Trägheitsmoment ergibt sich 
R R 
I=[udre®=- u2rL [Pdo- [ede=- mE. (7) 
0 6 


Wäre die gesamte Masse allein auf der Oberfläche eines Hohlzylinders verteilt 
gewesen, so hätte sich aus (5) mR? als Trägheitsmoment ergeben. Beim Voll- 
zylinder dagegen ist der entsprechende Mittelwert o® = R?/2. In diesem Sinne 
ist der Faktor 1/2 in(7) zu verstehen. Die Berechnung axialer Trägheitsmomente 
von anderen Körpern erfolgt sinngemäß. 


554 Zentrifugalmomente 


Ein aus einzelnen Massen m, zusammengesetzter Körper rotiere starr um eine 
durch den Bezugspunkt laufende Achse ö. Dabei wird nach (254.17) die Zentri- 


fugalkraft 
K=—- Vm®x(®x 1, da) 
n 


auf die Massenverteilung ausgeübt. Sie besitzt, wie bereits in [552] gezeigt wurde, 
den gleichen Wert (552.16), als wäre die Gesamtmasse im Schwerpunkt ver- 


25 Macke, Teilchen. 3. Aufl. 
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einigt. Das durch die Zentrifugalkräfte auf die Massenverteilung ausgeübte 
Drehmoment ist 
Mr=3t. xf,= I Mtn x [8 x (@ x tl. (2) 
7 N 


Bei Auswertung dieses Ausdrucks als zweifaches Vektorprodukt zwischen r,, 
& und © x r,„ entsteht zunächst 


My: = — 3m, {ö © 1„(@ x 1) Fr (& x t,) Oo Öty}. (3) 
N 
Der erste Term verschwindet, so daß nur noch 


M=dm,(Öxr, o Ör, (4) 


übrigbleibt. Findet die Rotation entsprechend Abb. 554.1 um die y-Achse statt, 
so gilt = e,w. Die skalare und vektorielle Verknüpfung von © und r, liefert 
dann j 
St, = @Yı D X m= on + ez2n]; (5) 
und das Drehmoment der Zentrifugalkräfte geht entsprechend in 
Mir wLl— &Iayt &rJyzl (6) 
über, wobei die Ausdrücke 
Jay = My %nYn Jyz = IM YnEn Jr = My &nEn» (7) 
n N 7 
wie bereits im vorigen Abschnitt erwähnt, als Zentrifugalmomente bezeichnet 
werden. 


Wir betrachten in Abb. 554.2 einen starren Körper, der um die durch den 
Bezugspunkt laufende feste Achse & rotiert. Die hierbei auftretenden Zentrifugal- 


Abb. 554.1. Zum Drehmoment einer mit © Abb. 554.2. Zur Abhängigkeit des Dreh- 
rotierenden Massenverteilung momentes I, vom Zentrifugalmoment J,,- 
a)I,y=0 Ma=0 by <% Ma+0 


kräfte erzeugen das Drehmoment (4), welches nach (6) und (7) nur dann von 
Null verschieden ist, wenn die entsprechenden Zentrifugalmomente von Null 
verschieden sind. Von den beiden Figuren der Abb. 554.2 ist die erste rotations- 
symmetrisch um @. Ihre Zentrifugalmomente (7) verschwinden (für 2y®&0 
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gleiche Beiträge zu J,,). Die zweite dagegen besitzt ein Zentrifugalmoment 
Jzy<0 (für 2y=0 kleinere bzw. größere Beiträge zum Integral J,,). Infolge- 
dessen wird nach (6) ein Drehmoment, dessen Achse in Richtung e, liegt, auf 
den Körper ausgeübt. Das ist nach Abb. 554.2 auch unmittelbar anschaulich 
verständlich. Außerdem folgt ganz allgemein aus (4) 


Mıo=0. (8) 
Das zentrifugale Drehmoment W,, steht stets senkrecht auf der Drehachse &. 


In Abb. 554.2b erzeugen also die Zentrifugalkräfte ein Drehmoment, durch 
das die Lager der Rotationsachsen belastet werden. Bewegt sich der starre Körper 
frei, besitzt er also keine befestigten Rotationsachsen, so wird durch das zentri- 
fugale Drehmoment W,, eine zusätzliche Drehung ausgelöst, deren Achse senkrecht 
auf der ursprünglichen Drehrichtung steht. © wird daher zeitabhängig. Freie 
Rotationen um raum- und körperfeste Achsen sind daher nur möglich, wenn die 
zugehörigen Zentrifugalmomente (7) verschwinden. Das Drehmoment (4) der 
Massenverteilung wird somit durch die Rotationsgeschwindigkeit @ und durch die 
Art der Massenverteilung bestimmt. 


Ist a der Einheitsvektor der Rotationsgeschwindigkeit, so gilt 8 = aw, und 
das obige Drehmoment wird durch 


Mu oT (9) 


dargestellt. Dabei enthält I die zur Achse a gehörigen Komponenten der Zentri- 
fugalmomente: 


Ju= I m,(a x r,)oar,. (10) 
n 


555 STEINERsche Sätze 


Alle Massenmomente zweiter Ordnung lassen sich im Sinne der Ausführungen 
von [552] selbst als massenproportionale Eigenschaften verstehen und behandeln. 
Sie lassen sich daher nach Einführung des Schwerpunkts entsprechend (552.14) 
darstellen, Zunächst wird unter den Massenmomenten zweiter Ordnung eine be- 
liebige Komponente 


Jar NM, ° Cl t, k= 1, 2, 3 (1 ) 
77 
betrachtet. Nach Einführung des Schwerpunkts durch (552.5) geht dieser Aus- 
druck in 


Jun = 3m,s(5+1,)0 068 + 1.) 
n 


E j B 5 (2) 
=ymM1430%8+ (tn) (erstes) H+LMm„etn oO et, 
n ın N 
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über. Da im Bezugssystem des Schwerpunkts S’m,t, = 0 gilt, verschwindet der 
in T, lineare Term, und es bleibt # 


Ju = MS;5,t SR (3) 


übrig. Die Komponente J,,,, bezüglich eines beliebigen Koordinatenursprungs 
wird berechnet, indem man diese Größe zunächst als J, 2,2, In bezug auf das Schwer- 
punktsystem bestimmt und anschließend noch den Term ms;s, hinzufügt. Er 
enthält das entsprechende Massenmoment, welches sich ergeben würde, wenn 
die Gesamtmasse im Schwerpunkt vereinigt wäre. 


Genau wie für die einzelnen Komponenten, so gelten auch für die allgemeinen 
Trägheits- und Zentrifugalmomente entsprechende Gleichungen, die sich aus (3) 
ableiten lassen. Es sind dies die STEINERschen Sätze: 


J,=mlax3)”+Jx 


Je=m(ax28)oa3-+ Jze- 


Jo = mS°+ Jo 
Jn= m(a3)” + Ip 


Speziell der für J,, wird als SrEINErscher Satz im engeren Sinn bezeichnet. 


556 Trägheitstensor 


In diesem Abschnitt wird die Massenverteilung eines starren Körpers betrach- 
tet, dessen axiale Trägheitsmomente unter verschiedensten Voraussetzungen 
berechnet werden sollen. Zunächst wird ein Bezugspunkt r = 0 willkürlich 
innerhalb oder außerhalb des Körpers gewählt, durch den eine Achse a hindurch- 
führt. Das ihr zugeordnete axiale Trägheitsmoment soll berechnet werden. Es 
genügt dabei vollkommen, als Bezugspunkt den Schwerpunkt zu wählen. Die 
entsprechenden Trägheitsmomente für andere Bezugspunkte folgen dann un- 
mittelbar aus (555.4), dem StEInErschen Satz. a ist also der Einheitsvektor 
einer durch den Schwerpunkt führenden, aber sonst beliebig gerichteten Achse. 
Zur Bestimmung aller Trägheitsmomente des starren Körpers brauchen daher 
nur noch die Momente 


J=J(a) -[Am(a x v)? (1) 


zu verschiedenen Einheitsvektoren a untersucht zu werden. 
Durch Auswertung des Vektorprodukts von (1) oder unter Verwendung von 
(553.4) folgt zunächst 
I (a) = [Am[ı*o a - (an). (2) 


Zerlegen wir den Einheitsvektor in seine Komponenten 


a=dea i=1,2,3, (3) 
% 
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so läßt sich diese Gleichung ohne weiteres in der Form 


(4) 


darstellen. Die dabei auftretenden Koeffizienten ©;, müssen durch 
9; - [Amfı? 0 &85— &;7 0 Et] - [dm[(e} +23 +2) 6: %%) (5) 
gegeben sein, damit (4) mit (2) übereinstimmt. ö;, ist das bereits früher in (213.13) 


eingeführte KRONEOKERsche Symbol. Im einzelnen entsteht für die insgesamt 
neun Koeffizienten (5) analog zu (261.21) das Matrixschema 


Y+2 -ıy -—2 
(9; = [dm -yz +2 —ye ]. (6) 
-22 .—-y + 


Der Vergleich mit (554.7) und Tabelle (553.3) zeigt, daß in der Diagonalen dieses 
Schemas die axialen Trägheitsmomente und außerhalb der Diagonalen die 
negativen Zentrifugalmomente um die entsprechenden Achsen stehen. Zwischen 
den Komponenten der Matrix gilt 
Or = (M 
als eine Symmetriebeziehung. 
Ersetzt man a, und a, in (4) durch ae, und ae,, so erkennt man aus 


J(a)=NYag,o&gaOr=a9a, (8) 
7 


daß die ©;, gemäß (261.19) die Komponenten eines Tensors 
9=-%40%0;% Or=69% (9) 


ük 


bilden. Wegen (7) ist dieser Trägheitstensor symmetrisch. Derartige symmetrische 
Tensoren wurden in [262] bereits ausführlich untersucht. Die nach (262.18 
und 19) gebildete Tensorfläche ist 


rOr = Or: (10) 


Stellt man die Vektoren x durch Betrag € und Richtung a dar, so läßt sich (10) 
auch in der Form 


1=a9a2=J(a)& (11) 
schreiben. Der Abstand eines Flächenpunkts vom Ursprung 
1 
Va) 


ist also ein Maß für die Größe des Trägheitsmoments bei Rotation um die Achse a. 


Hat man durch (262.3 und 4) die Eigenwerte ©,. und Eigenvektoren &x des 
Trägheitstensors ermittelt, so ist mit (262.10) die Darstellung 


= EK08k$x K=1;2,3 (13) 
K 
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möglich, in der die Zentrifugalmomente (554.7) verschwinden. Im vorliegenden 
Falle des durch (6) und (9) gegebenen Trägheitstensors sind die Hauptträgheits- 
momente ©x alle positiv. Die Tensorfläche (11) ist also hier ein Ellipsoid, dessen 
Abstände &(a) vom Mittelpunkt alle endlich sind. Wegen (12) folgt daraus, daß 
beim starren Körper keine Achse mit verschwindendem Trägheitsmoment J (a) 
existiert. Die Eigenvektoren &, ini (13) fallen mit den Hauptachsen des Trägheits- 
ellipsoids zusammen. Um die anschauliche Bedeutung des Trägheitsellipsoids zu 
studieren, betrachten wir einen Körper von der Form eines Ellipsoids mit den 
Hauptachsen A, > A, > Az. Überlegt man sich qualitativ die Form des zuge- 
hörigen Trägheitsellipsoids, so stellt sich heraus, daß die Hauptachsen By = 1/YOy 
des Trägheitsellipsoids mit denen des Körpers zusammenfallen müssen und auch 
hier BB, >B,>B, gilt. 


Übungsaufgaben 


55.1. Berechnung des Trägheitstensors für folgende homogene Körper der Masse m: a) Quader 
(Kantenlängen a, b, c), b) Ellipsoid (Hauptachsen a, b, c), c) gerader Kreiskegel (Höhe A, 
Radius R des Grundkreises). Bezugspunkte: für a) und b) Schwerpunkt, für c) Kegel- 
spitze. 


55.2. Man berechne das Trägheitsmoment a) eines Quaders um eine Raumdiagonale, b) eines 
Rotationsellipsoids um eine Achse durch den Mittelpunkt (Winkel # gegen die Sym- 
metrieachse), ©) eines geraden Kreiskegels um die Mantellinie. 


55.3. Es sind a) die Summe, b) die skalaren Produkte AB und BA zweier Tensoren A und B, 
c) das skalare und vektorielle Produkt Ay und A x 1) des Tensors A mit dem Vektor ı 
durch die Komponenten auszudrücken. d) Für welchen Tensor B gilt AB= A(A be- 
liebiger Tensor)? 


55.4. Berechnung von ex Ay mit = 2, -e, +8, y=-&%,+%,+2e, und Aı=l, 
Aa=Aa=Akı= 2, A;3=3, Az=Ay,=-1 und A, = Ay = -2. 

55.5. Man bestimme die Komponenten ©, des folgenden Tensors im Hauptachsensystem: 
9,1= 20, 9,=29, 0,,=23, 0), = 0, = 2, 9); = 9, = 10, 0, = 9: = 3. 
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61 Rotation um eine feste Achse 


Zusammenfassung: Die Rotationsbewegung starrer Körper um fest vorgegebene 
Achsen läßt sich elementar behandeln. Es herrscht weitgehende Analogie zur Geradeaus- 
bewegung. Jö = M tritt an die Stelle der Bewegungsgleichung mä# -= K. Bei einer ungleich- 
mäßig angetriebenen Scheibe überlagern sich der gleiehförmigen Drehbewegung Schwankungen, 
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die durch Vergrößern des Trägheitsmoments klein gehalten werden können. Für das Trägheits- 


moment um eine Achse im Abstand s vom Schwerpunkt gilt der STEINERsche Satz J = ms’ +J. 
Er wird beim Reversionspendel zu Präzisionsbestimmungen der Erdbeschleunigung g aus- 
genutzt. Bei Rollbewegungen vergrößert das Trägheitsmoment die Trägheit des Systems, 
aber nicht seine Schwere. Dies führt auf eine scheinbar verkleinerte Erdbeschleunigung 


g’= g/l + Jmr2]. 


611 Grundgleichungen 


Entsprechend Abb. 611 wird ein starrer Körper betrachtet, der sich um eine 
zweifach gelagerte Achse dreht. Derartige Bewegungen starrer Körper um fest 
vorgegebene Achsen lassen sich verhältnismäßig elementar darstellen. Die 
schwierigeren Überlegungen der 
letzten Kapitel, wie zum Beispiel 
in [55] über die Massenmomente, 
werden erst im nächsten Kapitel 
wieder benötigt. Wir denken uns 
den Körper aus einzelnen Mas- 
sen m, aufgebaut, die sich an 
Orten, befinden. Ihre Bewegun- 
gen werden durch die Gleichungen 


— : 
Abb. 611. | main Kt 8. | (1) 


Drehung eines starren Körpers um eine feste Achse pestimmt. Dabei sind in 3. die 
.. n 


auf die Masse m, wirkenden 
Zwangskräfte zusammengefaßt, die bereits in [514] untersucht wurden und 
dafür sorgen, daß die Eigenschaft der Starrheit gewahrt bleibt. 8, sind be- 
liebige an einzelnen Orten r,„ angreifende äußere Kräfte. 


Der betrachtete starre Körper kann lediglich um seine Achse rotieren. Dabei 
beschreiben die einzelnen Massen m, Kreisbahnen mit konstanten Achsen- 
abständen r,„. Legt man e, in die Richtung der Achse, so ist r?= x?+ y2. Inner- 
halb der Zeit dt bewegt sich die Masse m, auf ihrer Kreisbahn um 


d,=r,dpo=r,Pdt. (2) 
Die kinetische Energie dieser Bewegung ist daher 
T-Sm2- Jung 70. (3) 
n N 
Hier bedeutet 
J=N mr: (4) 
n 


das axiale Trägheitsmoment des starren Körpers. Im Falle kontinuierlicher 
Massenverteilung wird m, durch dm =drw(t) ersetzt, und die Summe wird 
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zu einem Volumenintegral über r. Der Drehimpuls um die Rotationsachse 


= L = N MyFusn =ymrnd = Jo . (5) 
n n 


Er läßt sich also ebenfalls durch das Trägheitsmoment J darstellen. 


Die Bewegung (2) wird nur durch die in Abb. 611 eingetragenen Komponenten 
K,, der Kräfte $,, nicht aber durch deren Komponenten in radialer oder axialer 
Richtung beeinflußt. Für die Bewegung maßgeblich ist daher nur das Dreh- 
moment um die Achse 


M = nm Kn=&tn (Kr, gi Z,) = NT Mndn = Nm, md = Jö. (6) 
n n N n 


Hierbei konnte ohne Schaden I ,„r,Z,, = 0 hinzugefügt werden, da, wie bereits 
in der Statik in (514.8) bewiesen wurde, die Zwangskräfte, die den starren Körper 
zusammenhalten, kein resultierendes Drehmoment besitzen. Die Hinzufügung 
ermöglicht die Verwendung der Bewegungsgleichungen (1). 

Durch Gleichung (6) wird der Bewegungsablauf des rotierenden starren Körpers 
beschrieben. Die Grundaufgabe der Mechanik besteht in diesem Fall darin, bei 
gegebenem Drehmoment M die durch g(t) beschriebene Rotationsbewegung zu 
berechnen. (6) ist also in der Form 


Jöl) = M(p; ® 2) (7) 


mit bekanntem Drehmoment M(p, g, £) eine Differentialgleichung zweiter Ord- 
nung zur Bestimmung des für die Bewegung charakteristischen Winkels (t). 
Die Lösungen dieser Bewegungsgleichung werden eindeutig, wenn für p(f) noch 
die Anfangswerte p(0) und @(0) vorgeschrieben werden. 

Zwischen der Rotationsbewegung um eine feste Achse und der eindimensionalen 


Geradeausbewegung besteht offenbar eine sehr weitgehende Analogie. Stellen 
wir noch einmal die wichtigsten Gleichungen für die Drehbewegung zusammen: 


= oft) Jö=L=M L=Jo 
Kiss: 1 2 (8) 


mö=P=K 
‚P® (9) 


2m 


Mm 


T=— = aP= 


Der Vergleich beweist, daß die Analogie vollkommen ist. An die Stelle der 
Koordinate x(t) tritt der Winkel o(t). Das Trägheitsmoment J übernimmt die 
Rolle der Masse m. Der Drehimpuls Z entspricht dem Impuls P und das Dreh- 
moment M der Kraft K. 
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612 Schwungräder 


Es wird das in Abb. 612.1 schematisch dargestellte Schwungrad betrachtet, 
das durch ein äußeres konstantes Drehmoment D angetrieben und durch ein 
zu ® proportionales Reibungsmoment — R® gebremst wird. Nach (611.7) ist die 
Bewegungsgleichung dieses Rades 


Jö+Rgö=D. ) 


a(t) bedeutet den Winkel irgendeines besonders markierten Punktes der Scheibe 
gegen die Waagerechte, und J ist das axiale Trägheitsmoment der Scheibe. 


T t 
Abb. 612.1. Am Schwungrad Abb. 612.2. Drehgeschwindigkeit eines „an- 
angreifendes Moment laufenden“ Schwungrades in Abhängigkeit 


von der Zeit 


Die Bewegungsgleichung ist linear und inhomogen hinsichtlich der Unbekannten 
(tl) und entspricht der Differentialgleichung (135.3) für den gedämpften Wurf. 


Bei einem Einschaltvorgang mit $(0) = 0 entsteht als Lösung der Bewegungs- 
gleichung für die Winkelgeschwindigkeit 


f ee. 
e=o\l-e ). (2) 
Ihr Zeitablauf ist in Abb. 612.2 dargestellt. Zur Abkürzung sind die Konstanten 
o®= D/R t=J/R (3) 


eingeführt. w bedeutet die Drehgeschwindigkeit, die nach sehr langer Zeit 
asymptotisch erreicht wird. 7 ist ein Maß für die hierfür erforderliche Anlaufszeit. 


Nunmehr wird angenommen, daß der Antrieb der Scheibe nicht gleichmäßig 
erfolgt, sondern, wie das in der Praxis häufig der Fall ist, geringen periodischen 
Schwankungen unterliegt. Dabei muß das Drehmoment D in (1) zum Beispiel 
durch 


D(1-+ &cosg) lal«1 (4) 


ersetzt werden, und die neue Bewegungsgleichung lautet 
Jö+Rö=D(l-+&cosp). (5) 


Wir interessieren uns nicht für die vollständige Lösung dieser verhältnismäßig 
komplizierten Gleichung, sondern lediglich für die nach Erreichung des End- 
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zustandes noch auftretenden kleinen Schwankungen. Für den Drehwinkel wird 
daher 

pt) = wt + xl) r<1 (6) 
angesetzt. y(f) soll die Schwankungen beschreiben und muß daher für x — 0 
verschwinden. Es wäre prinzipiell möglich, x(f) durch eine Reihe mit steigenden 
Potenzen &” darzustellen. Zunächst lautet nach Einsetzen von (6) in (5) die Be- 
stimmungsgleichung für x (f) 


Jä+Ri=oD.cos(ot+7). (7) 


Die rechte Seite enthält x und ist daher klein. Die Berücksichtigung von y führt 
hier auf Glieder, die klein von höherer Ordnung in a sind. Interessieren wir uns 
nur für das erste zu x proportionale Glied dieser Reihe, so können wir y auf der 
rechten Seite von (7) vernachlässigen. 


Beim Übergang zur komplexen Schreibweise lautet die vereinfachte Gleichung (7) 


{=ReX (IR +RH) X(t) = &Del®!t, (8) 
Die komplexe Lösung X(t) dieser Gleichung enthält im Realteil die in (6) an- 
gesetzten Schwankungen. Die hier lediglich interessierende stationäre Lösung 
besitzt die gleiche Periodizität wie die rechte Seite von (8). Die Differential- 
operatoren d/dt können daher durch Faktoren jw ersetzt werden, womit sich (8) 
nach X auflösen läßt: 

aDei®! 


Ersetzen wir D/R und J/R nach (3) durch w und r, so entsteht 


—jael®! ae 
x l+jowr l+jwr aa 


für die ins Komplexe erweiterte Funktion X(f). 


Um die Schwankungen möglichst klein zu halten, muß man nach (10) also 
dafür sorgen, daß entweder der Antrieb möglichst gleichmäßig ist, das bedeutet: 
kleines &. Oder aber man muß den Nenner und damit or = DJ/R? möglichst groß 
machen. Bei einem Motor ist das mittlere Drehmoment D im allgemeinen durch 
die äußeren Bedingungen vorgegeben, und die Reibung R wird ohnehin auf ein 
kleinstmögliches Maß gebracht. Die Schwankungen können dann nur noch durch 
künstliche Vergrößerung des Trägheitsmoments J verkleinert werden. In der 
Praxis wird dies durch Anbringen von Schwungrädern erreicht. Allerdings hat 
man mit der Vergrößerung von J wegen (3) auch eine Vergrößerung der Anlaufs- 
zeit r in Kauf zu nehmen. Bei Fahrzeugmotoren, für die eine kurze Anlaufszeit 
wichtig ist, kann daher J nicht beliebig groß gemacht werden, und man ist ge- 
zwungen, die Schwankungen des Antriebsmoments. und somit x, durch Ver- 
wendung von Mehrzylindermotoren klein zu halten.. 
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613 Der StEemersche Satz 


Befindet sich der Schwerpunkt des rotierenden starren Körpers von Abb. 611 
außerhalb der Achse, so läßt sich sein Trägheitsmoment nach dem STEINERSchen 
Satz berechnen, wenn das Trägheitsmoment J um den Schwerpunkt bekannt ist. 
In Abb. 613 wird der starre Körper in Achsrichtung betrachtet. A ist die Achse 
und S der Schwerpunkt, s der Abstand zwischen ihnen. Der Abstand irgendeines 
Punkts von der Achse kann daher durch die Koordinaten 


St % Yn = sr Y9 () 
dargestellt werden. Das gesuchte 'Trägheitsmoment ist 
J= N m.l[a + Yal- 2) 
n 


Beim Einführen von (1) entsteht zunächst 
J = dm, [6&: + &,)° Hr (8, + In] 
N 


Abb. 613. Um die 


Achse A außerhalb des = (+ 3) Im, + 23,3 m, X, (3) 
Schwerpunktes Srotie- u n 
render starrer Körper +23, 3m in + m [En + In]: 

n N 


In diesem Ausdruck verschwinden die gemischten Glieder wegen 


min = 0 Im, =V; (4) 
N n 

denn diese Gleichungen beschreiben den Schwerpunkt in einem Koordinaten- 

system, in dem er selbst Koordinatenursprung ist. Die übrigbleibenden Glieder 

ergeben 


| 


J=ms®+J (5) 


für das Trägheitsmoment. J ist hier das Trägheitsmoment, das man bei einer 
Parallelverschiebung der Rotationsachse in den Schwerpunkt erhalten würde. 
Bei irgendeiner anderen Parallelverschiebung der Achse 4 gilt (5). Im zugehörigen 
Trägheitsmoment J ändert sich dabei nur s, nicht aber J. Dieses Gesetz (5) ist 
lediglich ein einfacher Spezialfall der in [555] behandelten allgemeinen STEINER- 
schen Sätze. 


614 Physisches Pendel 


Wie im vorigen Abschnitt wird hier in Abb. 614.1 ein um eine Achse A pen- 
delnder Körper betrachtet, ein sogenanntes physisches Pendel, dessen Schwer- 
punkt S sich außerhalb der Achse befindet. Die Schwerkraft übt daher nach 
(552.15) das Drehmoment 

M= —mgssinp () 
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auf den Körper aus. Seine Bewegungsgleichung (611.7) lautet daher 
Jö=—mgssing. (2) 


Diese Gleichung stimmt prinzipiell mit der Differentialgleichung (312.2) des 
Fadenpendels überein. Es entstehen periodische Bewegungen, die bei kleinen 
Amplituden wegen sing » p in harmonische Schwingungen mit der Frequenz 


mgS mgs 5 
o=|/ ae de er für Pmax<1 (3) 


übergehen. Das Trägheitsmoment J ist mit dem STEINERschen 
Satz (613.5) durch JJ ersetzt. Ist die gesamte Masse m eng um 


den Schwerpunkt konzentriert, verschwindet J, und mit s=1 
als Pendellänge entstehen die früheren Gleichungen (312.2 
bis 4) für das Fadenpendel. » wird in diesem Fall 


Abb. 614.1. 
Physisches Pendel = YVgjl. (4) 


Wir denken uns die Achse A von Abb. 614.1 längs der Geraden AA’ ver- 
schoben. Dabei ändert sich s und infolgedessen die zugehörige Frequenz » 
von (3). Die Kurve w(s) ist in Abb. 614.2 dargestellt. Der linke Kurvenzweig 


Abb. 614.2. 
Kreisfrequenz eines physischen Pendels in Abhängigkeit von der Lage der Rotationsachse 


entsteht (so soll die Einführung negativer s hier verstanden werden) beim Über- 
gang auf die andere Seite des Schwerpunkts 8, also auf die Seite von A’ in 
Abb. 614.1. Ein und dieselbe Frequenz w,, charakterisiert durch die entsprechende 
Waagerechte von Abb. 614.2, wird an vier Stellen auf der strichpunktierten 
Linie der Abb. 614.1 beobachtet, die sich paarweise gegenüberliegen. Es sind 
dies die Stellen -+s}.,, die Lösungen der Gleichung (3) bei gegebenem & = my. 
Diese Gleichung wird zunächst in 


= E Mm 
JIzms#®- 1e=0 (5) 
ws, 
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umgeformt. Sie läßt sich mit quadratischer Ergänzung darstellen 
g 2 J g 2 

(e- 20) + m (5a) =° 6 

und liefert die Wurzeln 
g eo w 7 

51,2 = 202 + (5%) Zu m" (7) 
Der Abstand zweier auf verschiedenen Seiten, aber nicht symmetrisch zuein- 
ander liegender Stellen mit gleicher Frequenz w, ist also 


g 
+9 =—z=l. 8 
+ = (8) 
Er stimmt offenbar, wie der Vergleich zu (4) zeigt, mit der theoretischen Faden- 
länge I eines Pendels überein, das die gleiche Frequenz w, besitzt. 


Der vorliegende Sachverhalt eignet sich zu Präzisionsmessungen der Erd- 
beschleunigung g. Zunächst läßt man das Pendel um irgendeine Achse A schwingen 
und bestimmt die zugehörige Frequenz w,. Dann sucht man auf der anderen 
Seite des Schwerpunkts $ den nicht symmetrisch gegenüberliegenden Achsen- 
punkt 4’, der die gleiche Frequenz w, liefert. Die Messung von ! und @, liefert 
die Erdbeschleunigung g entsprechend (8). Diese Messungen mit dem soge- 
nannten Reversionspendel sind deshalb von besonderem Vorteil, weil sich Längen 
und Zeiten bekanntlich sehr viel genauer bestimmen lassen als zum Beispiel die 
Trägheitsmomente. 


615 Rollbewegung 


Zum Abschluß der Untersuchung einfacher Drehbewegungen soll die Roll- 
bewegung studiert werden. Ein zylindrischer oder auch kugelförmiger Körper 
rollt entsprechend Abb. 615.1 und 2 längs einer Bahn. In der ersten Abbildung 
wird die Bewegung eines rotationssymmetrischen Zylinders auf der schiefen 
Ebene untersucht und in der zweiten die Bewegung eines Rollpendels, dessen 
Schwerpunkt außerhalb der Symmetrieachse liegt. 


$ Ä 


e \ 


Abb. 615.1. Rollbewegung eines Zylinders Abb. 615.2. Rollpendel 
auf der schiefen Ebene 


=) 
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Beide Bewegungen von Abb. 615.1 und 2 sind solche mit einem einzigen Frei- 
heitsgrad. Sie lassen sich daher über den Energiesatz allein bestimmen. Die Gesamt- 
energie des rollenden Systems 

BI, + VI, (6 + in)? - mg3 0) 
setzt sich aus der kinetischen Energie der Rollbewegung und der potentiellen 
Energie im Schwerefeld zusammen. Nach Einführung des Schwerpunkts über 
t„=3 +1, berücksichtigen wir die Gleichungen 


B3> My, = 0 n=ox ti, (2) 


Die erste folgt aus der Definition des Schwerpunkts selbst und die zweite daraus, 
daß die Relativbewegung lediglich in Rotationen um den Schwerpunkt besteht. 
Wir multiplizieren die kinetische Energie in (1) aus, berücksichtigen (2) und die 
Gleichungen (556.1 und 8). Dabei entsteht mit & = wa = da 


= 
B=-2 24,000 -mgs=28+& I +mgh (3) 


für die Gesamtenergie. & ist die Rotationsgeschwindigkeit um den Schwerpunkt 
bzw. um die Symmetrieachse und % die Schwerpunktshöhe des rollenden Körpers. 


Zunächst beschreiben wir das Abrollen eines zylindrischen Körpers auf der 
schiefen Ebene von Abb. 615.1. R ist das Lot von der Symmetrieachse auf die 
schiefe Ebene. Dann lautet die Rollbedingung 


dB=-AHxN 8=-ÖxR SLR. (M 


ö ist seiner Richtung nach konstant und steht senkrecht auf R. Daher geht (4) 
beim Quadrieren in 


’=- Wo W=pR h=ssina (5) 


über. Die Variable s beschreibt die Bewegung des Schwerpunkts. Für die Energie (3) 
entsteht: so 

E= = (m + J/R?) + mgssin«. (6) 
Der Vergleich mit (311.3 und 7) zeigt, daß (6) die Energie eines auf der schiefen 
Ebene bewegten Massenpunkts darstellt, wenn man dort m durch m + J/R? 
ersetzt. Die beim Rollen stattfindende Rotation macht sich also in einer ver- 
größerten Trägheitswirkung bemerkbar. Die zugehörige Bewegungsgleichung läßt 
sich in der Form 


= —g'sin« g= me (7) 
darstellen. Die hier mit g’ bezeichnete scheinbare Schwerebeschleunigung ist 
kleiner als g. Daher verläuft die Rollbewegung mit geringerer Beschleunigung als 
die entsprechende gleitende Bewegung (311.4), die aus (7) mit / = 0 hervorgeht. 
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Als zweites Beispiel behandeln wir das in Abb. 615.2 dargestellte Rollpendel. 
Ein zylindrischer Körper, dessen Schwerpunkt sich außerhalb der Symmetrie- 
achse bei © befindet, rollt auf einer ebenen Unterlage. Seine Energie wird eben- 
falls durch (1) und (3) beschrieben. Für die Rollbedingung beachten wir, daß in 
der Zeit dt zwar wie in (4) eine Drehung der Symmetrieachse 3 um dö statt- 
findet und diese sich dabei gleichzeitig um das Stück d3= — dA$Ex NR bewegt. 
Der Schwerpunkt 3+ © aber macht dabei entsprechend Abb. 615.2 noch die zu- 
sätzliche Bewegung döx ©, so daß insgesamt 
d3+45= -dAExNR+dExE EH-S?-FR-E=Hry (8) 
für die Änderung des. Schwerpunkts entsteht. Beschreiben wir also die Bewegung 
durch den Drehwinkel p, so entsteht mit S= |©| und h= R — $cosp 

1 "Na: 
=; (mr?(p) + J)P* + mg(R — 8cosp) (9) 


für die Energie des Rollpendels. Bei kleinen Pendelausschlägen «1 gilt 
näherungsweise 


cosp #1 — 9/2 rs (R-—S)%, (10) 
und es entstehen harmonische Schwingungen mit der Frequenz 
mgSs 
MENMR-SPHI’ 1) 


wie der Vergleich von (9) und (10) mit der Energie (142.1) des harmonischen 
Oszillators zeigt. 


Übungsaufgaben 


61.1. Ableitung der Drehbewegung (611.7) aus dem LAGRANGE-Formalismus! 


61.2. Energiebilanz von (612.1) für das anlaufende Schwungrad (M konstant)! Welche 
Bedeutung haben die einzelnen Terme? Grenzübergang t— 00? 


61.3. Anlaufsvorgang beim Schwungrad, M konstant, Reibungsmoment — —$|9|. Man 
berechne &%(t) und vergleiche mit der Bewegung bei Reibung — —o für kleine und 
große t. 


61.4. Drehschwingungen einer Kreisscheibe an einem elastischen Draht in einer Flüssigkeit. 
Torsionsmoment M — — go, Reibungsmoment — — 5. Man berechne p(t), ® und das 
Dämpfungsdekrement d. 


61.5. Wie groß muß der Abstand s des Schwerpunktes vom Aufhängepunkt eines physischen 
Pendels sein, damit sich bei geringen Änderungen dieses Abstandes & möglichst wenig 
ändert? Wie groß ist dabei die reduzierte Pendellänge 1? 


61.6. Rollende Kugel in einer Hohlkugel; Radien r und R, Anfangsgeschwindigkeit Null. 
a) Bewegungsgleichung ? b) Vergleich mit Kreispendel! c) Frequenz für kleine Ampli- 
tuden? 


61.7. Ein Rollpendel aus zwei Halbzylindern verschiedener Dichte (Massen m, und m,) 
bewegt sich auf einer Fbene um seine Gleichgewichtslage. Frequenz ®,? 
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62 Beliebige Bewegungen starrer Körper 


Zusammenfassung: Der starre Körper besitzt sechs Freiheitsgrade, deren Zeitablauf 
durch die Gleichungen ® — & und & = M für Impuls ® und Drehimpuls & beschrieben 
wird. Sie stellen die Schwerpunktsbewegung und die Rotationsbewegungen um den Schwer- 
punkt dar. Der Kreisel als ein in einem Punkt festgehaltener starrer Körper führt nur durch 
& = M beschriebene Drehbewegungen um diesen Punkt aus. Zwischen den Gleichungen dieser 
Drehbewegungen und den entsprechenden Gleichungen für eine Punktbewegung im Raum 
besteht eine gewisse Analogie. Allerdings tritt der Trägheitstensor © an die Stelle der Masse, 
wodurch die Beschreibung der Drehungen komplizierter wird. Bei der kräftefreien Kreisel- 
bewegung bleiben Drehimpuls & und kinetische Energie T' konstant. Der Zeitablauf der 
Bewegung besteht darin, daß das Trägheitsellipsoid auf einer von & senkrecht durchstoßenen 
Ebene abrollt. Im Zeitablauf durchstoßen die Vektoren © und 2 das Trägheitsellipsoid 
bzw. Drallellipsoid in Kurven, die sich als Schnittlinien zweier Ellipsoide bzw. eines Ellip- 
soids und einer Kugel darstellen lassen. Rotationen um die Hauptachsen mit kleinstem und 
größtem Trägheitsmoment sind stabil, solche um die mittlere Hauptachse sind instabil. 


621 Physikalische Größen und Bewegungsgleichungen 


Um beliebige Bewegungen starrer Körper zu beschreiben, denken wir uns 
wieder den starren Körper aus einzelnen Massenpunkten m, an Orten r, auf- 
gebaut, die den Bewegungsgleichungen 


Mt = 8, Zu Bn (li) 


genügen. 3, sind die in [343] und [514] bereits genauer untersuchten Zwangs- 
kräfte, die für den Zusammenhalt des starren Körpers sorgen und nach (514.8) 
den Gleichungen 


23m = 0 Zn X Bu = 0 (2) 


genügen. Infolge (2) leisten, wie in [343] bewiesen wurde, die Zwangskräfte bei 
zulässigen Bewegungen des starren Körpers keine Arbeit, was die Bedingung 


tn Bu =0 (3) 
zur Folge hat. 


Gesamtimpuls ®, Gesamtdrehimpuls & und kinetische Energie T sind durch 
die Gleichungen 


PB = mıtn PÜ = 1, x Mk /U = 5 is 
n n 


definiert. Für die zeitlichen Änderungen des Impulses und Drehimpulses gelten 
nach (341.3 und 9) die Gleichungen 


BR Lem. | (5) 
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Gesamtkraft ft und Gesamtdrehmoment M sind durch 


K= 78, M-I1,xR, | (6) 


gegeben. Für die zeitliche Änderung der kinetischen Energie gilt 


T = Mmntıt, N 
n 0 


Die Zwangskräfte 3, treten wegen (2) und (3) in den Gleichungen (5) und (7) 
nicht auf. 

Wie in [514] gezeigt wurde, besitzt der starre Körper nur sechs Freiheitsgrade. 
Sechs Zahlenangaben genügen also, um seine jeweilige Lage zu charakterisieren, 
und sechs Zeitfunktionen sind erforderlich, um seine Bewegung zu beschreiben. 
Da in den Vektorgleichungen (5) sechs skalare Gleichungen enthalten sind, 
müssen diese Gleichungen allein ausreichen, um die allgemeinsten Bewegungen 
starrer Körper darzustellen. 


622 Separation der Schwerpunktsbewegung 


Für drei der Freiheitsgrade des starren Körpers wird der in [55] untersuchte 
Schwerpunkt wegen seiner vereinfachenden Eigenschaften benutzt. Die Orte r, 
der einzelnen Massen m, werden durch 


m=ött, (1) 
ersetzt. t, bedeutet den Ort der Masse m, in einem System, dessen Bezugspunkt 
der Schwerpunkt ist. Bei kleinen Bewegungen ändern sich die r„ gemäß 

d„=d3+di, mit di,n=döxi,. (2) 
Da nämlich die Abstände |t,| vom Schwerpunkt während der Bewegung konstant 
bleiben, setzt sich die allgemeinste Bewegung (2) zusammen aus einer Translation 


d3 des Schwerpunkts und einer durch dö beschriebenen Drehung um eine Achse, 
die durch den Schwerpunkt läuft. Für die Geschwindigkeiten gilt entsprechend 


i„=$+i, mit „=öxt,. (3) 
& ist der bereits früher in (218.9) eingeführte Vektor der Drehgeschwindigkeit, 


dessen Richtung und Betrag Drehachse und Winkelgeschwindigkeit der Be- 
wegung beschreiben. 


Bei Einführung des Schwerpunkts erhält der Impuls die einfache Form 


B=ms mit m=)m,, (4) 
n 


26 Macke, Teilchen. 3. Aufl. 
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und der Impulssatz (621.5) geht in eine Bewegungsgleichung 


Ims=8| (5) 


für den Schwerpunkt über. Die Gesamtkraft St von (621.6) kann natürlich außer 
von t, 3 und $ noch von der genaueren Lage des starren Körpers und von & ab- 
hängen. Wenn sich $£ jedoch, wie in [552] besprochen, aus massenproportionalen 
Kräften $}, zusammensetzt, die wie die Schwerkraft nur in nullter oder wie die 
Zentrifugalkraft nur in erster Ordnung von r, abhängen, so kann fl nur vom 
Schwerpunkt 3 und dessen Ableitungen allein abhängen, wie in (552.14) bewiesen 
wurde. In diesem Fall ist die Schwerpunktsgleichung (5) von den übrigen drei 
Bewegungsgleichungen (621.5) separiert und kann für sich allein gelöst werden. 


Bei Drehimpuls 2, Drehmoment M und Kinetischer Energie T ergibt die Ein- 
führung der Schwerpunktskoordinaten 


L=-Nym,@+T)x&+t)=msxs+ Nm X +8 
173 n 


MEIKEHN,KWEM AM (6) 
n 
m, ar a ce Mm. _ m 
T=3 3 ($+1,) — 9 I Tg Heur+rZ 
n = n 


Diese Größen werden also alle in zwei Terme zerlegt, deren erste (Index s) durch 
den Schwerpunkt 3 allein beschrieben werden, während die zweiten (Querstrich) 
von 3 unabhängig sind. Letztere bedeuten die jeweiligen Größen in einem System 
mit 3 als Koordinatenursprung. Gemischte Glieder treten ebensowenig wie bei 
den STEINERschen Sätzen in [555] auf. Dies ist nicht weiter verwunderlich, wie 
die Untersuchungen von [552] über die Massenmomente verschiedener Ordnungen 
gezeigt haben. 


Der Drehimpulssatz von (621.5) gilt auch für %, allein. Zunächst bilden wir 
Q,=msxs+tmsxö=8xmE. (7) 
Unter Verwendung der Schwerpunktsgleichung (5) wird hieraus 
=3xt-M,. (8) 
Aus dieser Gleichung und (621.5) folgt somit, daß der Drehimpulssatz auch 
für 2 in der Form 


Lı=-M (9) 


gelten muß. In dieser Form ist er besser geeignet, die übrigen drei Freiheitsgrade 
des starren Körpers zu beschreiben, als in der Form (621.5). Während die frühere 
Form, wie die Gleichungen (6) explizit zeigen, unter allen Umständen vom Schwer- 
punkt 5 und dessen Ableitungen abhängig war, ist Gleichung (9) schwerpunkts- 
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unabhängig. Sie beschreibt die Drehbewegungen des starren Körpers um den 
Schwerpunkt und kann unabhängig von Gleichung (5) behandelt und gelöst 
werden. Für die Beschreibung der sechs Freiheitsgrade des starren Körpers eignen 
sich die Gleichungen (5) und (9) also besser als die Gleichungen (621.5), weil 
Drehbewegung und Schwerpunktsbewegung in ihnen voneinander separiert sind. 
Die Schwerpunktsbewegung (5) enthält gegenüber der Bewegung eines einzelnen 
Massenpunkts nichts wesentlich Neues. Die durch (9) beschriebenen Dreh- 
bewegungen dagegen werden in den kommenden Abschnitten genauer untersucht. 
Abschließend wird die zeitliche Änderung der kinetischen Energie betrachtet, 
für die 
N N 


entsteht. Mit {,= öxi, aus (3) und Dt aus (6) wird daraus 


D-3R+5M.| dl) 


623  Kreiselbewegungen 


Der Kreisel ist ein starrer Körper, der in einem Punkt festgehalten wird. Er 
besitzt also drei Freiheitsgrade weniger als der frei bewegliche starre Körper. 
Die drei übrigbleibenden Freiheitsgrade sind Drehungen des starren Körpers, bei 
denen die Abstände aller Massenpunkte zum festgehaltenen Punkt in gleicher 
Weise konstant bleiben wie vorher die zum Schwerpunkt. Zweckmäßigerweise wird. 
der festgehaltene Punkt als Bezugspunkt des Koordinatensystems gewählt. In 
der Untersuchung der Kreiselbewegung ist somit die Untersuchung der all- 
gemeinen Bewegungen [622] mit eingeschlossen. Lediglich stimmt im letzteren Fall 
der Schwerpunkt mit dem festgehaltenen Kreiselpunkt überein, was bei der vor- 
liegenden Untersuchung nicht vorausgesetzt wird. 


Drehimpuls und Drehmoment sind wie früher durch 
g = Min x 1. Mei. xK, () 


gegeben, jetzt aber mit dem festgehaltenen Kreiselpunkt als Bezugspunkt. Die 
stattfindenden Bewegungen werden entsprechend (621.5) bzw. (622.9) durch den 
Drehimpulssatz 

LM (2) 
beschrieben. (Beim freibewegten Körper würden in (1) und (2) die überstrichenen 
Größen auftreten.) 


Um von (1) und (2) Aussagen über die Drehbewegung zu gewinnen, wird 
zunächst deren Zusammenhang mit der Drehgesehwindigkeit & untersucht. Da 
bei allen Bewegungen die Abstände |r„| konstant gehalten werden müssen, gilt 

d,=sdEexw=öxıdi. (3) 
26* 
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Entsprechend kann i„ durch @xr,„ ersetzt werden. Damit erhält der Dreh- 
impuls die Form 


BY =IM x (Ö x ty) = m,[ö O % >: ÖL, ° bl. (4) 
n nn. 


Er läßt sich unter Zuhilfenahme des in (556.5 und 9) eingeführten Trägheits- 


tensors © als 
L=96=ü0d (5) 


schreiben. Das zweite Gleichheitszeichen bringt die Symmetrie von © zum 
Ausdruck. 


Auch die kinetische Energie 7 läßt sich durch die Umformung 


23 
N 


LER 2 m 1 1 


SUITE WI-IZ-Ax (x wm] - so (6) 


2 E23 


[7 


in direkter Abhängigkeit von der Drehgeschwindigkeit © darstellen. Der letzte 
Ausdruck in (6) entsteht. unter Zuhilfenahme von (5). Die zeitliche Änderung 
der kinetischen Energie (621.7) schließlich ist 


T=- I, =-IÖöex) =. X,=OM. (7) 
= n 


n 


Zwischen der Kreiselbewegung und der Scehwerpunktsbewegung im Raum 
besteht ebenfalls eine gewisse formale Analogie, die leicht ersichtlich wird, wenn 
man die beim Kreisel auftretenden Gleichungen 


8-09 T-1300 SM T-oM 


mit den entsprechenden Gleichungen der Schwerpunktsbewegung 


e A R a E 
[#-s T=5&ms R-f T=sK (9) 


vergleicht. Komplizierend für die Kreiselbewegung ist das Auftreten des Trägheits- 
tensors © anstelle der Masse m. Zerlegt man schließlich & = ao in Richtung 
und Betrag, so gelten für die Größen 


oO 


at=L aOa= J(a) uM=M (10) 


die den Gleichungen (611.8) entsprechenden Beziehungen 


| 
L=J(a)o T=-.J(d)0° uat=M T=wM. (11) 


Ihre Verwendung ist bei der allgemeinen Kreiselbewegung selten zweckmäßig, 
da neben w auch die Drehachse «a von der Zeit abhängt. 
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624 Kräftefreier Kreisel nach Poınsort 


Noch verhältnismäßig einfach lassen sich die Bewegungen beim kräftefreien 
Kreisel übersehen. Man kann sich einen solchen kräftefreien Kreisel wie in 
Abb. 624.1 vorstellen. Er ist genau im Schwerpunkt unterstützt, so daß die 
resultierende Schwerkraft kein Moment auf ihn ausübt. In den Gleichungen des 
letzten Abschnitts kann daher M = 0 gesetzt werden. Nach (623.2 und 7) sind 
Drehimpuls £ und kinetische Energie T dann Erhaltungsgrößen. Die Gleichungen 


2 = imit. T = konst. (1) 

reichen zur vollständigen Beschreibung der Bewegung aus. 
Zunächst konstruieren wir für den zu beschreibenden Kreisel das Trägheits- 
ellipsoid. Die jeweilige Lage des Krei- 


sels wird dann durch die entsprechende 
Lage des mit ihm fest verbundenen, in 


7 
SA 


Abb. 624.1. Kräftefreier Kreisel, Schwer- Abb. 624.2. Lage des Trägheitsellipsoids 
punkt S als Unterstützungspunkt J(a) =1/r®(a) und des Energieellipsoids 
T (©) = konst. bezüglich des Drehimpulses & 


Abb. 624.2 gestrichelt eingetragenen Trägheitsellipsoids beschrieben. Allen nur 
denkbaren Lagen des Kreisels entsprechen alle Stellungen des Ellipsoids bei 
festgehaltenem Mittelpunkt. Wie in [556] ausführlich behandelt wurde, wird 
dieses Ellipsoid durch die Gleichung 


yOY 23H O;ryr= 1 (2) 


beschrieben, mit © als dem Trägheitstensor des Ellipsoids. Mit 9 = ra und 
J(a)=a®a als dem zur Richtung a gehörigen Trägheitsmoment lautet diese 


Gleichung 1 
aOa=J(u) = ——. (3) 


Zu jeder vom Mittelpunkt des Ellipsoids ausgehenden Richtung a liefert also 
der Abstand r nach (3) em Maß für das zugehörige Trägheitsmoment J (a). 


In irgendeiner durch Abb. 624.2 gegebenen Lage des Trägheitsellipsoids, in der 
alle möglichen Drehgeschwindigkeiten © erlaubt waren, entstehen bei gegebener 
Energie (1) zunächst gewisse Einschränkungen für die &. Die kinetische Energie T’ 
läßt sich nämlich mit (623.6), der Zerlegung @ = wa und (3) darstellen durch 

1 w* 


T--005- Zn -£J)=-. (4) 


» 
- 
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In einer willkürlichen Lage des Trägheitsellipsoids kann die Drehgeschwindigkeit & 
zwar beliebige Richtung besitzen, ihr Betrag aber wird durch die Energie fest- 
gelegt. Für ihn entsteht 

o= (a) = yT r(a) (5) 


durch Auflösung von (4) nach ». Der Betrag der zulässigen Drehgeschwindigkeit 
&(a) unterscheidet sich von der Größe r(a) des Trägheitsellipsoids also nur um 
den konstanten Faktor Y2T. Die Endpunkte der bei gegebener Lage des Trägheits- 
ellipsoids und gegebener Energie T' erlaubten Drehgeschwindigkeiten liegen also 
auf einem zum (gestrichelt gezeichneten) Trägheitsellipsoid ähnlichen, dem in 
Abb. 624.2 voll ausgezeichneten Energieellipsoid. 


Ist neben der Energie T auch noch der Drehimpuls & vorgegeben, so bleibt 
von den zunächst in Abb. 624.2 zugelassenen Drehgeschwindigkeiten & bei ge- 
gebener Lage des Trägheitsellipsoids nur noch eine einzige übrig, die nunmehr 
bestimmt werden soll. Nach (623.5) und den Ausführungen zu (262.21) läßt sich 
X aus der kinetischen Energie durch 


een 


38 °3 35 font. (6) 


als Gradient hinsichtlich der Koordinaten & darstellen. Dieser Gradient ist nach 
(262.21) ein Vektor, der an der Stelle © in die Richtung der Flächennormale des 
T (&)-Ellipsoids weisen muß. Er ist in Abb. 624.2 eingetragen. Besitzt also der 
Drehimpuls 2% die in Abb. 624.2 eingetragene Richtung, so hat man diejenige ' 
unter den Ebenen mit 2 als Normale aufzusuchen, welche gleichzeitig Tangential- 
ebene am Ellipsoid 7’ (&) = konst. ist. Im Berührungspunkt von Ellipsoid und 
Tangentialebene liegt dann der Endpunkt des Vektors von derjenigen Drel- 
geschwindigkeit @, welche also bei gegebener Lage des Trägheitsellipsoids und 
gegebenen Werten von 2 und 7 allein übrigbleibt. 


Da % und 7 in der Gleichung T = @%/2 Konstanten sind, muß die Kompo- 
nente von @ in der Richtung des Vektors 2, die in Abb. 624.2 eingetragen und mit 
&g bezeichnet ist, ebenfalls zeitunabhängig sein. Sie besitzt in der Abbildung die 
Bedeutung des Abstandes der Tangentialebene vom Mittelpunkt des Energie- 
ellipsoids. Im Zeitablauf bleibt also die Tangentialebene raumfest. Das Energie- 
ellipsoid kann daher nur Bewegungen ausführen, bei denen es entsprechend den 
Ausführungen zu Gleichung (6) die raumfeste Tangentialebene ständig berührt. 


Schließlich läßt sich noch beweisen, daß das Energieellipsoid (bei festgehaltenem 
Zentrum) auf der Tangentialebene abrollt, ohne zu schleifen. Der Beweis für 
diese Behauptung folgt aus der Bedeutung der Drehgeschwindigkeit & selbst. Die 
Drehachse, die durch den Berührungspunkt von Energieellipsoid und Tangential- 
ebene hindurchläuft, besteht ihrer Definition entsprechend aus der Gesamtheit 
aller Punkte. die bei der Drehung invariant bleiben. Da zu ihnen auch der 
Berührungspunkt von Energieellipsoid und Tangentialebene gehört, bleibt dieser 
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Punkt in einem kurzen Zeitintervall in erster Näherung unverändert. In zweiter 
Näherung ändert er sich nur dadurch, daß @ selbst veränderlich ist. Während © 
ein Stück weitergerückt ist, wird er senkrecht abgehoben. Diese Bedingung hat 
zur Folge, daß das Energieellipsoid in seinem Bewegungsverlauf an der Tangential- 
ebene nicht schleifen, sondern nur rollen darf. Am überzeugendsten macht man 
sich diesen Sachverhalt durch Gegenbeispiele klar: In jedem Fall, wo die Dreh- 
geschwindigkeit nicht durch den Berührungspunkt von Energieellipsoid und 
Tangentialebene hindurchliefe (in Richtung & und @" _ 

von Abb. 624.3), entsteht ein Schleifen des Ellipsoids an 7 

der Tangentialebene, und zwar in den Fällen & und @" v2 

in entgegengesetzten Richtungen. Nur wenn die Dreh- 

achse @ durch den Berührungspunkt hindurchgeht, wie 

das hier der Fall ist, wird das Schleifen vermieden, und 

es bleibt nur die Rollbewegung des Energieellipsoids auf Abb. 624.3. Zum Ab- 
der Tangentialebene übrig. Wegen der Ähnlichkeit von rollen des Energieellip- 
Energie- und Trägheitsellipsoid rollt auch das Trägheits- ee ee 
ellipsoid an der zugehörigen, in Abb. 624.2 gestrichelt Drehachse & geht durch 
eingetragenen Tangentialebene ab. den Berührungspunkt 


625 Ergebnisse beim kräftefreien Kreisel 


Die im letzten Abschnitt gewonnenen Ergebnisse sollen jetzt ausgewertet 
werden. Am einfachsten ist die Situation bei einem Kreisel, dessen Hauptträgheits- 
momente entsprechend 

9,=9%= 9, =J () 


gleich groß sind. In diesem Fall ist das Trägheitsellipsoid (556.10) eine Kugel, und 
es gilt 
2-96 =Jö (2) 


mit J als Zahl. © und 2 besitzen die gleiche Richtung, wie man auch Abb. 624.2 
für den Fall eines kugelförmigen Trägheitsellipsoids sofort entnimmt. Die mög- 
lichen Kreiselbewegungen sind also Rotationen mit konstanten Drehgeschwindig- 
keiten & um beliebig wählbare Achsen. 


Etwas komplizierter ist ein rotationssymmetrischer Kreisel mit 


9,- 9,2 0, verlängert (3) 

abgeplattet. 
Hier ist das Trägheitsellipsoid ein verlängertes oder abgeplattetes Rotations- 
ellipsoid. Die Symmetrieachse wird Figurenachse genannt und ist in den 
Abb. 625.1a und b mit F bezeichnet. Beim Abrollen des Trägheitsellipsoids auf 
der Tangentialebene beschreiben Drehachse © und Figurenachse F je einen Kegel 
um % als Achse. Sie sind in Abb. 625.2 dargestellt und werden als Spurkegel 


408 6 Dymamik starrer Körper [625] 


und Nutationskegel bezeichnet. Betrachtet man daneben die Gesamtheit der 
Punkte, die die Drehachse © nacheinander auf dem Trägheitsellipsoid durch- 
stößt, so entsteht wiederum ein Kegel, diesmal um die Figurenachse F, der 
sogenannte Polkegel. Der Zeitablauf der Kreiselbewegung wird dadurch be- 
schrieben, daß der Polkegel am Spurkegel abrollt, wobei sich die Figurenachse 


<B> 


Abb. 625.1. a) Verlängertes. b) abgeplattetes Rotationsellipsoid 
als Trägheitsellipsoid 


Polkegel 


Abb. 625.2. Zur Bewegung von Drehachse & und Figurenachse F 
bei verlängertem (a) und abgeplattetem (b) axial- 
symmetrischen Trägheitsellipsoid 


Abb. 625.3. Wanderung des Durchstoßpunktes von X auf einem 

mit dem Kreisel fest verbundenen Ellipsoid (5), erfolgt längs der 

Schnittkurve des Ellipsoids mit der Kugel (5). a und e stabile, 
c instabile Rotation 


gleichzeitig auf dem Nutationskegel bewegt. Spurkegel und Nutationskegel 
selbst sind raumfest. Je nachdem, ob das Rotationsellipsoid verlängert oder ab- 
geplattet ist, rollt der Polkegel mit der Außen- oder Innenseite am Spurkegel 
ab, wie die Abb. 625.2a und b zeigen. 


Schließlich bleibt der Fall mit beliebigem Trägheitsellipsoid zu besprechen. Die 
Kreiselbewegung besteht auch hier, wie ja in [624] ganz allgemein bewiesen 
wurde, darin, daß das Trägheitsellipsoid auf der Tangentialebene abrollt. Es lassen 
sich für diese Bewegung aber nicht so einfache Figuren wie in den Abb. 625.2 
angeben. Spurkegel, Nutationskegel und Polkegel besitzen keinen kreisförmigen 
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Querschnitt. Die ersten beiden schließen sich beim Durchlauf im allgemeinen 
nicht einmal. 


Gerade im Fall des nichtrotationssymmetrischen Trägheitsellipsoids ist es zum 
Verständnis der kräftefreien Kreiselbewegung zweckmäßig, das Wandern der 
Durchstoßpunkte von & und X auf dem Trägheitsellipsoid zu verfolgen. Zu diesem 
Zweck werden Energiesatz und Drehimpulssatz im körperfesten Bezugssystem 
betrachtet. Sie führen hier auf die Gleichungen . 

SO = 9,0 + w + 9,02 =2T 

BO90 = Novi + + Mai =L%, 

in denen die rechten Seiten wegen (624.1) konstant sind. Es sind die Gleichungen 

zweier Ellipsoide, die sich gegenseitig durchdringen. Da der Vektor & beide 

Gleichungen erfüllen muß, kann er sich im Zeitablauf nämlich nur auf den Schnitt- 

linien dieser beiden Ellipsoide bewegen. (Durchdringen sich die Ellipsoide nicht 

gegenseitig, so ist mit den betreffenden Werten für 7’ und 2? keine Bewegung 
möglich.) 


(4) 


Eliminiert man & aus (4) unter Einführung des Drehimpulses &, so entstehen 
die Gleichungen 


E+D+ 2-8, (5) 


Dies sind die Gleichungen eines Ellipsoids, des sogenannten Drallellipsoids, und 
einer Kugel, die sich ebenfalls, wie in Abb. 625.3a bis e dargestellt, gegenseitig 
durchdringen müssen. Der Endpunkt des Vektors & bewegt sich im Zeitablauf auf 
dem körperfesten Ellipsoid wieder längs der Schnittlinien. Die fünf Figuren ent- 
sprechen alle der gleichen Energie 7’, aber verschiedenem Drehimpulsquadrat 22. 
Berührt die Kugel das Ellipsoid nur von innen bzw. von außen, wie das in 
den Abb. 625.3a und e nahezu der Fall ist, so entstehen Rotationen um die 
kleinste bzw. größte Hauptachse, bei denen 2 und ö die gleiche Richtung besitzen. 
Bei kleinen Abweichungen bleibt der Vektor X in der Nähe dieser Achsen. Ganz 
anders liegen die Verhältnisse im Fall der Abb. 625.3c. Dort ist die Kugel 2°? 
gerade so groß gewählt, daß die Schnittlinien durch die mittlere Hauptachse hin- 
durchlaufen. Der Verlauf der Linien zeigt, daß bei kleinen Störungen der Vek- 
tor X auf dem Ellipsoid weiterwandert und nicht mehr in der Nähe dieser Haupt- 
achse bleibt. Rotationen um die mittlere Hauptachse sind daher nicht stabil. 


Übungsaufgaben 


62.1. Ein Radsatz (zwei durch eine Achse verbundene Räder) durchläuft mit » = 20 m/s 
eine Kurve vom Krümmungsradius R = 250m. Welche Kraftwirkung wird nach 
(623.8) auf die Schienen ausgeübt? Vergleich mit der Zentrifugalkraft! (Gesamtmasse 
m = 1250kg, Radabstand !=1,50m, Radradius r = 0,50 m, Achsengewicht ver- 
nachlässigen, Räder als Kreisscheiben annehmen !) 
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62.2. Eine Schiffsturbine (Trägheitsmoment J = 10?kg m?) mit der zur Längsachse des 
Schiffes parallelen Achse führt » = 3200 U/min aus. Welche zusätzlichen Kräfte 
müssen nach (623.8) die Achsenlager (Lagerabstand ! = 2,50 m) maximal aufnehmen, 
wenn das Schiff harmonische Schwingungen (Amplitude 9, = 10°, Schwingungs- 
dauer 7 = 16s) um die horizontale Querachse ausführt? („Stampfendes‘“ Schiff.) 


62.3. Kreiselkompaß: eine dünne Scheibe rotiert um die Figurenachse (Winkelgeschwindig- 
keit @, Kreisel drehbar um die zur Erdoberfläche vertikale 
z-Achse, geographische Breite p, die y-Achse zeigt nach Norden, h Z 
siehe Abb.). Welches Drehmoment in z-Richtung verursacht die 


Erdrotation ö,? In welchen Lagen & befindet sich der Kreisel im y 

Gleichgewicht und welcher Art ist dieses? _-” 7 
62.4. Ein gerader, homogener Kreiskegel (Masse m, Höhe h, Radius R IR_ -o 

des Grundkreises) rollt gleichförmig auf waagerechter Ebene im 

Kreis um seine Spitze (Umlaufsfrequenz ,). Wie groß sind N x 


kinetische Energie 7, Drehimpuls 2 und Drehmoment M? 


62.5. Wie groß ist beim symmetrischen kräftefreien Kreisel, wenn | | 
Drehimpuls Z = |2| und kinetische Energie T vorgegeben sind? 


63 Analytische Beschreibung der Kreiselbewegung 


Zusammenfassung: Der Drehimpulssatz & = M liefert mit Q=-©& die EutErschen 
Kreiselgleichungen 89 +&x0&= WM. Aus ihnen lassen sich die Komponenten der Dreh- 
geschwindigkeit @ berechnen. Diese wiederum werden nach (631.15) durch die Euterschen 
Winkel 9, y und @ dargestellt, die die jeweilige Lage des Kreisels charakterisieren. Beim 
kräftefreien symmetrischen Kreisel sind ®, y und $ konstant, und zwischen den beiden letzteren 
besteht die Beziehung dp = dy cos#(A — B)/B, die für das Abrollen des Trägheitsellipsoids 
auf der Tangentialebene sorgt. Beim schweren symmetrischen Kreisel wirkt das Drehmoment 
M = 5 x mg. Die Drehimpulskomponenten Z, und Z, in Richtung der Figurenachse (Richtung 
von3) und der g-Achse sind zusammen mit der Energie Z Erhaltungsgrößen. Diese drei Er- 
haltungssätze liefern drei Differentialgleichungen erster Ordnung zur Bestimmung der EULER- 
schen Winkel 8, y und 9. Es entstehen Bewegungen, bei denen die Figurenachse die z-Achse 
umkreist, aber außerdem noch kleine Schwankungen (Nutationen) ausführt. 


631 Eutersche Kreiselgleichungen 


Nachdem im vorigen Kapitel die Kreiselbewegung veranschaulicht wurde, 
soll jetzt die zugehörige analytische Beschreibung durchgeführt werden. Nach 
(623.2 und 5) sind die Bewegungsgleichungen durch 


L-60=9%8 LM (ı) 


gegeben. Es ist zunächst erforderlich, diese Gleichungen als Bestimmungsglei- 
chungen für die Drehgeschwindigkeit ö zu verwenden, und weiter, die verschiedenen 
möglichen Lagen des Kreisels analytisch darzustellen und mit der Drehgeschwin- 
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digkeit & in Verbindung zu bringen. Die erste Aufgabe wird im vorliegenden Ab- 
schnitt behandelt, die zweite wurde bereits in [266] gelöst. Die übrigen Ab- 
schnitte dienen der Anwendung. 


Beim Einsetzen der ersten Gleichung von (1) in die zweite ist zu beachten, 
daß der Trägheitstensor eines sich bewegenden Körpers im allgemeinen ebenfalls 
zeitabhängig sein muß. Zur Berechnung von 2 empfiehlt sich ein indirekter Weg, 
nämlich von der Definition (623.4) des Drehimpulses auszugehen und dort die 
Zeitableitung durchzuführen. Dabei ist i, = @x r,, weil alle Abstände |t,| 
vom Bezugspunkt bei der Bewegung konstant bleiben. Auf diese Weise entsteht 
zunächst . a . A 
= di PHRTEEFE, ar Ami. x(Öxı) 

N 7 


s S d. „= 
=m.In x + mt, x ar (8 x 1.) (2) 
n " 
=0 +3 m, x (& xu)+Im xx (x T)]-. 
n N 


Der erste Term ist, wie der Vergleich mit (623.4 und 5) zeigt, ©, der zweite 
enthält bis auf das Vorzeichen das in [554] beschriebene Zentrifugalmoment M,r, 


so daß also R-60-W (3) 


entsteht. Beim Einsetzen von (3) in (1) erhalten wir 
SGO=-M + Myr- (4) 


Da Vektorgleichungen in jedem Koordinatensystem gelten, läßt sich diese Glei- 
chung folgendermaßen interpretieren: Auf der linken Seite steht die zeitliche 
Änderung des Drehimpulses in demjenigen Bezugssystem, in dem der Trägheits- 
tensor © konstant ist, also im körperfesten System. Auf der rechten Seite stehen 
die in diesem System auftretenden Drehmomente, also neben dem ohnehin vor- 
gegebenen Drehmoment M noch das in diesem rotierenden System zusätzlich 
vorhandene und in [554] beschriebene Drehmoment M,; der Zentrifugalkräfte. 


Dieses aus (2) und (3) zu entnehmende Moment NW, läßt sich noch umformen in 
-Mr=23m,[lö 9 t,(® x 1) — (& x t,) 9 ör,] 
n 

e ® (5) 

= 0 +Oöx | Nm. x(öxr,)]|. 

n 

Während der erste Term mit zwei gleichen Vektoren r„ im Dreierprodukt ver- 

schwindet, liefert nach Vergleich mit (623.4) der zweite 


Mr =ExR. (6) 


Damit gehen die Gleichungen (1) in 


= GÖO+HÖXKOO-M (7) 
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über. Die Komponenten dieser Vektorgleichung werden als EuLzrsche Kreisel- 
gleichungen bezeichnet. 

Wegen ihrer Wichtigkeit soll für Gleichung (7) noch eine andere Ableitung 
angegeben werden. Zunächst stellen wir den Drehimpuls & in einem Bezugssystem 
dar, das sich mit dem Kreisel bewegt und dessen Koordinatenachsen mit den 
Hauptachsen übereinstimmen: 


= url) OxEx({t) K=1,2,3. (8) 


Die Einheitsvektoren x rotieren mit dem Kreisel [siehe (254.3)] gemäß 
ek=Öxir, (9) 
so daß für die Zeitableitung des Drehimpulses 
8 = Für Oxex +2 Ozon -60+0x00 (10) 


und damit wieder die EuLErsche Gleichung (7) entsteht. Wegen ihrer invarianten 
Schreibweise als Vektorgleichung gilt (7) natürlich auch in jedem anderen Be- 
zugssystem. 
Als nächstes wird (7) nach den Grundregeln (556.9) und (214.13) in Kompo- 
nenten zerlegt. Dabei entsteht das Gleichungssystem 
SI, %i + 3 84,0: Om m = M; mit i=1,2,3. (11) 
k k,l,ın 
Dies sind drei Differentialgleichungen erster Ordnung für die Komponenten »; 
der Drehgeschwindigkeit ©. Die Gleichungen vereinfachen sich erheblich für das 
System der mitbewegten Einheitsvektoren &;, in denen der Trägheitstensor nur 
noch Diagonalglieder enthält, seine Komponenten also durch O,m= 64m dar- 
gestellt werden können: 


6,0, + 2 e1x1020,0:— Mr mit I/I=1,2,3. (12) 


Explizit haben sie die Form 


9, — ©03(O,: — 95) = Mı 
9, — 0,0, (9, — 9,)=M; (13) 
09%; — 0,0(0,— 9;) = M3. 


Die Lösung dieses Gleichungssystems wird dadurch erschwert, daß die Gleichun- 
gen hinsichtlich der Unbekannten &; nichtlinear und miteinander gekoppelt 
sind. 


Am einfachsten ist die Lösung der EvLerschen Kreiselgleichungen (13) beim 
kugelsymmetrischen Trägheitsellipsoid mit ©, = 0, = 9,. In diesem Fall ver- 
schwinden nämlich die nichtlinearen Glieder von (13), und die Gleichungen sind 
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gleichzeitig entkoppelt. Dieser Fall ist also nicht schwieriger als die Beschreibung 
einer Punktbewegung im Raum [im Sinne der Analogie der Gleichungen (623.8 
und 9)]. Als nächst einfacher Fall käme der mit rotationssymmetrischem Träg- 
heitsellipsoid (©, = ©,= ©,) in Betracht. Er wird in [632] und [633] behandelt. 


Die jeweilige Lage des Kreisels im Raum kann durch die in [266] eingeführten 
Eunerschen Winkel d, y und p beschrieben werden. Die durch diese Winkel aus- 
gezeichnete Achse ?, wird zweckmäßig mit einer der Hauptachsen des Trägheits- 
ellipsoids identifiziert, beim symmetrischen Kreisel mit der Figurenachse F. 
Die Bewegung des Kreisels in einem kurzen Zeitintervall d? besteht in einer 
PERS FORSCHEN infinitesimalen Drehung dt, bei der sich die drei 

Evuuerschen Winkel ändern. Sie kann also in der 


Form ir; 
ödt=dP+d9+dE (14) 


beschrieben werden. Die Komponenten von @ im 
körperfesten System wurden in (266.15) bestimmt: 


o,= ypsind®sing + Bcos 
Abb. 631. Beschreibung der a r g 1 un 7 a 
Lage des Kreisels durch die = Ysindcosp— Ösing (15) 


Eurerschen Winkel O=Ycosd +9. 


Die Komponenten &, und @, lassen sich zweckmäßig zu der komplexen Dreh- 
geschwindigkeit 

N2= w, + j@, = (Ö + jy sind) e 1? (16) 
zusammenfassen. 

Die vollständige analytische Beschreibung des starren Körpers besteht nun in 
der Angabe der Funktionen #(t), y(t) und p(t). Die Bestimmungsgleichungen 
hierfür erhält man beim Einsetzen der Gleichungen (15) in die Gleichungen (13). 
Dabei entsteht ein sehr kompliziertes System von Differentialgleichungen für 
d, y und @, das nur in bestimmten Spezialfällen elementar lösbar ist. 


632 Kräfteireier symmetrischer Kreisel 
Als Anwendung der analytischen Kreiseltheorie wird der kräftefreie sym- 
metrische Kreisel behandelt. Seine Hauptträgheitsmomente seien durch 
9,=9=4A 0,=BzA4 () 
gegeben und stellen für B> A abgeplattete und für B< 4 verlängerte rotations- 
symmetrische Trägheitsellipsoide dar. Zunächst erhalten die Euterschen Kreisel- 
gleichungen (631.13) die vereinfachte Form 
oA — Ww;(A — B)=M, 
4 — ww, (B—-4A)=M, (2) 
@B=M;. 
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Zur Abkürzung werden die Größen 
M,+jM M; A-B . 
er se le > or 
verwendet. Für die bereits in (631.16) eingeführte komplexe Drehgeschwindigkeit 
gilt dann mit den ersten beiden Gleichungen von (2) 


Q= 6, + j&, = 80, ( — j@,) + 4 = -j%@,(@; + j@,) + Mu. (4) 


Zusammenfassend lauten die Bewegungsgleichungen (2) dann 
2+jam,2= u Ö=V. (5) 


In « und » ist das im allgemeinen vorgegebene äußere Drehmoment enthalten. 
Beim kräftefreien Kreisel verschwindet es. Die in 2 und w, enthaltene Dreh- 
geschwindigkeit & läßt sich als Lösung von (5) dann leicht angeben: 


u=v=0: wy= konst. At) = Qye tr! (6) 
mit beliebigen Zahlenwerten für die Integrationskonstanten &; und A2,- 


Dieses Ergebnis ist in Abb. 632.1 veranschaulicht. Eingetragen ist das Energie- 
ellipsoid. &, ist die Rotationsgeschwindigkeit des Kreisels um die Figurenachse F'. 
Die komplexe Rotationsgeschwindigkeit Q bewegt sich in der Oberfläche des 
Energieellipsoids auf einem Kreis senkrecht zur 
Figurenachse, wie das bereits bei der anschau- 
lichen Untersuchung des kräftefreien Kreisels in 
den Abb. 625.1 und 2 gezeigt werden konnte. 


Weiter wmüssen die Ergebnisse (6) in entspre- 
chende Aussagen über die Eurerschen Winkel 
(631.15) überführt werden. Hierbei ist eine ge- 

eignete Wahl der ausgezeichneten Achsen von 

v Abb.631 im ruhenden und im körperfesten System 

Abb. 632.1. Zur Berechnung der Wichtig, damit diese Beziehungen einfach werden. 

Komponenten der Rotations- Als ausgezeichnete Achse e, des ruhenden Systems 

geschwindigkeit & wird die Achse des Drehimpulses 2 gewählt und 

als ausgezeichnete Achse &, des körperfesten 

Systems die Figurenachse F. 9 ist der Winkel zwischen beiden. Nach (631.8). 

ist &B die Drehimpulskomponente in Richtung der Figurenachse im körper- 
festen System. Bei dieser Wahl der ausgezeichneten Richtungen ist 


®B=Lcos# (7) 


Nach der ersten Gleichung von (6) aber ist die linke Seite von (7) konstant. 
Hieraus folgt 
® = konst. d=0 (8) 


für den EvLerschen Winkel 9. 
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Nach den Gleichungen (631.15 und 16) gilt unter Berücksichtigung von (6) 
vcosd+o=@y, 
(d + jp sind) ei? = Qerr®t, () 
(8) vereinfacht die komplexe Gleichung. Weiterhin müssen in ihr die Beträge 
und Argumente beider Seiten übereinstimmen. Daraus folgt 


vsin® = konst. YÜ)= + &wst. (10) 


Zusammenfassend läßt sich also feststellen, daß bei der kräftefreien Bewegung 
$, ® und 9 konstant bleiben. Das entspricht in Abb. 632.1 einer Bewegung, bei der 
das Trägheitsellipsoid gleichmäßig um die Figurenachse 
und diese gleichmäßig um die Drehimpulsachse rotiert. 


Die Winkelgeschwindigkeiten ı» und @ sind wegen (9) 
voneinander abhängig. Aus (10) folgt = aw,;, und die 
erste Gleichung (9) liefert nach Elimination von w,; und 
mit & aus (3) 

vycsd= m, —- d= +-1)6 


x 


al) 


le E , 
2a -(77- )9-48%: 
Abb. 632.2. Zur Gewin- Die Änderungen der Winkel y und p sind daher nicht 


nung der geometrischen unabhängig voneinander, sondern es gilt vielmehr 
Beziehung zwischen den 


Kegelradien 7 und £ dpo=dy 4A ni cos®. (12) 


In dieser Gleichung ist die Bedingung für das Abrollen des Trägheitsellipsoids 
auf der zu 2 senkrechten Tangentialebene enthalten. 


Zum Nachweis dieser Behauptung machen wir uns zunächst klar, daß sich 
beim Abrollen auf der Tangentialebene um ein Stück ds die Winkel y undp um 


ds=ndy=£dp (13) 


ändern. 7 und £ sind die Radien des Spurkegels und des Polkegels in Abb. 632.1. 
Die Halbachsen des Trägheitsellipsoids sind nach (624.3) 


1 


1 
VB’ u ’5 
Nach bekannten Sätzen der analytischen Geometrie wird die Tangente von 
einem Punkt der verlängerten a-Achse an die Ellipse dadurch konstruiert, daß 
man zunächst den gestrichelten Kreis mit dem Radius a zeichnet und an ihn 
die Tangente legt (Abb. 632.2). Dann fällt man vom Berührungspunkt das Lot auf 
die «-Achse. Der Schnittpunkt dieses Lots mit der Ellipse ist dann der gesuchte 
Berührungspunkt von Tangente und Ellipse. Die mit u,n+r und x-+1 be- 
zeichneten Strecken bilden ein rechtwinkliges Dreieck in Abb. 632.2, so daß 


W+Nn+r?= (+1) (15) 


a 


Il 


(14) 
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gilt. Außerdem besteht wegen der gegenüberliegenden rechten Winkel im Vier- 
eck mit den Seiten v, 7), © und x der Zusammenhang 

Pit. (16) 
Aus beiden Gleichungen folgt mit ?= Ü?+ 


yr+@=al=r=2(z). (17) 


Im zweiten Gleichheitszeichen dieser Gleichung ist der Höhensatz hinsichtlich ©’ 
berücksichtigt und im dritten Gleichheitszeichen, daß £ um den Faktor b/a 
kleiner als £’ ist. Weiter ist £/r = cos®, so daß endgültig die Beziehung 
?— b? A—B 


1 = 009° = 0089 


folgt. Zusammenfassend ist festzustellen, daß die Bedingung (13) für das Ab- 
rollen zusammen mit der geometrischen Beziehung (18) zwischen 7 und ö gerade 
Gleichung (12) liefert. Weil (12) aber aus den Bewegungsgleichungen abgeleitet 
wurde, ist hiermit bewiesen, daß das Trägheitsellipsoid auf der Tangentialebene 
abrollen muß, ohne dabei zu schleifen. (Ein rein analytischer Beweis wird in 
[Ü 63.3] gegeben.) 


633 Schwerer symmetrischer Kreisel 


Es wird der in Abb. 633.1 dargestellte symmetrische Kreisel betrachtet, dessen 
Schwerpunkt sich außerhalb des Befestigungspunktes befindet. Seine Bewegung 
wird durch die Eurersche Kreiselgleichung 


GO +-ÄxXOG-M 1) 


beschrieben. Er unterliegt dem Moment 


der Schwerkraft. Zur Einführung der Euterschen Winkel 
werden wieder die Gleichungen (631.15) verwendet. Zwischen 
den Einheitsvektoren gilt die aus (266.14) folgende Beziehung 


dmg 


0, = 8, C0Sd + sind (E,sinp + &,c0os), (3) 
Abb. 633.1. KERN 
Symmetrischer die ebenfalls noch benötigt wird. 


= =. er Zur Integration der Bewegungsgleichungen werden die Er- 
A de een haltungssätze benutzt. Nach (2) steht das Drehmoment N stets 
punktes S unter- senkrecht auf dem Vektor 3, der die Richtung der Figuren- 


stützt achse besitzt, und auf dem Vektor g, dessen Richtung als 


[633] 63 Analytische Beschreibung der Kreiselbewegung 417 


negative z-Achse gewählt wird. Der Gesamtdrehimpuls & ist daher als Ganzes 
zwar keine Erhaltungsgröße, wohl aber seine Komponenten Z» und Z, in Rich- 
tung der Figurenachse und der z-Achse. Die erstere wird nach (632.7) und 


(631.15) durch DR Rn (4) 
beschrieben. Der Drehimpuls um die z-Achse wird nach Einführung der körper- 
festen Koordinaten und Verwendung von (3) sowie (631.15) 
L; = @9e,= SO[sin de, sing + &, cos) + &,cosd] 
= Asind (wo, sin@ + @g,c08p) + w,B cos d (5) 
= Aysin’® + Lpcos®. 
4 und B sind die Trägheitsmomente von (632.1). 
Als dritter Erhaltungssatz wird der Energiesatz 
B-,000+V (6) 
verwendet mit dem Potential 
V=mgz=mgscosd =D cosd (s= |3|) (7) 
der Schwerkraft. Bei Darstellung im körperfesten System entsteht 
2E = 4A(0} + ©) +Bw3-+2Dcosd. (8) 
Der ohnehin wegen (4) konstante Term Bw? wird in die Integrationskonstante 
mit aufgenommen, die nunmehr als 2W bezeichnet wird, und es entsteht 
2W = A (Y* sin?d + 8°) + 2D cosd. (9) 
Die Erhaltungssätze (4), (5) und (9) beschreiben den Zeitablauf der EuLerschen 
Winkel des schweren symmetrischen Kreisels. 
Beim Auflösen von (5) nach ı entsteht die Präzessionsfrequenz 


.„_ D,—Zrcosd 
ve Asin?® (10) 


und beim Auflösen von (4) nach g unter Verwendung von (10): 


L5 , Lrcos?#—L,cos# an) 
B' Asin?# * , 


[") 7 voad=- 


Die beiden Gleichungen (10) und (11) liefern y(£) und @(t), wenn #(t) bekannt ist. 
Die noch fehlende Gleichung für 9(t) liefert der Energiesatz in der Form (9). 
Ersetzt man Y in (9) durch (10), so entsteht 


ae Sr 
Asind 


14[#+( \]+2Deoss-2w. 
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Diese Gleichung wird mit (1/4) sin?d multipliziert. Als neue Variable wird u = cos® 
eingeführt. Dann entsteht 


= 45 [1 - W) (2AW- 24 Du) — (L, — Lpu)?] (13) 
als Bestimmungsgleichung für u(t). Diese Gleichung läßt sich grundsätzlich in 
der Form 


= fw)- HP w-)uw- )m-e)| (9 


darstellen. Auf der rechten Seite steht eine kubische 
Abb. 633.2. Parabel, die in Abb. 633.2 wiedergegeben ist und deren 
Die Funktion f= f(u) und Wurzeln e,, e, und e, aus (13) mit den üblichen Metho- 
ihre Nullstellen den der Algebra bestimmt werden können. Dabei stellt 
sich heraus, daß zwei dieser Wurzeln im Bereich 
zwischen —1l und +1 liegen und die dritte rechts außerhalb. Da die linke 
Seite von (14) positiv definit ist, können nur Bewegung n zwischen den Wurzeln 
e, und e, von Abb. 633.2 stattfinden. Sie begrenzen die Bewegung der Figuren- 
achse auf einen Bereich zwischen zwei Winkeln Iynax und Yin. Die Bewegung 
der Figurenachse wird in den 
Abb.633.3a und b durch Kurven 
auf einer Kugel dargestellt. Im Falle 
L,> Lr ist ö in (10) stets positiv, 
und die Bewegung der Figurenachse 
erfolgt im Sinne von Abb. 633.3a. 
Für Z,<Ly dagegen sind je nach 
dem speziellen Wert von # beide 
a d) Vorzeichen für ö in (10) möglich, 
ne Ha on a e Ben er und es entstehen zeitweise rück- 
er 2-2 > ste ur 1e Tv‘ Br . 
auf ia ee an = Beinen de Butas BEWERANBEN, U EEE 
Kreisels für a) Z, > L, und b)Z,< 1; Kugel Figuren vom Typ der 
Abb. 633.3b liefern. 


Die Bewegung des-schweren symmetrischen Kreisels besteht also darin, daß 
die Figurenachse die z-Achse umkreist. Die kleineren Schwankungen in Abb. 633 a 
und b, die dieser Bewegung überlagert sind, werden als Nutationen bezeichnet. 


Übungsaufgaben 


63.1. a) Ableitung der Euterschen Gleichungen (631.7) aus dem LAaGrAnGEformalismus! 


b) Unter Verwendung der Eurerschen Winkel als verallgemeinerter Koordinaten 
ist die Hamıtronfunktion des schweren symmetrischen Kreisels aufzustellen. Welche 
Bedeutung haben die entsprechenden kanonischen Impulse? Erhaltungssätze? Die 
Formeln von [633] sind wiederzugewinnen. 
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63.2. a) Wie folgt aus den EuLerschen Gleichungen, daß freie Rotationen nur um die Haupt- 
achsen möglich sind? b) Aus den Gleichungen sind durch Bestimmung der Schwingungs- 
frequenz w, der Rotationsachse für kleine Abweichungen der Rotationsachse von den 
Hauptträgheitsachsen die Aussagen von [625] über die Stabilität dieser Rotationen 
nachzuweisen. 


63.3. Der Beweis von Gleichung (632.18) für das Abrollen des symmetrischen Trägheits- 
ellipsoids an der Tangentialebene ist analytisch zu führen. 


63.4. Das Kugelpendel ist als Spezialfall des schweren symmetrischen Kreisels zu behandeln. 


63.5. Die nutationsfreien Bewegungen (d = konst.) des schweren symmetrischen Kreisels 
sind mit Hilfe des LaAGrAngeformalismus zu untersuchen (Erhaltungsgrößen, Präzes- 
sionsfrequenz, einschränkende Bedingung für #).’ Ergebnis beim Spezialfall kleiner D 
bzw. großer #9? 


63.6. a) Welche Kreiselbewegungen liegen vor, wenn f(w) von (633.14) doppelte Nullstellen 
besitzt? b) Die Bewegungsgleichungen von [633] mit der Anfangsbedingung reiner 


Rotation um die Figurenachse (t = 0:%, = ds = 0) sind unter der Voraussetzung 
großer Drehgeschwindigkeit um die Figurenachse (L#>2AD) zu integrieren. Dabei 
ist zunächst zu zeigen, daß die größte Nullstelle e, > 1 ist (e, — aistim Integral dann 
näherungsweise konstant). 


7 Elastische Medien 


71  Verrückung eines Kontinuums 


Zusammenfassung: Mögliche Verzerrungen eines Kontinuums werden mathematisch 
analysiert. Jeder Punkt r geht dabei in !’=r-+3(r) über. Die Verrückung 3(r) setzt sich für 
irgendeinen Punkt r = 0 und seine Umgebung aus einer Translation 3, des Punktes, einer 
Drehung öxr seiner Umgebung mit $ = (1/2) rot$ und einer Verzerrung tE zusammen. 


E=£ ist der Deformationstensor. Seine Diagonalkomponenten stellen die relativen Längen- 
änderungen dar. Ihre Summe, die Spur des Tensors €, bedeutet den relativen Volumen- 
zuwachs. Eine Komponente &,, außerhalb der Diagonalen bedeutet den Winkel, um den bei 
der Deformation die ö-Achse gegen die k-Achse gedreht wird. 


711 Verschiebung, :Drehung, Deformation 


Wir betrachten die Bewegungsmöglichkeiten eines Radiergummis: Er besitzt 
einen Schwerpunkt, der sich nach dem Newroxschen Grundgesetz bewegt. 
Außerdem kann er Drehbewegungen, zum Beispiel um den Schwerpunkt, voll- 
führen, die den Kreiselbewegungen entsprechen. Daneben aber sind noch weitere 


27* 
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Bewegungsmöglichkeiten vorhanden, bei denen der Gummi seine Form ändert. 
Eine erste Beschreibungsmöglichkeit besteht darin, daß wir die einzelnen Orte 
dieses Körpers mit t,,t, ... . bezeichnen und ihren möglichen Zeitablaufr, (f),t3()..- 
untersuchen. Eine andere Möglichkeit besteht in folgendem: Wir denken uns den 
Körper im ruhenden Zustand mit einem Koordinatengitter im Sinne von Abb. 711 
durchsetzt. Jedem Punkt des Körpers wird dabei ein Vektor r zugeordnet. 


Bei irgendeiner Form- oder Lageveränderung werden gleichzeitig alle Orte r 
des Körpers verschoben nach 


t>r=r+3l). (dl) 


Eine solche Veränderung, die als Verrückung 
bezeichnet wird, kann also durch Angabe 
aller neuen Orte v’(r) beschrieben werden. 
Genauso eignet sich zu dieser Beschreibung 
der in (1) definierte Verrückungsvektor 3 (t). 
der angibt, um welches Stück und in welcher 
Richtung jeder Ort des Gummis verschoben 
wird. Unter Verrückung wird hier (im Gegen- 
satz zum üblichen Sprachgebrauch!) konse- 
Abb. 711. Deformation eines Kubus uent eine Änderung verstanden, bei der alle 

Ortspunkte v um beliebige ‚„Verrückungs- 
vektoren“ 3(r) verändert werden. Die allgemeinste Verrückung setzt sich aus 
einer Verschiebung (reine Translation, gleich groß für alle Orte r). einer Drehung 
und einer Verzerrung zusammen. 


Die Verschiebung des Koordinatenursprungs v = 0 ist 
v(0)=5(0) = 3. (2) 


Für Orte r, die sich in der näheren Umgebung des Koordinatenursprungs 
befinden, gilt die Entwicklung 


(3) 
BAR: [98 art. 23. „[98 Be 
= 50) Hal) une t len laaneenot else? ö 


die nach der ersten Ordnung abgebrochen werden darf, wenn nur eine kleine 
Umgebung von r = 0 betrachtet wird. Für Gleichung (3) ist also wie bei allen 
künftigen Überlegungen vorausgesetzt, daß es sich nur um kleine Verrückungen 
handelt. Außerdem müssen, damit 3(r) differenzierbar ist, benachbarte Orte r 
wieder benachbarte Orte r’ ergeben. Das bedeutet, der Körper darf bei der 
Verrückung nicht zerreißen. Der erste Term von (3) enthält die reine Verschiebung 
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oder Translation des Koordinatenursprungs und der zweite die Drehungen und 
Verzerrungen seiner Umgebung, die in dem Tensor 


10 _ 98 
Tale = 8° alge)_, (4) 


enthalten sind. Dieser Tensor läßt sich gemäß 


7-22 ge \ PRIR ade 3 =T*+T° (3) 
ka 1-0 


ia Fe 3 \dı FrZ 


in einen antisymmetrischen und einen symmetrischen Anteil T® und T’ zerlegen. 
Der über einigen Differentialoperatoren stehende, nach links gerichtete Pfeil be- 
deutet, daß diese entgegen der üblichen Gepflogenheit auf die links neben ihnen 
stehende Funktion $(r) [und nur auf diese! Auch in (712.5), (713.1)] angewandt 
werden. Die Komponentendarstellungen dieser beiden Tensoranteile sind 


en Sa, + [3-5 ne [ge =) 
% zu er 2 \9x, 6%, /r=0 2 = nö 2 \9%, 7 98, /ı=0' (6) 


Die allgemeinste Verrückung von r'= 0 und seiner näheren Umgebung wird daher 
durch 


dargestellt. Der erste Term enthält, wie bereits festgestellt, die Verschiebung des 
Bezugspunkts x = 0. Im nächsten Abschnitt wird gezeigt, daß der zweite Term 
eine Drehung der Umgebung um den Bezugspunkt darstellt. Der dritte Term 
schließlich beschreibt die Verzerrungen des Gummis, deren Untersuchung der 
Hauptgegenstand dieses Teils [7] ist. 


712 Darstellung der Drehung 


In diesem Abschnitt soll der durch (711.6) definierte antisymmetrische Tensor 


%, 


ı[ 0 > 1 (ds ds 
% & & a _ R a 
T 3 © 0o5—80 a 2 500%. Ti =au° 5 (3 Je), (1) 


untersucht werden. Seine Komponenten sind im einzelnen 


v 1 (3& a 1/98 3) 
2\92  9y)Jo (ar - 02 Jo 
98 os 1/98 g8 
a\ —_ Fe Y Bi LEN Y 
Ti) = (3: e), . 2 (3 02 ie (2) 
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Sie besitzen die Eigenschaften 

Ta=-Tii (3) 
der Antisymmetrie gegenüber einer Spiegelung an der Diagonalen. Die Diagonal- 
glieder selbst verschwinden. Der Definition (261.19) des gespiegelten (trans- 
ponierten) Tensors T? entsprechend folgt aus (3) 

T= -T° (4) 
für den Tensor T? 


Die durch T® bewirkte Verrückung ist nach (711.7) 


(5) 
Dieser Ausdruck läßt sich als zweifaches Vektorprodukt in der Form 
1/9 PR 
Sort) = (32% 8),% r=sdexı (6) 


darstellen. In dieser Gleichung beschreibt der mit ® bezeichnete Vektor ent- 
sprechend (218.4) eine infinitesimale Drehung (unter der Voraussetzung | |< 1). 
Damit ist gezeigt, daß sich der antisymmetrische Tensor (1) durch einen Vektor 
darstellen läßt. Daß dies möglich ist, liegt u. a. daran, daß er, wie aus (2) leicht 
zu erkennen ist, nur drei voneinander unabhängige Komponenten besitzt. Die 
Zuordnung der Komponenten des Tensors T' zu denen des Vektors ö wird durch 
die Gleichungen 

Per —— Pz Typ: > Pi De Fu P, (7) 
gegeben, wie der Vergleich der Komponentendarstellung von (6) mit (2) zeigt. 


Zur Kontrolle dieser Überlegungen wird das Verrückungsfeld $ (r) betrachtet. 
das durch die Drehung eines starren Körpers um seinen Bezugspunkt in der Form 
8=ÖöYPxr entsteht. Es wird der durch (6) definierte Drehvektor f gebildet: 


er 1/98 e 10 er 
6-5 (37% 8),= 50. x 6x D], (8) 


Die Auswertung erfolgt genauso wie in (455.17) und liefert 


er 1 As, OR = OÖ \ 
I Zee FE D 
und weiter unter Verwendung von (235.14) 
ö=-(8-1)89=38. (10) 


Der in (6) eingeführte Drehvektor 9 ist also im vorliegenden Fall tatsächlich mit 
dem vorgegebenen Drehvektor 5% identisch. 
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713  Verzerrungstensor 


Nach (711.7) und (712.5) läßt sich die allgemeinste Verrückung 3(t) in der 
Umgebung irgendeines Punktes durch drei Terme darstellen, deren erster die 
reine Verschiebung des Punktes und deren zweiter die Drehung seiner Umgebung 
bedeutet. Der dritte Term von (711.7) muß daher die im Gegensatz zum starren 
Körper noch möglichen Verzerrungen enthalten. Sie werden in der Umgebung 
von r=0 durch 


_ 


1[9 fi) 
Bar) [Ze $+38o a)= v& (1) 


beschrieben. Der in [711] mit T® und hier mit € bezeichnete Tensor ist der Ver- 
zerrungstensor (auch Deformationstensor genannt) 


98, 98; 


1 
a RUE 
€ Zeralsatzn), zer ad (2) 


Er ist im Gegensatz zum Drehungstensor T? des vorigen Abschnitts symmetrisch: 
€E=E re=Er. (3) 


Entsprechend (711.1) geht bei reiner Verzerrung ohne Verschiebung und Drehung 
jeder Punkt r in 


|Y=1+3W)=-11+9=:0 (4) 


über. 


Durch das Identitätszeichen von (4) ist ein weiterer Tensor Q definiert, der die 
Komponenten 


08, 1 /ds, 08, 1 /9s, ds, 
I Ara) Alan) 
1 /ds, 98 98 1 /ds, 98 
Od=önted- (EHE HE ser) 
1 /ds, 08, 1 /ds, d8, 98, 
+ 5) 5 Be) 1+ 92 


besitzt. Die Komponenten €,;, erhält man hieraus durch Fortlassen der Einsen 
in der Diagonalen. 


Der Tensor @ ist genau wie € in (3) ein symmetrischer Tensor: Q=Q. Er 
läßt sich den Ausführungen von [262] entsprechend durch ein Ellipsoid, das 
Tensorellipsoid darstellen. Zu diesem Zweck wird die Funktion 

Fı)=r9r (6) 

gebildet. F (x) = konst. ist dann die Gleichung einer Fläche zweiter Ordnung, im 

vorliegenden Fall die eines Ellipsoids. Identifiziert man die Koordinatenachsen 
mit den Hauptachsen, so lautet die Gleichung dieses Ellipsoids einfach 

2,2? + Qyy? + Qz2? = konst. (7) 
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Bildet man den Gradienten von (6), so entsteht 


IF) 


& = Qr+r9=29r=2r. (8) 


Für jeden Vektor x liefert die Normalenrichtung des Ellipsoids, wie in Abb. 262, 
die Richtung des neuen Vektors tr’. 


Ein symmetrischer Tensor besitzt entsprechend (5) sechs voneinander unabhän- 
gige Komponenten. Die restlichen drei folgen aus der Symmetriebedingung (3). 
In diesen sechs Komponenten sind drei Winkel, die die Stellung des Ellipsoids 
im Raum festlegen, und die Längen der drei Hauptachsen enthalten. Im einzelnen 
wird die Bedeutung der Komponenten €;, bzw. Q2,;, im nächsten Abschnitt unter- 
sucht. 


Die durch (4) bewirkte Deformation ist eine lineare Transformation. Dies hat 
zur Folge, daß bei einer Transformation r—r’ zum Beispiel der Vektor 2r in 
2r' übergeht. Um eine weitere Eigenschaft zu zeigen, wird eine durch 


rA)=n+Ait (9) 
definierte Parallelenschar betrachtet. 2 stellt einen frei veränderlichen Parameter 


dar. Für verschiedene Werte von rt, entsteht eine Schar paralleler Geraden, die 
alle die gleiche Richtung t besitzen. Bei der Deformation gehen alle Punkte r in 


V=er9- (FM) 2-2 +49 =-u+Ät (10) 


über. Dies ist wieder die Gleichung einer Schar paralleler Geraden, wenngleich 
die Anfangspunkte r; und die gemeinsame Richtung t’ durch die Transformation 
verändert sind. Bei den betrachteten Deformationen (4) gehen also Geraden 
wieder in Geraden über. Dies hat zur Folge, daß auch Ebenen wieder in Ebenen 
transformiert werden. 


Schließlich wird die durch @ bewirkte Transformation der Kugelfläche 
wel (11) 
untersucht. Die Punkte x der Kugelfläche werden nach (4) in 
V=ı9=Qır (12) 
transformiert und bilden, wie anschließend gezeigt wird, ein Ellipsoid. Durch den 


mit Q°1 bezeichneten Tensor wird nach (261.11) die Rücktransformation 
terre tr (13) 


bewirkt, also die zur Deformation Q@ gehörige Umkehrdeformation 971. Wegen 
(12) und (13) muß Q@ die Eigenschaft Q°1Q = I besitzen. I ist wieder der Ein- 
heitstensor, die identische Transformation. Beim Einsetzen von (13) in (11) geht 
die Kugelgleichung in die Flächengleichung 


vQo?YV=1 (14) 
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für die Punkte des deformierten Körpers über. Im System der Hauptachsen muß 
der reziproke Tensor 2-1 in Übereinstimmung mit (262.10) die Form 


> = 38 o er(Q%)r 2; er 0 e,(Q)* (15) 


haben, damit er zusammen mit @& 


Q19= [zer® 2] [2% ° ar] 


(16) 
= 20 0 erek 9 KA)" Qx= Ze oA" Qr=1 
erfüllt. Für Q”2 entsteht dann 
ar=zanTg!= & e70 an] & CK°Ck er] 
T K am) 


= 2m o ereg 0 er(An AR)" = or. 


Gleichung (14) lautet demnach in Komponenten 


+ (18) 


/ 


Das ist die Gleichung eines Ellipsoids. Im Hauptachsensystem enthält der Ten- 
sor (5) nur noch Diagonalkomponenten, nämlich 2,, 2, und Q2,. Wie (18) erkennen 
läßt, sind dies die Längen der Hauptachsen des Ellipsoids. Die durch Q ver- 
mittelte Transformation überführt also, wie behauptet, die Kugelfläche x? = 1 in 
ein Ellipsoid. 


714 Komponenten des Verzerrungstensors 


In diesem Abschnitt sollen die Komponenten (713.2) des Verzerrungstensors E 
in Systemen, die keine Hauptachsensysteme sind, untersucht werden. Dabei 
wird die Deformation ausdrücklich wieder als klein vorausgesetzt. Jeder Punkt r 
wird wieder entsprechend (713.12) in 


Y=r9=9r mit Q=I+E () 


überführt. Das Längenquadrat des zu r gehörigen transformierten Vektors r’ ist 
dann näherungsweise 


= 1920: = 10 =r(l+ Er» PH 2rEr. (2) 


Hierbei sind quadratische Glieder von E vernachlässigt. Der relative Längen- 
zuwachs des betrachteten Vektors r ist dann 


Ko, 12 BETT TE En 
Art RR je 1» Yı+ 1 (3) 


r r v? 
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Wir betrachten nunmehr nacheinander die Vektoren r=xe,, ye, und ze,. In 
diesen drei Fällen geht (3) in die Gleichungen 


über. Die Diagonalkomponenten des Verzerrungstensors € beschreiben daher den 
relativen Längenzuwachs in den zugehörigen Richtungen. 


Um den relativen Volumenzuwachs eines Raumgebiets unter dem Einfluß einer 
kleinen Deformation zu untersuchen, betrachten wir einen Quader mit den Längen 
x, y und 2. Das transformierte Volumen dieses Quaders ist bis auf Größen höherer 
Ordnung 


O= ray: = (x +Ax) (y+ Ay) (+ A2)=ayz|1 ' =) + =) 


x Y 2 
sayz(1 ae 2 + = ayz(l+&u4 Ega+ Ey3). 
Es: gilt also 
AU 0-08 Ö' 
oO .-D. 16) 1= E14 &:+ &3 = dE;=SpE (6) 


für den relativen Volumenzuwachs. Das Ergebnis ist die Summe der Diagonal- 
glieder (4) des Tensors €. Diese Summe der Diagonalglieder wird nach (262.11) mit 
Sp& als Spur des TensorsE bezeichnet und ist unabhängig vom gewählten Koor- 
dinatensystem. Die Spurbildung eines Tensors kann als skalare Produktbildung 
zwischen seiner rechten und linken Hälfte aufgefaßt werden. Bei dieser Produkt- 
bildung entfällt nämlich in (713.2) das Zeichen o, und e, o e, wird durch e,e, = Ö;r 
ersetzt. Es bleiben in Übereinstimmung mit (6) nur die Glieder mit i = k übrig. 
Die Spur des vorliegenden, durch (713.1 und 2) definierten Tensors ist 


08, . 08 9%8,\ [98 
Sp ( Fyr AHR ” 


also gerade gleich der als Divergenz bezeichneten skalaren Verknüpfung des 
Differentialoperators 9/dr mit dem Verrückungsvektor 3(r). Zusammenfassend 
gilt 
AD 
Ö 


Ben 
37 divs (8) 


Spe& 


für den relativen Volumenzuwachs in der Umgebung eines Punktes r. 


Es bleibt noch die Bedeutung der Komponenten €;, außerhalb der Diagonalen, 
also für + k, zu klären. In diesem Falle sind wegen (713.5) die Komponen- 
ten Q;, und E;, gleich groß, und es gilt 


2r=sEr=seig el == für ik. (9) 


[720] 
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427 


Man beachte, daß die Vektoren e; und e; keine Einheitsvektoren mehr sind. 


Speziell füri=1lundk=2 


&2= 11% = 0089, = (1+ E11) C08Qı2- 


bedeutet dies mit |y|=r'=1+&, 
(10) 


Speziell bei der in Abb. 714 dargestellten Verzerrung in der 12-Ebene allein 


Abb. 714. 
Zur Deutung der Komponen- 
ten des Verzerrungstensors 


außerhalb der Diagonalen. Die 
Einheitsvektoren e, und & 
werden durch die allein in der 


geht dieser Ausdruck in 


T Aa 


&2=(l+E)eos(5—) am) 
über. 9,5 ist der Winkel zwischen der alten Rich- 
tung e, und der neuen Richtung e,, &,,/2 der 
Winkel zwischen e, und e, und a,,/2 der Winkel 
zwischen e, und e, Unter Vernachlässigung von 
Größen höherer Ordnung geht (11) in 
Er = 92 te 
12 A123 


=(1+&, )sin->ssin=— 


2= 2 2 


(12) 


über. Der Ausdruck mit vertauschten Indizes ist 


12-Ebene erfolgende Defor- 


mation in ei und e, überführt Az Azı 


; i 
Ey = Ay = eye P sin Gr. 


(13) 


Die Winkel «&, , und «,, stimmen überein, weil € ein symmetrischer Tensor ist. Der 
Zusammenhang zwischen diesen Winkeln und dem Verrückungsvektor $(r) ist 


sin 


& 208 1 /9s 
12 _ sin 21 _ ( v 


08%.) 
2 2% 2. ) 


IX aY er 


Übungsaufgaben 


. Die Verzerrung eines Quaders ist durch $S= ar+ z& gegeben (a, «| < 1, Koordinaten- 
ursprung in einer Ecke des Quaders). Verzerrungstensor €, relative Längenänderung 
der Kanten, Volumenänderung und Änderung der Winkel zwischen den Kanten sind 
zu berechnen. Welche Form hat der Quader nach der Verzerrung? 


71.2. Berechnung von 3 für 


E= 20120 +y)e,oe,+2ye,oe,+yle,08,+8,08,) — Tot; 0 &)]- 
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Zusammenfassung: Bei der Belastung von Festkörpern entstehen Dehnungen und Kom- 
pressionen, die bei kleinen Ausienkungen durch das Hookzsche Gesetz beschrieben werden. 
Beim Durchlaufen von Belastungskurven macht sich die innere Reibung als Hysterese be- 
merkbar. Der Spannungszustand eines Körpers an einer Stelle r wird durch Ersatzkräfte 
beschrieben, die an gedachten Schnittflächen verschiedenster Richtung, die durch r laufen, 
angebracht werden müssen. Für diese Ersatzkräfte gilt d@=dfP(r). Sie sind im Spannungs- 
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tensor P zusammengefaßt, dessen Komponente P,;, die Kraft in Richtung 2 auf eine Einheits- 
fläche in Richtung X darstellt. Es gibt drei Normalspannungen für i = k und drei voneinander 
unabhängige Tangentialspannungen für i+ k. Die übrigen drei Komponenten folgen aus der 


Symmetriebedingung P= P. Im Bereich des Hooxeschen Gesetzes ist der Zusammenhang 
zwischen den Tensoren P und E linear. Bei isotropen Substanzen erhält er die Form (723.7 
oder 11) und wird durch zwei Konstanten vollkommen bestimmt, durch den Elastizitäts- 
modul E und die Poıssoxsche Konstante ı. 


721 Verformung von Festkörpern 


Bislang wurde lediglich eine mathematische Analyse für die Beschreibung von 
Deformationen durchgeführt, ohne Berücksichtigung der eigentlichen Ursachen 
der Deformation. Dies soll im folgenden nachgeholt werden. Zunächst wird der 
geometrisch sehr einfache Fall von Abb. 721.1 untersucht, in dem ein oben befestig- 
ter Gummiquader am unteren Ende mit einem Gewicht belastet wird. Dessen Kraft- 
wirkung K hat eine Änderung der Länge / des Quaders zur Folge. Verdoppelt 
man den Querschnitt F, so ist die doppelte Kraft erforderlich, um die gleiche 
Längenänderung herbeizuführen. Es kommt also nur auf das Verhältnis X/F an. 


Wir denken uns jetzt den Quader von Abb. 721.1 durch verschiedene Gewichte 
belastet und die zugehörigen Längen sehr genau beobachtet. I sei die Länge im un- 
belasteten Zustand und A! der Längen- 
zuwachs. Mit zunehmender Kraft wird 
die Kurve von Abb. 721.2 durchlaufen. 


WILL! 


K 
F 


Kompression Dehnung 


\ 

Abb. 721.1. Verformung eines Quaders der Abb. 721.2. Größe der für die Längenände- 

Länge Z und Breite b durch eine in Längs- rung Al erforderlichen Kraft pro Querschnitt 
richtung wirkende Kraft K K/F, dargestellt in Abhängigkeit von Al 


Diese Kurve K(AT) zeigt im Bereich zwischen O0 und A, also bei kleinen Kräf- 
ten K und Auslenkungen AZ, ein geradliniges Verhalten. Dies ist der sogenannte 
Elastizitätsbereich, in dem der Zusammenhang zwischen K und Al durch das 
Hooresche Gesetz 


K Al 
FriT a 


dargestellt wird. Die hierbei auftretende Materialkonstante E wird als Elastizi- 
tätsmodul bezeichnet. Im nächsten Bereich, zwischen A und B, verhält sich das 
Material zwar noch elastisch in dem allgemeineren Sinne, daß es nach Ab- 
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schalten der Kraft X wieder in die Ruhelage Al = 0 zurückkehrt, es gilt aber 
nicht mehr das Hookesche Gesetz (1). Im Bereich zwischen B und C zeigt das 
Material ein Verhalten, das als ‚Fließen‘“ bezeichnet wird und gerade bei Form- 
änderungen von Metallen eine wichtige Rolle spielt. In diesem Bereich genügen 
verhältnismäßig kleine Zusatzkräfte, um große Längenänderungen Al hervor- 
zurufen. Nach Abschalten der Kraft kehrt das Material jedoch nicht mehr in 
die Ruhelage zurück. Schließlich setzt im letzten Bereich hinter C ein unregel- 
mäßiges Verhalten des Materials ein, bis bei D der Bruch eintritt. In der Elastizi- 
tätstheorie wird das Verhalten von Substanzen lediglich unter dem Einfluß 
geringer Kräfte untersucht, also im Bereich zwischen 0 
und A, in dem das Hookesche Gesetz (1) gilt. 


Fr 
Genauere Messungen zeigen, daß auch im elastischen 

Bereich der Kurve von Abb. 721.2 zwischen 0 und A das Zr 

Material nach der Belastung nicht mehr genau in seine 

Ruhelage Al= 0 zurückkehrt. Es ‚arbeitet‘, wie der 

Praktiker sagt. Die zugehörige Kurve ist in Abb. 721.3 Abb. 721.3. 

dargestellt. Sie wird rechts herum durchlaufen. Nach Ein-  Hysteresekurve eines 

und Ausschalten einer Kraft K>0 bleibt ein Längen- clastischen Materials 

zuwachs Al >0 zurück. In der Mitte ist die sogenannte 

jungfräuliche Kurve aufgezeichnet. Die zu einem Durchlauf der Kurve von 

Abb. 721.3 erforderliche Arbeit wird mit K/F =.P und der relativen Auslenkung 

Aljl = x berechnet: 


$dA=$Kdl=FI$Pdx= On. (2) 


Hier ist Ö= Fl das Volumen der belasteten Substanz und n der Inhalt der in 
Abb. 721.3 schraffierten Fläche. Nach (2) ist also die erforderliche Arbeit von 
Null verschieden und dem Volumen proportional. 7 besitzt daher gleichzeitig 
die Bedeutung des Energieverlustes pro Umlauf und Volumeneinheit. Die Situa- 
tion ist hier ähnlich wie beim Ferromagnetismus. Die Kurve der Abb. 721.3 wird 
als Hysteresekurve bezeichnet. Das durch diese Kurve beschriebene Verhalten 
des Materials macht sich also durch Energieverluste bei Deformation bemerkbar. 
Es spielt in der Elastostatik keine Rolle. In der Elastodynamik wirkt es als innere 
Reibung. 

Gleichzeitig mit Änderungen der Länge !und der äußeren Belastung X beobach- 
tet man Änderungen der Querausmaße. So verkleinert sich die Breite b in 
Abb. 721.1 bei Vergrößerung von l. Diese Erscheinung wird als Querkontraktion 
bezeichnet und befolgt die Gleichung 


Ab al a 
Tr HT 8) 


Die hierbei auftretende zweite Materialkonstante u wird als Poıssonsche Kon- 
stante bezeichnet. Sie ist, wie Gleichung (3) erkennen läßt, dimensionslos. Die 
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experimentellen Werte dieser Konstanten schwanken um u * 0,3. Die Quer- 
kontraktion Ab arbeitet gewissermaßen der Längendilatation Al entgegen und 
bewirkt, daß das Gesamtvolumen des Materials nicht so stark vergrößert wird, 
wie dies durch Al allein bewirkt würde. Aus diesem Grunde muß stets u > 0 
gelten. Andererseits muß man verlangen, daß die durch Längendilatation 41 
bewirkte Volumenvergrößerung nicht durch die mit Ab zusammenhängende 
Volumenverkleinerung überkompensiert wird, daß also im Falle A1>0 auch 
AÖ>0 bleibt. Das Anfangsvolumen b?/ eines Quaders geht unter Belastung in 


o'-B1l1+% z)(1+F)- olı+Fa-2u) (4) 


über. Im zweiten Gleichheitszeichen wurde für kleine Ab sowie Al entwickelt 
und (3) berücksichtigt. Es besteht also die Beziehung 


S-Ta-2) (&) 


zwischen JO und Al. Nach dem Vorhergehenden muß also nicht nur u > 0, 
sondern auch 1 — 24 >0 sein. Damit wird der mögliche Wert der Poıssonschen 
Konstanten u auf den Bereich zwischen 0 und 0,5 begrenzt. Der Zusammenhang 
zwischen äußerer Kraft und zugehöriger Volumenänderung folgt aus (1) und (5) zu 
K E AD 
FO1-2u Ö (6) 


722 Flächenkräfte 


Beim Anlegen der äußeren Kraft K in Abb. 721.1 entsteht im gesamten elasti- 
schen Körper ein Spannungszustand, der jetzt genauer untersucht werden soll. 
Zunächst betrachten wir in Abb. 722.1 eine Gummifläche, die durch Anhängen 
eines Gewichts belastet wird. Ein im unbelasteten Zustand auf diese Fläche auf- 
getragener Kreis geht im belasteten Zustand in eine Ellipse über, da alle Punkte 
der Fläche eine Dehnung in vertikaler Richtung erfahren. 
Diese Dehnung entspricht dem Übergang von (713.11) nach 
(713.14 bzw. 18). Schneiden wir die Ellipse aus dem be- 
lasteten Gummistreifen heraus, so zieht sie sich wieder zum 
Kreis zusammen. Schneiden wir die Ellipse nur an einer 
einzigen Stelle auf, so werden die beiden Ränder der 
Schnittlinie infolge der vorhandenen Spannung voneinan- 
der fortgezogen. 


Abb. 722.1. 
Deformation eines Zu einer zweckmäßigen Beschreibung dieses Spannungs- 


Kreises zu einer zustandes an irgendeiner Stelle r des Materials kommen 
Ellipse auf einer * 


Gummifläche durch Wir am einfachsten, wenn wir an dieser Stelle das Material 
die am unterenRand aufschneiden und an den Schnittlinien (bzw. beim räum- 
angreifende Kraft K lichen Problem: Schnittflächen) Ersatzkräfte anbringen, die 
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so beschaffen sein sollen, daß sie das Material genauso zusammenhalten, als ob 
es nicht durchschnitten wäre. Diese äußeren Ersatzkräfte K, sind natürlich im 
vorausgesetzten Gleichgewicht den inneren, rücktreibenden Kräften K, ent- 
gegengesetzt gleich. Sie halten die inneren Kräfte im Gleichgewicht und ersetzen 
jeder inneren Kraft X; die jeweils gegenüberliegende innere Kraft des undurch- 
schnittenen Materials. Die Ersatzkräfte K, sind also gerade diejenigen Kräfte, 
mit denen sich die Bestandteile des Gummistreifens im undurchschnittenen 
Material über die Schnittlinien hinweg gegenseitig im Gleich- 
gewicht halten. 


In Abb. 722.2 ist an irgendeiner Stelle r des Materials 
ein Schnitt gemacht. Dabei entstehen zwei einander gegen- a 
überliegende Schnittflächen. Sie werden durch die Vektoren dl _Schnitt 
dfund df’= — df beschrieben, deren Richtungen definitions- 
gemäß aus dem Material heraus, in diesem Falle also in den 
Schnitt hineinweisen. Die zugehörigen Ersatzkräfte, die 
angebracht werden müssen, um das Material am Schnitt 
zusammenzuhalten, sind (nach Fortlassung des Index a) 
ds und df’. Sie müssen entgegengesetzt gleich sein, damit 
wie beim undurchschnittenen Material statisches Gleich- 4 
gewicht herrscht. Die Kraft Ad hängt natürlich vom je- Abb. 722.2. Ersatz- 
weiligen Ort r, aber auch von der betrachteten Schnitt- kräfte d und d$’ 
fläche df (und ihrer Normalenrichtung!) ab. Verdoppelt man ,*" den Schnitt- 
die Schnittfläche df, so ist genau die doppelte Ersatzkraft AS ns a ee 

2 zum Zusammenhalt 
erforderlich (solange dj hinreichend klein ist). In diesem des Körpers am 
Falle nämlich könnte man anstelle der Schnittfläche 2df Schnitt 
zwei einzelne Schnitte betrachten, die die gleichen Ersatz- 
kräfte erfordern. Aus diesem Grunde. muß der Zusammenhang zwischen d$ 
und df linear sein. Hierbei ist nicht erforderlich, daß die Vektoren dS? und df 
die gleiche Richtung besitzen. Lediglich muß zwischen ihren Komponenten 
eine lineare Beziehung 


dK, = di Pr (1) 


bestehen. Die in (1) auftretenden und natürlich noch von r abhängigen Koeffi- 
zienten werden zu einem Tensor 


P= Neo &Pir: (2) 
Fa 


dem sogenannten Spannungstensor, zusammengefaßt. Die Gleichung (1) der 
Komponenten läßt sich nach Multiplikation mit e, und Summation über k als 
Vektorgleichung in der Form 


AK =df, di]=dfPl) (3) 
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darstellen. Für die in Abb. 722.2 gegenüberliegende Schnittfläche d’ gilt natürlich 
die entsprechende Beziehung, also d$t’=df’P. Diese Beziehung ist bereits in (3) 
mit d’ = —df und d’= —d&® enthalten. 


Um die Bedeutung der Komponenten P;, zu untersuchen, betrachten wir in 
Abb. 722.3 einen kleinen Würfel unter äußerer Belastung. Die Gleichungen (1) bis 
(3) werden hier nicht auf innere Schnittflächen, sondern auf die Außenflächen des 
Würfels angewandt. Ist eine der Spannungskomponenten, nämlich P;,, in (1) 
von Null verschieden, so entspricht dies einer Kraftwirkung in k-Richtung auf 
ein Stück df der Außenfläche des Würfels in i-Richtung (die gegenüberliegende 
Fläche denkt man sich irgendwie befestigt). P;, = dKy,/df; bedeutet dann die 
Kraft pro Flächeneinheit. Ist zum Beispiel P,, allein von Null verschieden, 
n so entspricht dies einer Belastung des Würfels 
£ Mm 5 5 . = entsprechend Abb. 722.3, bei der die rechte 

B eh k ‚ 
1 


Außenfläche in Richtung 1 belastet wird. P,ı 

ist daher die Normalspannung in Richtung 1. 

Abb. 722.3. Entsprechend bedeuten P,, und P,; die Nor- 

Zur Bedeutung der Komponen- Malspannungen in den Richtungen 2 und 3. 

ten P;, des Spannungstensors Ist dagegen P,, von Null verschieden, so ent- 

spricht dies einer Belastung der Fläche 1 mit 

einer Kraft in Richtung 2. P,, wird als Tangentialspannung bezeichnet und 

bewirkt eine Verzerrung des Würfels, wie in Abb. 722.3 dargestellt. 

Die gleiche Verzerrung wird durch die Spannung P,, hervorgerufen, welche 

eine Kraft in Richtung 1 auf eine Fläche der Normalenrichtung 2 darstellt. 
In einem elastischen Körper ist daher stets P,, = Pja, oder allgemeiner 


| Pır= Pr P-P. (4) 


Der Spannungstensor P ist also symmetrisch. Diese Symmetrie des Spannungs- 
tensors wird noch genauer im nachfolgenden Abschnitt begründet. In allgemein- 
ster Weise aber wird sie durch die in [732] behandelten Gleichgewichtsbedingun- 
gen bewiesen. 


723 Spannung und Formänderung 


An irgendeiner Stelle er und ihrer Umgebung soll der Spannungstensor P 
eines beliebig verzerrten elastischen Körpers berechnet werden. Allgemein wird 
die Verzerrung durch das Vektorfeld $(r) beschrieben. Sie setzt sich aus einer 
Translation des Punktes t, einer Rotation seiner Umgebung und einer Deforma- 
tion, beschrieben durch den Verzerrungstensor €, zusammen. Da zur Aufrecht- 
erhaltung der Translation wie auch der Rotation keine Kräfte erforderlich sind, 
kann der Spannungstensor P nur vom Verzerrungstensor € allein, nicht aber von 
den übrigen Anteilen des Verrückungsvektors $(r) abhängen. Dieser Zusammen- 
hang P[E] soll unter speziellen Voraussetzungen untersucht werden. 
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Wieder wird die Anordnung von Abb. 721.1 betrachtet, für die bei kleinen 
Auslenkungen das Hookzsche Gesetz (721.1) gilt. Wir bezeichnen die vertikale 
Richtung mit 1, dann existiert in diesem Falle nur eine einzige Normalspannung, 
nämlich P,, = K/F. P,, und P,, verschwinden, Tangentialspannungen treten 
ebenfalls nicht auf. Die relative Längenänderung A//l wird nach (714.4) mit &,, 
bezeichnet. Dann erhält das Hookesche Gesetz (721.1) die Form 


Al ll K&K 1 
Ei 7 ” EEE 5 Pu: (1) 


Die Aussagen (721.3) über die Querkontraktion erhalten mit Ab/b= &,, bzw. Es 


die Form u m 
Ep = - pPu &;3=- Pu: (2) 


Weiter wird vorausgesetzt, daß das verwendete Material isotrop ist, also keine 
Richtungen besonders ausgezeichnet sind. Das bedeutet, daß bei alleinigem 
Vorhandensein einer Normalspannung P,,. also in anderer Richtung, entspre- 
chende Gleichungen gelten. Dies sind die Gleichungen 


1 N $ 
u Pos Eı=&a= Pa: (3) 


&,= E 


Schließlich würden bei alleinigem Vorhandensein einer Normalspannung P,, die 
sleichungen N 

ya = E P3; P;3 (4) 
gelten. 

Nun denken wir uns die Normalspannungen P,, und P,, gleichzeitig vorhanden. 
Die Verzerrung &,1= f(Pıı:. Pas) ist irgendeine Funktion von ihnen. Da nur 
kleine Auslenkungen beschrieben werden sollen, genügt im Sinne von Abb. 721.1 
ein in P,, und P,, linearer Ausdruck f(P;,. Pag) = a Pıı + BPz, ohne gemischtes 
Glied, das mit P,, Ps, bereits von zweiter Ordnung wäre. Diese Beziehung aber 
muß für P,, bzw. P,},=0 in (1) bzw. (3) übergehen, daherx=1/E, ß= — uJE: 
Enntsprechendes gilt bei gleichzeitigem Vorhandensein aller drei Normalspannun- 
gen. In anderen Worten: Der lineare Zusammenhang von € und P hat zur Folge, 
daß sich die Einflüsse der Gleichungen (1) bis (4) additiv überlagern. Für €, 
bedeutet das 


1 1+ 
Eı= zZ Pu - Alan + Po) = HE [Pu Pt Part Pas); (5) 
und für &,, und &,, ganz entsprechend 
1+ ; ‚ 9: 
Eu IP: zZ Pu eh (6) 


Gleichung (6) stellt die Deformation € in Abhängigkeit von den Spannungen P 
in einer Form dar, die nicht mehr auf die spezielle Anordnung von Abb. 721.1 
beschränkt ist. Auch bei einem beliebig belasteten Material lassen sich an jeder 
Stelle die Tensoren P und E durch je ein Ellipsoid (oder eine andere Fläche 2. Ord- 


28 Macke, TeHchen. 3. Aufl. 
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nung) darstellen, deren Hauptachsen beim isotropen Körper aus Symmetriegründen 
zusammenfallen müssen. Wählt man als Koordinatensystem das System der 
Hauptachsen, so besitzen die Tensoren P und E in diesem System keine Kom- 
ponenten außerhalb der Diagonalen. Die Gleichungen (6) können in diesem System. 
durch die Tensorgleichung 


e- [P va] (7) 


mit I als Einheitstensor dargestellt werden. Da diese Schreibweise koordinaten- 
unabhängig ist, gilt sie auch für andere als Hauptachsensysteme. Gehen wir 
von (7) wieder zur Komponentendarstellung über, so entstehen die Gleichungen 


E4 B 
Er= En [Pin Ö;% e; 2 B| (8) 


für den Zusammenhang der Tensorkomponenten €&;, und P;r- 


Um die Gleichungen (7) oder (8) nach P aufzulösen, wird auf beiden Seiten 
die Spur gebildet. Hierbei ist zu beachten, daß 


i 
ist. Die Spurbildung von (7) führt dann auf 
l+u „Spl 1- 2u 
Spe--4 SpP m SpP| PSpP. (10) 
Ersetzen wir Sp P in (7) durch (10) und lösen nach P auf, so entsteht 
E u 
P-— [e+ 7,188] 1) 


für die gesuchte Abhängigkeit der Spannung P von der Formänderung E. 


Übungsaufgaben 


72.1. Zu den Spannungstensoren a) P=axroaxr und b)P=axroax(axrır)+ 
+ax(axt)oaxrsind die Kräfted$ für einige Richtungen der Schnittfläche dfnach 
(722.3) sowie die Tensorflächen zu bestimmen. 


72.2. Ein Quader wird in Längsrichtung einer periodischen Spannung P = P,, sin wit unter- 
worfen. Die Energieverlustdichte 7 pro Umlauf ist nach (721.2) zu berechnen (Hysterese- 
kurve als Ellipse annehmen). Gegeben: Maximalspannung P, = 10 pem”?, Elastizitäts- 
modul EZ und die Größe ß = x,/x,, (x,: Restdehnung für die Spannung P=(, x: 
maximale Dehnung) für folgende Stoffe bei einigen Frequenzen v = w/2r: 


105 B 


Ejpem“? v= 20 kHz | v = 300 kHz 
Stahl 2.10° 12,4 10,3 8,8 6,4 
Blei 2.103 2230 1910 1590 


Aluminium 3 0,74 « 10° - _ 6,8 6,8 
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Zusammenfassung: Der Spannungs-Dehnungs-Zusammenhang zwischen den Tensoren 
P und E ist im Gültigkeitsbereich des Hookzschen Gesetzes linear und wird durch maximal 
21 Koeffizienten bestimmt. Bei isotropen Körpern fallen die Hauptachsen der beiden Tensor- 
ellipsoide zusammen, und es genügen zwei Konstanten, die Lamfschen Parameter x und #, 
zur Beschreibung dieses Zusammenhangs. Die sinngemäße Übertragung der statischen 
Gleichgewichtsbedingungen des starren Körpers auf die Elastostatik führt auf die partielle 
Differentialgleichung £ + divP = O und auf P = P. Die Dichte der potentiellen Energie n eines 
Körpers im Verzerrungszustand läßt sich als quadratische Funktion der Verzerrungen &;; 
oder der Spannungen P,, darstellen. Die €,, erhält man durch partielle Ableitung von n nach 
P,, (und umgekehrt). Aus diesem Grunde wird 7 als elastisches Potential bezeichnet. Gleich- 
gewichtsbedingung, Spannungs-Dehnungs-Zusammenhang und Definition des Verzerrungs- 
tensors E stellen ein System von Bestimmungsgleichungen für die Verrückung $(r) dar, dessen 
Lösbarkeit in hohem Maße davon abhängt, ob die Gleichungen gekoppelt sind oder sich ein- 
zeln lösen lassen. 


731 Der allgemeine Spannungs-Dehnungs-Zusammenhang 


In diesem Abschnitt soll der Zusammenhang zwischen dem Spannungstensor P 
und dem Verzerrungstensor € nochmals in allgemeinerer Form besprochen 
werden. Die bloße Tatsache, daß beide sich gegenseitig eindeutig bestimmen, hat 
zur Folge, daß zwischen den Komponenten €;, der Deformation und den Kom- 
ponenten P;ı der Spannung ein funktionaler Zusammenhang 


ap, 
Pia= Pu (Em) = PO) 4 2 (Fe) mt ) 


bestehen muß. Wir denken uns die Funktionen P,, nach den €, entwickelt. In 
einem Zustand ohne Deformationen, das heißt mit &,„ = 0, gibt es auch keine 
Spannungen, es sind also auch die P;,= 0. Daher müssen die Glieder nullter 
Ordnung in (1) verschwinden. Beschränken wir uns auf den Gültigkeitsbereich 
des Hookzschen Gesetzes, so können die Glieder höherer Ordnung in €,„ Vver- 
nachlässigt werden. Daraus folgt, daß der Zusammenhang zwischen den Tensor- 
komponenten homogen und linear ist in der Form 

Pı= = P3 kim Em: (2) 

im m 

Da die Indizes i, k, ! und m der Koeffizienten &;, m die Zahlen 1, 2, 3 durch- 
laufen, könnte man zunächst annehmen, daß 3% = 81 Koeffizienten erforderlich 
sind, um diesen Zusammenhang im allgemeinsten Fall zu beschreiben. Nun sind 
aber sowohl P als auch € symmetrische Tensoren, von denen jeder insgesamt nur 
sechs voneinander unabhängige Komponenten enthält. Mit der Umnumerierung 


3) 


28* 
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erhält Gleichung (2) die Form 
P,=3 %0&o- (4) 
qG 
Es sind also höchstens 6° = 36 Komponenten zur Beschreibung der Spannungs- 
Dehnungs-Beziehung erforderlich. In [733] wird nachgewiesen, daß zwischen den 
Koeffizienten «,, der Symmetriezusammenhang 


= Üag (5) 


besteht. Sie sind also nicht unabhängig voneinander. In dem Matrixschema der 
insgesamt 36 Koeffizienten sind alle unterhalb der Diagonalen entsprechend (5) 
durch die gegenüberliegenden Koeffizienten oberhalb der Diagonalen mitbestimmt. 
Unabhängig bleiben nur noch die sechs Koeffizienten der Diagonalen und die 
5+4+3-+2-+1= 15 oberhalb der Diagonalen, also insgesamt 21. 


Die 21 Koeffizienten in der Spannungs-Dehnungs-Beziehung sind nur dann 
alle voneinander verschieden, wenn die belastete Substanz keine besonderen 
Symmetrieeigenschaften aufweist, sondern nach Art eines Kristalls in verschie- 
denen Richtungen verschiedene physikalische Eigenschaften besitzt. Gibt es 
dagegen wie in amorphen Substanzen keinerlei ausgezeichnete Richtung, ist die 
Substanz also isotrop, so reduziert sich die Zahl der erforderlichen Konstanten, 
wie jetzt gezeigt werden soll, auf 2. Zeichnet nämlich die Substanz keine Raum- 
richtung besonders aus, so können sich die Ellipsoide der Tensoren P und € 
nur aneinander orientieren. Sie besitzen also ein gemeinsames Hauptachsensystem. 
In diesem läßt sich P,, durch 


Pıı= at b&g,+ckz, (6) 


beschreiben. Zwei weitere Gleichungen entstehen durch zyklische Vertauschungen 
der Zahlen 1. 2und3. Da aber der Einfluß der Deformationen €,, und E,,; auf die 
Normalspannung P,, gleichwertig ist, muß außerdem c = b sein. Es existieren 
daher nur noch die zwei unabhängigen Koeffizienten «a und b. In etwas anderer 
Schreibweise lauten die aus (6) hervorgehenden Gleichungen 


Pi=(a-b)E;+blEnt Eat i)=2re; ti N Err- (7) 
= 


Die hier eingeführten Konstanten < und / werden als Lam£sche Parameter 
bezeichnet. Die Tensorform der Gleichungen (7) ist 


P-- 2xE +A1Spe | (8) 


mit der Komponentendarstellung 
Pır = 2r&r + Ada Eu (9 
l 


für beliebige Koordinatensysteme. Der Vergleich mit (723.11) zeigt, daß x und A 


u tE___ 
d+a)(1-2u) 


über E 


Yu 
24-77, (10) 
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mit den Elastizitätskonstanten Z und u zusammenhängen. Die Auflösung dieser 
Gleichungen ergibt: 


A 
ini “+4 PETE an) 


Die Auflösung von (8) nach € wird in der Form 


| E=22P + A1spP]| (12) 


dargestellt. Die Spurbildung von (12) und (8) 


Sp€E = (22+3A)SpP = SpP (13) 


ı 
2% +37 
ermöglicht zusammen mit den beiden Gleichungen (12) und (8) selbst einen Ver- 
gleich der Koeffizienten, wobei 

1 


= —__ 22 +31 = 


1 
2% 3% 737 (14) 


entsteht. Die Koeffizienten 2 und A berechnen sich demzufolge aus den Koeffi- 
zienten x und A zu 
= SEEN. BORN 5 
“ Zi EPIEDT EI Tea 08) 


A ist negativ, weil alle übrigen Koeffizienten positiv sind. 


732 Statische Gleichgewichtsbedingungen 


Ein starrer Körper befindet sich im Gleiehgewieht, wenn die Gleichungen 
Rn = 0 ZmxK,=0 (A) 


für alle an ihm angreifenden Kräfte erfüllt werden. Der elastische Körper be- 
sitzt nicht nur sechs, sondern unendlich viele Freiheitsgrade. Entsprechend 
müssen auch seine Gleichgewichtsbedingungen aussagenreicher sein. Denken wir 
uns aus einem elastischen Körper ein beliebiges Volumen herausgeschnitten 
und am Rand mit solchen Ersatzkräften versehen, daß es seine (verzerrte) Form 
beibehält, so ist für das Gleichgewicht eines solchen Volumengebiets wiederum 
die Erfüllung der Gleichungen (1) zu fordern. 

Unter den am Volumen angreifenden (ohnehin vorhandenen bzw. ersatzweise 
angebrachten) Kräften unterscheiden wir volumen- und flächenproportionale 
Kräfte. Die ersteren werden bei r durch d,= drf(t) mit f(r) als der Kraft- 
dichte beschrieben und die letzteren nach (722.3) durch dr = dfP(t) mit P(r) 
als dem Spannungstensor. Die Gleichgewichtsbedingungen (1) lauten dann 


Jart+fafp=0 @) 
Sarıxt- fafPxı=0. 
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(v ist im letzten Term nur der Schreibweise wegen nach rechts gesetzt.) Daß 
die in dem Volumen vorhandene Substanz nicht starr, sondern elastisch ist, 
spielt für das Gleichgewicht keine Rolle, da sie ja ohnehin unbewegt bleibt. Hat 
sich also einmal ein elastischer Gleichgewichtszustand eingestellt, so können die 
Bedingungen für diesen Zustand genauso gewählt werden, als wäre der Körper 
starr. Die Besonderheit beim elastischen Körper gegenüber dem starren Körper 
besteht also nur darin, daß die Gleichgewichtsbedingungen (1) bzw. (2) nicht 
nur für den Körper als Ganzes, sondern auch für jedes beliebige Teilvolumen 
extra gefordert werden müssen. 


Wir betrachten zunächst die erste der Bedingungen (1) bzw. (2) für ein infini- 
tesimales Volumen dr des elastischen Körpers in der (bereits verzerrten) Um- 
gebung irgendeines (bereits verschobenen) Punktes r. Die auf dieses Volumen 
wirkenden volumen- und flächenproportionalen Kräfte unterliegen der Gleich- 
gewichtsbedingung 


dr 


Is„=drkt +am- 0 mit dfir=dfP. (3) 
n 
Integriert wird hier über die Oberfläche des kleinen Volumens dr. Wir multi- 
plizieren den letzten Term von (3) mit einem Einheitsvektor e beliebiger Richtung 
und wenden den in (453.8) bzw. (459.7) a. Gaussschen Integralsatz an: 


MD asre-Marre=f} dR-dr. 


Hier ist zur Abkürzung der Vektor Pe = ®% eingeführt. Das Oberflächenintegral 
wird in ein Volumenintegral überführt, das sich aber nur über das infinitesimale 
Volumen dr selbst erstreckt (also gar nicht integriert zu werden braucht). Da 
Anfang und Ende von (4) für beliebige Richtungen e gleich sind, müssen die 
neben e stehenden Vektoren gleich sein. Damit geht die Gleiehgewiehtsbedingung 
der Kräfte (3) in 


RB - dr- Pe. (+ 


ß) ® 


über. An die Stelle der ersten Gleichgewichtsbedingung von (1) tritt also beim 
elastischen Körper die Gleichgewichtsforderung (5) für alle Orte r. 

Ganz entsprechend läßt sich die Gleichgewiehtsbedingung der Drehimomente 
für ein infinitesimales Volumenelement auswerten. Zunächst entsteht 


dr dr 


rhehLu - dr xt= drrx Ei - di Px#: (6) 


Nach Anwendung des Gaussschen Satzes wie oben in (4) und Fortlassen des 
gemeinsamen Faktors dr entsteht die zweite Gleichgewichtsforderung 


. F g PERS 
ziel (7) 


für den elastischen Körper. die ebenfalls an allen Orten r erfüllt werden muß. 
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Der Differentialoperator 9/dr in (7) ist dabei wie immer auf alle rechts neben 
ihm stehenden Faktoren anzuwenden. Seine Auswertung läßt sich in der Form 
Y 

SPxr=H-Pxr+Pxt (8) 
darstellen. Die Vektorverknüpfungen mit 9/dr befolgen die üblichen Regeln der 
Differentiation und auch der Vektorrechnung. Als Differentialoperator jedoch soll 
9/9r auf der rechten Seite von (8) nur auf jeweils den Faktor wirken, der mit 
einem senkrecht nach unten weisenden Pfeil versehen ist. (8) enthält nichts 
anderes als die Produktregel der Differentiation. Die besondere Schreibweise 
macht sich nur dadurch erforderlich, daß der Operator wegen seiner Vektor- 
eigenschaft nicht an eine beliebige Stelle gesetzt werden darf. Die linke Seite 
von (8) ist wegen (7) x f. Im ersten Term der rechten Seite wird (5) eingesetzt, 
so daß wieder -fxr=rxf entsteht. Nunmehr folgt 


() % 
9r P: xTI= 0 (9) 
als einfachere Darstellung der zweiten Gleichgewichtsbedingung (7). 


Die in (9) enthaltene Aussage über den Spannungstensor P läßt sich in der 
Komponentenschreibweise einfacher übersehen. Nach den üblichen Regeln 
lautet sie 


[6] 
9a, Cr Erım Prtim=0. (10) 


i,k,l,m 
Da 9/8; nur auf x,, wirkt und trivialerweise 


9x, 


A, an) 
L 
gilt, tritt mit EkIm 7 — kml 
1 
BH CR Ekim Pı Om = 2 2 ek Erim(Pmi ei Pın) = (12) 
i,k,l,m k,l,m 


an die Stelle der zweiten Gleichgewichtsforderung. Diese Gleichung ist nur mit 
Paı= Pım P=P| (13) 


zu befriedigen. Die Gleichgewichtsbedingung der Drehmomente (6) geht also in 
die Forderung über, daß der Spannungstensor P symmetrisch ist. 


Die Gültigkeit der Symmetrieeigenschaft (13) ist nicht auf das statische Gleich- 
gewicht beschränkt. Wie in [751] gezeigt wird, unterscheiden sich die Gleichungen 
der Elastodynamik von denen der Statik nur durch das Hinzutreten der Träg- 
heitskraft — u$: 


f— us+ P=f'+—P=0. (14) 
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Es gelten dort also die Bedingungsgleichungen (2) mit f’ statt f. Damit geht 
Gleichung (5) in die Bewegungsgleichung (751.2 und 3) über, aber die von f 
bzw. f' unabhängigen Gleichungen (8) bis (12) und insbesondere (13) bleiben nach 
wie vor gültig. Daher ist die Symmetrieeigenschaft P—= P des Spannungstensors 
vom Bewegungszustand völlig unabhängig. 


733  Energieinhalt eines elastischen Mediums 


Ein elastischer Körper sei etwas verzerrt. Die Verzerrung wird durch eine 
Funktion 3(r) dargestellt. Bei irgendeinem Eingriff ändere sich die Verzerrung 


um ö3(r) gemäß 
Ss()> 3 (r)=$(r) + ö8 (tr). (1) 


Die zu dieser Veränderung erforderliche Arbeit 8A soll für irgendein Volumen- 
element dr berechnet werden. Sie wird durch 6A=öndr beschrieben mit 67 
als der zugehörigen Änderung der potentiellen Energiedichte. 


Am Volumen dr wird bei Verzerrungsänderungen die Arbeit 


dr 
5A=JR,53 (2) 


geleistet. Die Summation erstreckt sich über alle am Volumenelement angreifen- 
den Kräfte. Analog zu (732.2) läßt sie sich durch 


dr 


84 = drtös+ faire St) =dr(fös+ EPs) (3) 


beschreiben. Die Differentialoperation bezieht sich sowohl auf P als auch auf 3. 
Nach der Produktregel erhalten wir für die Änderung der potentiellen Energie- 
dichte 


au ß) y 
ön= (f + SE P) 08 + BE Pös. (4) 


Die Änderung ö3 soll quasistatisch durchgeführt werden, das heißt so langsam, 
daß in jedem Augenblick der Durchführung statisches Gleichgewicht herrscht. 
Dann verschwindet die Klammer von (4) wegen der Gleichgewichtsbedingung 
(732.5). Das übrigbleibende Glied in (4) wird mit 83 aus (1) in Komponenten 
zerlegt 


— 


ER En a ist ä 
ön= =, Ps rin 37, (87 - = ZPalge, Seh (5 


Wegen der Symmetrie P;, = P,; gilt 
K2 08; 1 I 


a ui P] >} en > : a 3 2 
Pair er og, u ara, BESR ur] Pal dr, "r - =) = ra Bir. (6) 
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Im dritten Ausdruck ist die Bezeichnung der Indizes vertauscht. Der vierte 
enthält den ersten und dritten. Er ermöglicht die Einführung der E,,. Mit einem 
entsprechenden Ausdruck für s; und &;; wird (5) 


8n = Pal E;) = Pi 5&;: = PirdEn = Sp(PöE£). (7) 


öE;, enthält die Änderung der Komponenten des Verzerrungstensors bei der 
Verzerrungsänderung (1). 


Existiert überhaupt eine Energiedichte als eindeutige, nur von den €;, ab- 
hängige Zustandsgröße (Hysterese vernachlässigt!), so muß nach (7) 


9n 


n=nlEir) BE Pr (8) 


gelten. (Die partiellen Ableitungen werden hier so definiert, als ob alle neun €; 
voneinander unabhängige Variable von n seien.) Die Kenntnis der Energiedichte 
n(E;,) ermöglicht also die Bestimmung der Spannungskomponenten unmittel- 
bar. Aus diesem Grunde wird 7) auch als elastisches Potential bezeichnet. Beim 
Einsetzen der Spannungs-Dehnungs-Beziehung (731.2) und Differenzieren nach 
Em folgt 


97 9° 
ar en Kr Im = ————. 
FR k, m € m dE,. Xik,im dEm dE,, (9) 


Da die Reihenfolge zweier Ableitungen aber beliebig ist, bilden die Koeffizienten 


entsprechend 
| Kk,ım = Kım,ik | (10) 


ein symmetrisches Schema, wie bereits in (731.5) behauptet wurde. 


Die Energiedichte n) selbst muß wegen (9) eine homogene, quadratische Funk- 
tion der E;, sein. Die Bedingungen (9) werden durch 


1 
[mein P2 5 Eir Kir, im Eim (11) 


i,k,l,m 


erfüllt. 


Mit der Umnumerierung (731.3) kann n auch durch die wirklich voneinander 
unabhängigen Größen €, bzw. P, dargestellt werden. Es empfiehlt sich allerdings, 
die Komponenten €, zwar durch 


Eı= En €; = &; 
1 l 1 (12) 
En =z& i Es =56& Ey =-z 
einzuführen, diejenigen von P, jedoch durch 
Pin =P PP Pi, =P 
11 1 22 2 33 3 (13) 


Pıa=Pı Pıa=P; P,=P;: 
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Mit dieser Zuordnung nämlich geht (7) in 
6 
on = NS Parder = SV Pıd6;; + IP Ö&;k = ZP,5E, (14) 
i,k 2 i<k o=1 


über. Für n(€,) verwenden wir die Funktion, die nach Einführung der €, ent- 
sprechend (12) aus n(E,,) hervorgeht. Dann wird zum Beispiel 


%n __9n > 
d& 981 =Pu=Pı, 


(15) 
9n CE7] R7] 
ra re ee 
und die Gleichungen (8) bis (11) gehen mit (731.4) formal in 
on 9° 1 
— )' = u ES 1Prteeii BAER: — =; 
PB; 2 %gu Es BE, Ka Dogg BE, 3E, n 2 5 E,%0& (16) 
über. Wegen (13) allerdings hängen die x-Koeffizienten über 
[rm weder o noch 0 >3 
%0=12%;r,ım nurgodero>3 (17) 
r ik,Im eundo>3 


miteinander zusammen, wie beim ausführlichen Niederschreiben der Gleichungen 
(731.2 und 4) leicht erkennbar ist. 


Mit der nach € aufgelösten Spannungs-Dehnungs-Beziehung 
&,=N&,.P, (18) 
kann die Energiediehte 


o 00 o 


N-NzE &KE, > ; € PR= SS P,&oP, (19) 
; o 0,0 


durch die Spannungen P, allein dargestellt werden. In dieser Form sind die Ab- 
leitungen von n nach den P, 

9 
n=n(P,) 5 P, 


= 8, P,= &, (20) 


gleich den Komponenten €, des Verzerrungstensors. Aus den zweiten Ableitungen 
folgt n 
ee, (21) 


734  Grundgleichungen der Elastostatik 


Um die Spannungs- und Verzerrungssituation eines elastischen Körpers zu 
beurteilen. stehen nunmehr folgende Grundgleichungen zur Verfügung: Die 
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Bedingung, daß sich der gesamte Körper im statischen Gleichgewicht befindet, 
führt auf die Forderungen 


Er) + Pfr’) = 0 B=P 1) 


für alle verzerrten Orte r’ des Körpers (die jetzt wieder wie früher in (711.1) mit 
tv’ statt x bezeichnet werden). Diese Gleichungen gelten exakt. Der Spannungs- 
tensor P und der Verzerrungstensor € sind durch die Materialgleichungen 


P=P[E]»2xE + AISpE 
E-E[P]»22P + ÄISpP 


(2) 


verbunden (= gilt für isotrope Substanzen). x,.A bzw. 2, Ä sind die aus dem Ex- 
periment zu bestimmenden Materialkonstanten der jeweiligen isotropen Substanz. 
Der Verzerrungstensor € wiederum hängt nach (713.1) durch 


119 er ) 3 
et [2 os4s02| . 

mit dem Verrückungsvektor 3(r) zusammen, der die genaue Lage aller Orte 
|r=:+ 3) (4) 


des Körpers beschreibt. Die Gleichungen (1) bis (4) stellen ein kompliziertes 
System von Bedingungsgleichungen für &(r) dar. 

Wird bei der Lösung elastostatischer Probleme nicht $ (t), sondern E(r) aus (1) 
und (2) berechnet und Gleichung (3) dabei nicht benutzt, so ist zu beachten, daß Et) 
selbst (mit seinen sechs Komponenten als symmetrischer Tensor) noch gewissen 
Nebenbedingungen genügt. Sie heißen Kompatibilitätsbedingungen. Bilden wir auf 
beiden Seiten des Tensors (3) die Rotation, so entsteht sofort 


Dies ist eine Tensorgleichung. Auf der linken Seite steht ein aus E hervor- 
gegangener symmetrischer Tensor. Gleichung (5) enthält daher sechs Be- 
dingungsgleichungen für die sechs Komponenten von €. 


Der übliche Übergang zur Komponentendarstellung von (5) liefert zunächst 


9? 


5 er u. Ze , 
en a 0 (6) 
und weiter explizit 
9° a 92 " 32 } 92 
Er na pe N 
I7,0R, ER CEyK Ey et rg, JE 9,0%, Er ) (7) 
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mit #7 und k#+l1 (m,i,j sowie n,k,l zyklisch). Von den vier Indizes müssen 
mindestens zwei gleich sein, z.B. j=1. Damit entstehen für «+ k-1 drei Be- 
dingungsgleichungen 
9° b) () {) f) 
Eu guet guet) (8) 


02,00, am 8%, 


Für i = k == eergeben sich drei weitere in der Form 


9° 02 9° 
Frl raL 2 Gi: (9) 


a, 


Sind neben t daher P oder & am Rande gegeben und sollen P(r) und E(r) be- 
rechnet werden, so wird dieses Problem durch die Gleichungen (1), (2) und (5) 
bestimmt. Die anschließende Bereehnung von &(t) kann erfolgen über 


3 
st) = [ dr£, wenn -x&=0. (10) 


Io 


Die hier geforderte Bedingung wird nach (3) erfüllt, wenn 
9 
re (11) 


für alle x gilt, wenn also reine Deformationen ohne Drehungen stattfinden. Andern- 
falls gilt wegen (711.7) 


5(t) + far 3, far x 5 (5: x) +fare 


(12) 


= - [at x ölt) + färe. 


Zur Berechnung von $(r) muß dann neben &(r) auch die von (218.4) her bekannte 
Drehung ö(t) gegeben sein. 


Kann bei kleinen Auslenkungen 3(t) in (1) näherungsweise vr’ =» ı gesetzt 
werden, so ist die Kraftdichte f(r) von 3 unabhängig (und meist vorgegeben). 
Dann lassen sich P, € und $ nacheinander aus (1), (2) und (3) bestimmen. Ist 
dagegen die Kraftdichte f von 3 abhängig, so müssen die Gleichungen (1) bis (4) 
als Ganzes betrachtet und als gekoppeltes System von Differentialgleichungen 
mit $(t) als Unbekannter gelöst werden. Im nachfolgenden Kapitel werden 
einige Aufgaben behandelt, für deren Lösung verschiedene Wege eingeschlagen 
werden, die den jeweiligen Problemen am besten entsprechen. Systematische Wege 
zur Lösung der Gleichungen (1) bis (3) werden im übernächsten Kapitel [75] über 
die Elastodynamik beschritten, in der die Statik als Spezialfall enthalten ist. 
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Übungsaufgaben 

73.1. Die Berechnung des Verschiebungsvektors 5 durch einfache Integration nach (734.10) 
ist, falls möglich, für folgende Beispiele durchzuführen: a) E von Aufgabe 71.2, 
b)E= wu ![2xe,0c,+2ye,00,+ 2,0%, +%,08,)), e)E=n'(rl+rtror) mit 
F=jt|. 


74 Anwendungen 


Zusammenfassung: Die in [734] zusammenfassend besprochenen Grundgleichungen 
der Elastostatik werden auf einfache Beispiele angewendet. Zunächst wird ein Quader bei 
einfacher Belastung in Normalenrichtung betrachtet. P und € sind innerhalb des Quaders 
konstant. Die Verzerrung $(r) ist linear. Beim schweren Quader ist eine Normalspannung 
P33 = ugz < O0 in Richtung der Schwerkraft vorhanden, deren Betrag nach unten hin an- 
wächst. Beim eingespannten Quader entstehen gleichzeitig‘ weitere Normalspannungen 
P,ı = Pga, die das gleiche Vorzeichen wie P,, tragen. Die zugehörige Deformation $(r) ist 
quadratisch in z. Die Untersuchung der Scherung eines Quaders zeigt, daß der Scherungs- 
modul € = x ist. Für die Torsion eines Zylinders unter äußerem Drehmoment wird das Richt- 
moment M/p = rG R!/2L berechnet. Bei der Untersuchung der Biegung eines Balkens werden 
die Gleichgewichtsbedingungen zweckmäßiger in integraler Form auf einen endlichen Balken- 
abschnitt angewandt. 


741 Normalspannungen am Quader 


Der Quader von Abb. 741 mit den Kantenlängen «a, 5 und ce wird durch zwei 
an den Enden angebrachte Kräfte X in einen Spannungszustand versetzt, bei 
dem an den Randflächen F = bc die Normalspan- 
nung P,ı = K/F herrscht und alle übrigen Kom- 
ponenten P;, verschwinden. Das Gewicht des Kör- 
pers wird vernachlässigt. In Gleichung (734.1) 
kann demnach f = 0 gesetzt werden, und es bleibt 
als Gleiehgewichtsbedingung 


ß) > 
——P=0 P-P (ı) 


nl 


Abb. 741. Normal- 
spannung K/F am Quader 


zur Bestimmung der Komponenten P;;(t) im Innern des Quaders. 


In Komponenten lauten die Gleichungen (1) 


S-Py=0 Pr = Pr: (2) 


Im vorliegenden Fall von Abb. 741 können nur Normalspannungen auftreten. 
Es verschwinden alle P;, mit i = k. Unter dieser Voraussetzung gehen die Glei- 


chungen (2) über in 


6) g . 
Ir Pa=% ar 5 Pas = zu ryi Pa=V. (3) 
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Von den jeweils übrigen Koordinaten aber können die Normalspannungen wegen 
der Symmetrie der Anordnung von Abb. 741 nicht abhängen. Daher sind sie alle 
drei konstant und müssen die gleichen Werte wie am Rande besitzen. Für alle 
Orte im Innern des Quaders gilt somit 


Puı=F  Paa= Pa =. (4) 


Die zugehörigen Deformationen €; , lassen sich aus (731.12) berechnen. Da auf 
der rechten Seite nur P,, vorkommt, entstehen nur die Normaldeformationen 


E&,=22+A)P,, 2 ee (5) 


Hierbei ist nach (731.15) Ä<0 zu beachten. €,, enthält die relative Längen- 
änderung Aaj/a. Mit P,, aus (4) stellt die erste der Gleichungen (5) das Hookesche 
Gesetz (721.1) dar. Die Elastizitätskonstante E erhält hier bei gleichzeitiger 
Verwendung von (731.15) den. Wert 

1 x(22 +34) 
Er er 


- (6) 
Die beiden übrigen Gleichungen (5) beschreiben die Querkontraktionen. Die in 
(721.3) eingeführte Poıssoxsche Konstante u folgt aus (5) wieder mit (731.15) zu 
L 2 


u= —AB= 2a+1 Det)‘ 


(M 
Die Ergebnisse (6) und (7) stimmen mit (731.11) überein. Die schon in (721.6) 
berechnete relative Volumenänderung ist 


40 1 
Ö 22 +37 


wobei der zugehörige Elastizitätsmodul E, hier den Wert. 


E,=2x+3/1>E (9) 
erhält. 


Einen anderen Wert bekommt man für diese Konstante natürlich bei Be- 
lastung des Quaders mit allseitigem. gleichmäßigem Druck P, ı = Pas = P33 = — P- 
In diesem Fall wird 


ID _& ge __-3P 
PET (10) 
Der zugehörige Modul Mzx ist 
2x2 +34 
Mg= a. al) 


Er wird als Kompressionsmodul bezeichnet. My! heißt Kompressibilität. 


Es bleibt noch die Verzerrung 3(t) zu berechnen. Nach (713.1) ändert sich 
ö(t) zwischen zwei Nachbarpunkten r undt + dt um 


ds(r) = dr&fr) (12) 
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(für reine Deformation ohne Verschiebung und Drehung). Weil im Beispiel der 
Abb. 741 keine Drehung stattfindet, kann (12) anstelle von (734.3) zur Berech- 
nung von $(t) verwendet werden, siehe (734.10). Da nach (5) alle Komponenten 
von E konstant sind, liefert die Integration bis auf einen (fortgelassenen) kon- 
stanten Vektor 
S(t) = rE = Dr;@irer. (13) 
ER 
was im vorliegenden Fall auf 
3(t) = (2#xe, + Ar) Pıı iA<0 (14) 


führt. Der durch # beschriebenen Dilatation in Richtung e, überlagert sich also 
eine gleichmäßige durch A beschriebene Kompression aller Quaderpunkte auf 
den Bezugspunkt hin. 


Als zweites Beispiel wird wiederum der Quader von Abb. 741 betrachtet, 
nunmehr aber unter den Voraussetzungen, daß zwar nach wie vor die Normal- 
spannung P,, = K/F wirkt, aber die Seitenflächen fest eingespannt bleiben. 
so daß keine Querkontraktionen möglich sind. Die Randbedingungen dieses 
Problems sind daher durch die Gleichungen 


K 


Pı=g E,= E00 (15) 


vorgegeben. Für den Spannungs-Dehnungs-Zusammenhang folgt dann aus 
Gleichung (731.9) 


Pı=(2x + A). (16) 


Unter diesen Voraussetzungen entsteht ein gegenüber E in (6) veränderter, 
scheinbarer Elastizitätsmodul 


E=2%+A. (17) 


Das Festhalten der Seitenflächen erfordert natürlich auch Normalspannungen 
in diesen Richtungen, für die (731.9) 


Pa = Paa = AEıı (18) 


liefert. Beim eingespannten Quader entstehen also gleichzeitig mit einer Längs- 


belastung P,, auch Querspannungen P,, = P33, die das gleiche Vorzeichen wie 
P,ı tragen. 


742 Der schwere Quader 


Wir betrachten den in Abb. 742 aufgestellten Quader unter dem Einfluß seines 
eigenen Gewichts. Die Dichte der Schwerkraft ist 


f=ug= —uge; (1) 


mit u als Massendichte. Obwohl diese Schwerkraft in verschiedenen Höhen 
unterschiedliche Spannungen hervorruft, die unterschiedliche Deformationen 
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zur Folge haben, werden die letzteren als so klein vorausgesetzt, daß die Massen- 
dichte u konstant gesetzt werden kann. Die Gleichgewichtsbedingung (734.1) 


erhält damit die Form J 3 
HIS=TT p = 3%, Pir er. (2) 


Wir denken uns den Quader seitlich eingespannt, so daß an den Rändern 
Em &a=0 (3) 


gelten muß. Da die einzige auftretende Kraft, die Schwerkraft, in Richtung der 
z-Achse liegt, treten nur Hauptdeformationen und Normalspannungen auf. Alle 
Komponenten von P;,;, und &,, mit i=+k verschwinden. 
Unter dieser Voraussetzung geht (2) nach Multiplikation 
mit e; in 

rt) (4) 


über. Hier steht die gewöhnliche Ableitung, weil P,, (wie 
auch P,, und P,,) aus Symmetriegründen nicht von y oder 
x abhängen kann. Die Lösung (Druck!) wird negativ: 


Pa; = ugz<0 wegen z<®. (5) 


Abb. 742. Belastung : ’ i . ’ 7 
Bines Onsdere: dur en Die dabei auftretende Integrationskonstante ist so gewählt, 


die Schwerkraft daß am oberen Ende des Quaders bei z=0 die Normal- 

spannung Py3; = 0 wird. Befände sich oben auf dem Quader 

ein Belastungsgewicht, so müßte zu (5) eine entsprechende Konstante hinzugefügt 
werden. Von den Deformationen ist nur &33 + 0 und wird aus (734.2) zu 


P33 = (2x + A) Ey; (6) 
bestimmt. Die Auflösung nach €;,; unter Verwendung von (5) liefert 
; 92 4 
&33(2) = 2% +7 < 0, (7) 


eine Kompression, die nach unten hin gleichmäßig zunimmt. Das ist dadurch 
zu erklären, daß jede horizontale Schicht des Quaders durch das jeweilige Ge- 
wicht des Quaderteils über der betreffenden Schicht belastet wird. 


Durch das Einspannen entstehen (negative) Spannungen (also ebenfalls Druck) 
in den beiden übrigen Normalrichtungen, die mit (734.2) zu 


. - ugz<O (8) 


N k A 
Pıı= Par = Ay, = Ir h De 


berechnet werden und ebenfalls nach unten zunehmen. 
Der zu diesem Gleichgewicht gehörige Verzerrungsvektor kann wiederum aus 
(741.12) entnommen werden. Die Gleichung lautet hier 


dzugz 
Fre) 9) 


ds = dr&= Ydr;&;; er = d2 Ey 0; = 
uk 
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da lediglich €,, von Null verschieden ist und aus (7) eingesetzt werden kann. 
Das Ergebnis ist 


2° 28 
ge ce (10) 
$, wird so gewählt, daß $ am Boden des Quaders verschwindet. Zur Kontrolle 
für die Richtigkeit dieser Berechnung kann man nachträglich den Tensor € durch 
(734.3) mit 3(r) aus (10) berechnen. 


w|- 


743 Seherung und Torsion 


Ein einfaches Beispiel, bei dem auch Tangentialspannungen auftreten, ist die 
Scherung des Quaders von Abb. 743.1, der an der linken Begrenzungsfläche fest- 
gehalten und an der rechten durch die Tangentialspannung P,3,=K/F be- 
lastet wird. Von der Experimentalphysik her ist bekannt, daß K mit dem 
Winkel & der Abbildung über die Gleichung 

K 


zusammenhängt. G wird als Scherungsmodul bezeichnet. Da im vorliegenden 
Fall überhaupt keine Normalspannungen auftreten, erhält die Spannungs- 
Dehnungs-Beziehung (734.2) die einfache Form 


Pa = 226,2. (2) 
Da nach (714.12) &,5 = %, 5/2 = a/2 ist, gilt für den Scherungs- 


modul en 
G=x. (3) 


Er ist gleich dem Lam&schen Parameter x. Würde man die 
zugehörige Verrückung 3 wie in den letzten beiden Abschnit- 
ten nach (734.10) berechnen, so ergäbe sich wegen 


Abb. 743.1. 
Scherung eines Eo= 810, sonst &r=0 (4) 
Quaders durch der Ausdruck 
die Tangential- x x 

spannung P\, 3=rE& an Er = rn t YErtı= 5 lat ye): (5) 
ik = 


Jeder Punkt r würde somit nach 
r=& («+ 3%) +ealy+ 3:) Fe? (6) 


verschoben werden. Durch diese Gleichung werden zum Beispiel die Flächen 
y=0 und x=0 transformiert in y'= ax/2 und x’ = ay/2. Die dabei entstehende 
Figur ist in Abb. 743.1 gestrichelt gezeichnet. Sie ist gegenüber der ausgezogenen 


29 Macke, Teilchen. 3. Aufl. 
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um den Winkel «/2 nach rechts verdreht. Die Diskrepanz wird dadurch hervor- 
gerufen, daß etwaige Drehungen durch (5) nicht berücksichtigt wurden. Auf 
diesen Sachverhalt ist bei den Rechnungen besonderes Augenmerk zu legen. 


Als zweites Beispiel wird die Torsion eines Zylinders betrachtet, von dem ein 
kurzer Abschnitt in Abb. 743.2 dargestellt ist. An der oberen und der unteren 
Begrenzungsfläche des Zylinders sollen zwei entgegengesetzt, nämlich in den 
Pfeilrichtungen wirkende Drehmomente angebracht werden, die sich gegenseitig 
kompensieren. aber im Zylinder innere Spannungen hervorrufen. Es entsteht 

N bei unten festgehaltenem Zylinder eine Situation, bei der 
alle Punkte r des Zylinders in Richtung des oberen Pfeils. 


En 4 also rechts herum verdreht sind, und zwar um so mehr, je 
weiter oben sie liegen. 


di 
Es liegt daher nahe, für den Verrückungsvektor $(r) eine 
reine Drehung 
| st)= ol) xı=gere,xı (7) 
7 i anzusetzen, die mit der Höhe z gleichmäßig zunimmt. Hier 
Abb. 743.2. Torsion st |@(z)| < 1 der Drehwinkel und y' die als konstant an- 
eines Zylinders durch x : u: : in 5 
Drebinomentein gesetzte Änderung des Drehwinkels pro Längeneinheit in 
Richtung derz-Achse Richtung e,. Der Ansatz (7) für die Verrückung hat, wenn 
er richtig sein soll, die Gleichungen (734.1 bis 3) zu er- 
füllen. Zunächst läßt sich feststellen, daß die Spur des zugehörigen Verzerrungs- 
tensors verschwindet. Es gilt nämlich 
10 
[&) 


u N 98 „! IV g N > % 
=SpE= Fr er Et, X CH 2 X t) 
(8) 


! d ; 
_ lerle: xt) — ze; (3: x e)} =0. 
Die Terme der zweiten Zeile verschwinden beide, der letzte zum Beispiel geht 
in z(0y/dx — Ox/dy) = 0 über. Dieses Ergebnis bedeutet gleichzeitig, daß bei 
der in Abb. 743.2 durchgeführten Torsion keine Volumenänderung stattfindet. 
Die Gleichgewiehtsbedingung vereinfacht sich zunächst infolge der Abwesenheit 
von Volumenkräften E = 0. Sie lautet nach Einsetzen der Spannungs-Dehnungs- 
Beziehung (734.2) hier ER £ a 
BE ia he 
Das A-abhängige Glied verschwindet wegen (8). Beim Einsetzen von (734.3) ent- 
steht hieraus = 
{) ee ae Re 08. 
4 S eh = AS$- Ya =>0% (10) 
Da der letzte Term wegen (8) ohnehin verschwindet. lautet die Gleichgewichts- 
torderung hier B \ 
As=-0 mit As _ - (11) 


ar gr dx” 
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als dem sogenannten LarLaczschen Operator. Beim Einsetzen von (7) in (11) 
entsteht A3 re Az p' (&,% Sun ey) == 0. (12) 


Dieser Ausdruck verschwindet, weil alle Variabeln x, y und z nur in erster Ordnung 
auftreten, weil aber andererseits in A zweimalige Ableitungen zu bilden sind. 
Damit ist also der Ansatz (7) mit konstantem o’ eine Lösung des Problems. Der 
spezielle Zahlenwert p’ hängt von den Randbedingungen des Problems, also von 
der Größe der außen angelegten Drehmomente ab. 


Nachdem der Verrückungsvektor 3(t) bekannt ist, sollen die zugehörigen 
Tensoren € und P berechnet werden. Zu diesem Zweck wird nicht (734.3) ver- 
wendet, was auch möglich, aber umständlich wäre, sondern besser wie in (741.12) 
die Änderung von 3(t) beim Übergang zu einem Nachbarwert r+ dı betrachtet. 
Sie liefert mit (7) 


st+dr)=pke+d),x(ird)=gple.xr+dee,xr+ze,xdr]. (13) 


Der erste Term ist unabhängig von dr und entspricht einer reinen Translation 
$,(r) beider Punkte r und r+ dr. Der letzte dagegen besitzt die Form einer 
Drehung 3,,,(t) von dt um e,, die zum Verzerrungstensor nichts beiträgt. Es 
bleibt nur der mittlere Term zu berücksichtigen, der sich zunächst in der Form 
p'dre,oe,xr darstellen läßt. Der hier neben dr auftretende Ausdruck ist ein 
Tensor, der sich in einen symmetrischen und einen antisymmetrischen Anteil 
zerlegen läßt. Der symmetrische Anteil liefert den Verzerrungstensor 


leo xt+exrtoe)} (14) 


in koordinatenunabhängiger Darstellung (der antisymmetrische liefert einen 
weiteren Beitrag zur Drehung). Daß die rechts und links von © stehenden Vek- 
toren e, und e, x r aufeinander senkrecht stehen, hat zur Folge, daß € hier keine 
Diagonalelemente besitzt. Es treten also keine Längenänderungen, sondern nur 
Winkeländerungen auf. Da, wie hieraus folgt, aber auch in (8) gezeigt wurde, 
die Spur dieses Tensors verschwindet, berechnet sich der Spannungstensor ein- 
fach ı 

az P=2xE=xple,oe,.xi+-u,xXroe,). (15) 
Er enthält ebenfalls keine Normal-, sondern nur Tangentialspannungen. 


Das obere äußere Drehmoment um die z-Achse sei M. Es muß entsprechend 


F F 
M=Me,= —- N AExDe,=NdAKle, x r) (16) 


durch Kräfte dt auf die obere Fläche F übertragen werden, über die in (16) zu 
summieren bzw. zu integrieren ist. Mit dt = dfP wird bei Berücksichtigung 


von df = dfe, 
= [dfe,Ple. x 2). (17) 


M=[dfP(e, x2)= 


29% 
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Nun wird P durch (15) ersetzt. Nur der erste Term von (15) liefert einen Beitrag, 
nämlich 


R 
M= xy [äfle, x 1? = xp [Brrdrr- en (18) 
ö 


mit R als Zylinderradius. Wir ersetzen @' = p/L. Dabei ist @ der Gesamtdreh- 
winkel zwischen der oberen und unteren Fläche und Z die Länge der betrachteten 
Zylinderschicht. Ersetzen wir x schließlich noch nach (3) durch den Scherungs- 
modul @, so entsteht endgültig 

_rGR 


aM 2L 


p (19) 


für den Zusammenhang zwischen äußerem Drehmoment M und Drehwinkel @. 
Der neben @ stehende Faktor wird auch als Richtmoment bezeichnet. 


744 Biegung eines Balkens 


In Abb. 744.1 ist ein am linken Ende eingespannter Balken dargestellt, der 
am rechten Ende durch ein Kräftepaar mit gegebenem Drehmoment M, belastet 
wird. Dadurch erhält der Balken eine Krümmung mit dem Krümmungsradius o. 
Bei dieser Biegung ändert eine in der Abbildung strichpunktierte Schicht ihre 
Länge nicht. Sie wird als neutrale Faser bezeichnet (durch z = O0 beschrieben) 
und weiter unten in Formel (5) berechnet. Oberhalb dieser Schicht wird der 
Balken gedehnt und unterhalb komprimiert. 


Ein Abschnitt des Balkens, der auf der Höhe der neutralen Faser die Länge d.x 
besitzt, soll im Abstand z oberhalb der neutralen Faser die 
Länge dx + ödx annehmen. Sie steht mit dem Krüm- 
mungsradius in dem geometrischen Zusammenhang 


de+öde o+2z 
ur 0 
Die relative Längenänderung wird durch €, ,(z) beschrieben 
und ist mit (1) hier 


Abb. 744.1. €) = zer = 2 (2) 
Biegung eines einseitig 
eingespannten Balkens Die zugehörige Normalspannung folgt aus (723.1) und ist 
durch ein Dreh- 
moment M, P,=BE,=E-20 für :=0. (3) 
Weitere Spannungskomponenten treten nicht auf. Dieser Sachverhalt ist nach 
Abb. 744.1 plausibel, wenngleich sein Beweis recht umständlich ist und hier 


fortgelassen werden soll (E = Elastizitätsmodul von (731.11)). 
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Wir denken uns den Balken bei x durchschnitten und die rechte Schnitt- 
fläche mit solchen Ersatzkräften versehen, daß das Gleichgewicht nach wie vor 
aufrechterhalten bleibt. Die Summe der Ersatzkräfte auf der Schnittfläche muß 
verschwinden: 


FaR.=[afpı= [ar Pu= 2 fare=0. (4) 


Diese Bedingung, kurz dargestellt durch 


| [dz=9, | (5) 


bestimmt die Lage der als z=0 definierten neutralen Faser. Gleichung (5) zeigt, 
daß die neutrale Faser in jedem Querschnitt des Balkens mit dessen geometri- 
scher ‚„Schwerelinie‘‘ zusammenfällt. 


Als weitere Gleichgewichtsbedingung muß gefordert werden, daß die Summe 
der Drehmomente, die am Balken rechts von x wirken, verschwindet. Dies wird 
erreicht durch die Forderung, daß das Ersatzdrehmoment Mr an der Schnitt- 
fläche bis auf das Vorzeichen gleich dem Drehmoment M, am rechten Ende des 
Balkens ist: 


E EJ 
-Mr=[dfzP,,  fair= Mn. (6) 


Jjı ist das durch das Identitätszeichen definierte planare Trägheitsmoment der 
Schnittfläche, siehe (553.2 und 3). Anders ausgedrückt liefert (6) die (konstante) 
Krümmung 


ie _ 


= Bl, 


mit Ju=[dfz (7) 


in Abhängigkeit vom angelegten Drehmoment M,, vom Elastizitätsmodul Z des 
Materials und von dem durch die Form des Balkenquerschnitts bestimmten 
planaren Trägheitsmoment J,1- 


Für einen rechteckigen Balken der Breite b und Höhe 2h berechnet sich das 
planare Trägheitsmoment J,, zu 


In=[a2=b [de2= 508. (8) 


Beim kreisförmigen Balkenquerschnitt dagegen entsteht 
r 
Jn=7 Re. (9) 
Besonders groß ist (bei gleicher Querschnittsfläche) das planare Trägheitsmoment 


von. T-Trägern. Bei ihnen entstehen deshalb entsprechend (7) auch bei großen 
Belastungsmomenten nur kleine Krümmungen. 
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Diese Überlegungen sollen auf die Verbiegung eines Balkens angewendet 
werden, der am rechten Ende statt durch das Drehmoment M, von (7) 
durch eine kleine Kraft @ belastet ist. Sie erzeugt bei geringer Verbiegung an 
der Schnittfläche F das Drehmoment M = Q(l — x). Die von der neutralen 
Faser beschriebene Kurve sei y(x). Dann kann die nunmehr von x abhängige 
Krümmung 1/o näherungsweise durch — d?y/dx? ersetzt werden. Die Gleichung 
der neutralen Faser für den am Ende belasteten Bal- 
ken ist somit 


2). (10) 


Zweifache Integration liefert zunächst 


Abb. 744.2. Biegung eines 1.09 ( ee Lt a | 
einseitig eingespannten Bal- a EJ,ı en 2 "+ 6/' cu 


kens durch Belastung Q am 
Ende. Das Ergebnis wird Die Konstanten A und B verschwinden, wenn der 


durch die Balkenkurve y(z) Balken links in der Höhe y = 0 waagerecht einge- 
für O<#< I charakterisiert ‚nannt ist. Die Balkenkurve ist daher 


va--7[8 8) un rl). 2) 


Dieser Ausdruck erweckt leicht den Anschein, als würde der Balken für große x 
wieder, wie in Abb. 744.2 dargestellt, nach oben angehoben. Die Kurve (12) be- 
sitzt aber ihr Minimum y'=0 bei x = 21, also erst weit außerhalb des Balkens. 
Ihren Wendepunkt y’’=0 besitzt sie bei x=/, also am Ende des Balkens. 
Dies ist verständlich, weil die Last @ dort kein wirksames Drehmoment mehr 
erzeugt und so die vom linken Ende her ständig abnehmende Krümmung bei 
x = l verschwindet. Die maximale Auslenkung s des Balkens ist 


s=-y(h) ee (13) 


Sie wächst natürlich mit der Last Q, hängt aber bedeutend empfindlicher, nämlich 
mit P, von der Balkenlänge ab. 


Übungsaufgaben 


74.1. An zwei gegenüberliegenden Flächen eines Quaders greift eine konstante Normal- 
spannung K/F an, zwei weitere gegenüberliegende Seitenflächen sind eingespannt, die 
beiden anderen frei. Berechnung von P, € und 3! 


74.2. Die Energiedichte 7 von (733.11 bzw. 19) ist in einen zu x und einen zu A (Lamfische 
Parameter) proportionalen Anteil zu zerlegen. 


74.3. Energiedichte 7 und Gesamtenergie E eines Kreiszylinders unter Torsion sind zu 
berechnen. Z ist mit der zur Torsion durch das äußere Moment (743.19) aufgewandten 
Arbeit zu vergleichen. 
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74.4. Der an den Seitenflächen eingespannte schwere Quader von [742] mit der Grundfläche F 
wird zusätzlich von oben durch ein Gewichtsstück @ belastet. Verschiebungsvektor s$ 
und Energiedichte ») sind zu berechnen. Die elastische Energie E des Quaders ist mit 
dem Verlust an potentieller Energie zu vergleichen, der durch die Verschieburg des 
Gewichtsstückes und der Massenteilchen des Quaders im Schwerefeld der Erde entsteht. 


74.5. Berechnung des Flächenträgheitsmo- 
ments nach (744.7 und 5) bei Biegung 
von Trägern mit nebenstehendem Quer- 
schnitt in zwei zueinander senkrechten 
Richtungen durch den Schwerpunkt. 
Stabilste Form gegenüber Biegungen? 


74.6. Für die Biegung eines Balkens durch ein Kräftepaar entsprechend [744] sind die Kom- 
ponenten des Verzerrungstensors nach (731.12) und der Verschiebungsvektor 3 zu 
berechnen. Was wird aus den Ebenen x = x,, y=%, und z=2,? Wie kann die 
Poıssoxsche Konstante u aus dem Biegungsversuch bestimmt werden? 


74.7. Berechnung der maximalen Durchbiegung s eines an den Enden gelagerten und in der 
Mitte durch Q = 100kp belasteten Eisenträgers von quadratischem Querschnitt 
F = 9 cm? (Länge ! = 2m, Rlastizitätsmodul Z = 2 10° kp em°?)! 


75 Elastodynamik 


Zusammenfassung: Die Bewegung des elastischen Körpers wird durch das Feld des 
Verzerrungsvektors 3(t, it) beschrieben. Die Anwendung des Newronschen Gesetzes auf eine 
individuelle Masse dm liefert die Bewegungsgleichung. Damit entsteht ein Gesamtschema 
von Grundgleichungen für die Größen v’, €, P und S. Die Elimination aller Größen bis auf s 
liefert die Wellengleichung des elastischen Körpers. Longitudinale Wellen sind Kompressions-. 
wellen, die sich mit der Geschwindigkeit c,, = V(2% + Ayfı ausbreiten. Bei transversalen 
Wellen hingegen entstehen Verdrehungen des Mediums, die sich mit einer Geschwindigkeit 
= Vr/u ausbreiten. Bei den verschiedensten Bewegungsproblemen der Elastizitätstheorie 
wird $(t, t) durch die allgemeine Wellengleichung bestimmt. Daneben müssen bestimmte 
Rand- und Anfangsbedingungen das Problem genauer festlegen. Nach Berechnung von &(t, ?) 
lassen sich die Komponenten der Tensoren € und P direkt ausrechnen. 


751 Bewegung eines elastischen Mediums 


Zur Ableitung der Bewegungsgleichung betrachten wir die individuelle Masse 
dm = u(t)dr, die im ruhenden Medium in dr den Punkt r umgibt, aber*im 
Laufe ihrer Bewegung aus der Ruhelage herausgebracht wird. Die Auslenkung 
wird wie bisher durch die Verrückungsfunktion 3 = $(r, ft) beschrieben. r spielt 
hier die Rolle eines ‚variablen dreiparametrigen Index‘ und besitzt die Be- 
deutung; des Orts, an dem sich die betrachtete Masse dm in ihrer Ruhelage oder 
einem sonst irgendwie definierten Anfangszustand befand. v unterliegt daher 
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auch im Zeitablauf keinen Veränderungen. Der Ort, an dem sich die Masse zur 
Zeit t wirklich befindet, ist nach (711.1) 


Ye) =r+3(,i) (1) 
und entsprechend zeitabhängig. v und £ sind unabhängige Variabeln. 


Für die betrachtete individuelle Masse dm muß das NewTonsche Grund- 


gesetz in der Form 
dmö=df mit dm=uf(tudr (2) 


gelten. Die auf dm am Ortr’ # r wirkende Kraft ist näherungsweise (für kleine 3) 
ß) 
dR=dr(t+7,P) (3) 


und setzt sich aus der Volumenkraft f und den durch den Spannungstensor P 
beschriebenen Oberflächenkräften zusammen. Andererseits ist der Zusammen- 
hang zwischen dem Spannungstensor P und dem Deformationstensor € durch 
die Spannungs-Dehnungs-Beziehung (734.2) gegeben, und der Deformations- 
tensor € wiederum hängt seiner Definition (734.3) entsprechend mit dem Ver- 
rückungsvektor 3 zusammen. Berücksichtigt man diese Zusammenhänge, so 
stellt die aus (2) und (3) folgende Bewegungsgleichung 


nö=1+-P[Eß@)] (a) 


eine Bestimmungsgleichung des Verrückungsvektors & dar. Dies ist eine von Ort r 
und Zeit t£ abhängige partielle Differentialgleichung zur Bestimmung des Ver- 
rückungsvektors $ = 3(t, t). Die Gleichung ist linear hinsichtlich 3. Das rührt 
daher, daß ihre Gültigkeit den Voraussetzungen von [71] und [72] entsprechend 
von vornherein auf kleine Verzerrungen beschränkt wurde. Trotzdem ist sie sehr 
kompliziert, so daß es im allgemeinen nur möglich ist, verhältnismäßig einfache 
Spezialfälle zu behandeln. Die Gleichgewichtsbedingung (732.5) der Statik ist in 
der Bewegungsgleichung (4) als Spezialfall $= 0 enthalten. Der in (4) auftretende 
Spannungstensor besitzt, wie in (732.14) bereits für Bewegungen © +0 nach- 
gewiesen wurde, die Symmetrieeigenschaft 


P=P. (5) 


752 Gesamtschema der Grundgleiehungen 


In diesem Abschnitt soll ein kurzer Überblick über die Elastodynamik, deren 
Grundgleichungen und die in ihnen enthaltenen Zusammenhänge gegeben werden, 
zusammen mit einer Übersicht über die hierbei auftretenden Aufgabenstellungen. 
Zu beschreiben ist ein elastischer Körper, dessen Massenelemente individuell 
durch ihre Gleichgewichtslagen r beschrieben werden. Im Bewegungsablauf gehen 
diese Orte in 

YW)=r+ Sn | 0) 
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über. r’ ist der neue Ort des betrachteten Massenelements und 3 die zugehörige 
Verrückung. Die Verrückung 3 eines Körpers enthält neben reinen Verschie- 
bungen und Drehungen auch -Deformationen, die im Tensor 


378 } d 5 | 
&(t) Seen) ri t (I) 


zusammengefaßt werden und im allgemeinen von Ort zu Ort verschieden sind. 


Jedes deformierte Volumenelement aber enthält rücktreibende Kräfte, die die 
ursprüngliche Lage und Form wieder herzustellen suchen und sich durch einen 
inneren Spannungstensor P! beschreiben lassen. Sie stehen, solange das Medium 
nicht aufreißt, mit den von außen auf das gleiche Volumenelement wirkenden 
und aus der Nachbarschaft herrührenden äußeren Spannungen P im Gleich- 
gewicht, so daß PP+ P=0 ist. Der Zusammenhang zwischen den Deformationen E 
und den durch sie hervorgerufenen inneren Spannungen wird aus Zweckmäßig- 
keitsgründen nicht in der Form P'fE], sondern in der Form 


P= P[E]z 2zE + AISpE | (II) 


angegeben. Das Zeichen = gilt für den Fall des isotropen Mediums mit x und } 
als den Lamfschen Parametern. Die formale Umkehrung der Gleichung liefert 


[&= 22P + Arspr. | (Ir) 


Die durch die Deformation hervorgerufenen Spannungen P setzen in Zusammen- 
wirkung mit sonstigen Volumenkräften f die Massenverteilung u des elastischen 
Körpers in Bewegung, entsprechend der Bewegungsgleiehung 


(IV) 


Damit entstehen weitere Veränderungen in der Lage r’ der Ursprungsorte v 
entsprechend (I). 

Auf diese Weise schließt sich der logische Kreis, 
indem sich über die Gleichungen (I) bis (IV) die 
Größen 3, €, P und r’ gegenseitig bestimmen. Dieser 
logische Zusammenhang ist im Schema der Abb. 752 
zusammengefaßt. Die römischen Ziffern entsprechen 
den Gleichungen dieses Abschnitts. Nach (IT) ent- 
sprechen den verschobenen Orten’ Verrückungen 3, 
die entsprechend (II) Deformationen E enthalten. . h 
Diese wiederum erzeugen nach (III) Spannungen P, ner Re 

’  Elastodynamik vermittelter 
welche zusammen mit sonstigen Kräften f über (TV) Zusammenhang zwischen den 
weitere Verrückungen der r’ hervorrufen. Größen u, v', 3, &, f und P 


Abb. 752. Durch die Grund- 
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Um sämtliche in (I) bis (1V) auftretenden Größen, in erster Linie also $, 
und P, einzeln zu bestimmen, eliminieren wir zunächst die Größen € und P, um 
eine Bestimmungsgleichung für $ (rt, i) zu erhalten. Ist dies gelungen und $(r, £) 
bekannt, so lassen sich &€ und P nacheinander durch die Gleichungen (II) und 
(III) bestimmen. Der Spannungstensor P taucht in (IV) nur in der Verknüpfung 

9 
or 


dd ; 
P er [2xE + AISpE] 


6) 


6) 98 r 
FE: 9} 
=x dr ( ) 


ß) 6) {) 98 a f 
sur = u = ZAS + (24 N) 0 
ee le “ BET 


auf. Zunächst ist hier (III) eingesetzt und weiter (Il) bei gleichzeitiger Verwendung 

von (714.8) für Sp£. Im letzten Ausdruck bedeutet A den in (743.11) eingeführten 

LarLAczschen Operator 

_ m 9? ' ee 9 (6) 
gr? dx? Ay? 92°? 


Auf diese Weise erhält die Bewegungsgleichung (IV) die Form 


EEE 
ns=t+raA3+ +), 05 (7) 


einer Bestimmungsgleiehung für & (t, 2). 


Von dem hier entwickelten Gesamtüberblick aus lassen sich die Haupt- 
aufgaben der Theorie leicht erkennen. (7) ist die Bestimmungsgleichung für den 
Verrückungsvektor $ (rt, £). wobei f(t, £) im allgemeinen als äußere Kraftdichte 
vorgegeben ist. Unter der Fülle möglicher Lösungen der partiellen Differential- 
gleichung (7) sind diejenigen aufzusuchen, die den Randbedingungen des Pro- 
blems gerecht werden. 


In der Statik sind mit 5 = 0 die von r allein abhängigen Verrückungsfelder $ (r) 
zu bestimmen. Die Randbedingungen bestehen dann im allgemeinen in der Vor- 
gabe von 3(N) oder P(R). Die Randpunkte des zu beschreibenden Körpers sind 
hier mit R bezeichnet. Bei Vorgabe von 3(R) ist die äußere Form der Begrenzung 
des deformierten Körpers vorgegeben, im Falle P(%) dagegen sind stattdessen 
die am Rand wirkenden Kräfte und Spannungen (äußere Belastung) vorgegeben. 
Die genauere Untersuchung der Theorie von Gleichung (7) zeigt, daß die Lösung 
durch Vorgabe der einen oder anderen Randbedingung bereits im allgemeinen 
vollständig bestimmt wird. Beide Randbedingungen lassen sich nicht gleichzeitig 
vorschreiben, da das Problem sonst überbestimmt würde. Daneben existiert 
natürlich noch der Fall gemischter Randbedingungen, wie bei dem in [741] be- 
handelten Quader, wo für einen Teil der Randfläche die Verrückungsvektoren 5 (R), 
für einen anderen Teil aber die Spannungen P(R) vorgeschrieben werden. 


In der Dynamik mit $=0 ist 3(t, it) als Funktion einer weiteren Variablen. 
nämlich £, zu berechnen. An die Lösung von (7) müssen für einen speziellen 
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Fall daher auch noch weitergehende Bedingungen, jetzt hinsichtlich der Zeit, 
gestellt werden. So ist es zum Beispiel möglich, zu einer Anfangszeit £ = 0 die 
Verrückung 3(t, 0) und ihre Geschwindigkeit 3(r, 0) für den ganzen Körper 
(also auch im Innern) willkürlich vorzugeben. Der Zeitablauf der Verrückung 
ö(t, £) folgt dann durch Lösung von Gleichung (7). Auf die tiefere Begründung 
dieses Sachverhalts, der in konkreten Fällen durch Ausprobieren leicht bestätigt 
werden kann, sei an dieser Stelle nicht näher eingegangen. Partielle Differential- 
gleichungen vom Typ (7) werden im nächsten Abschnitt, ausführlicher aber in 
den Bänden ‚Felder‘ und „Wellen“ (siehe dort [F 63] bzw. [W 63]) untersucht. 


753 Elastische Wellen 


In diesem Abschnitt sollen Lösungen der Bewegungsgleichung (752.7) für 
ein unendlich ausgedehntes Medium untersucht werden. Hier brauchen an die 
Lösungen keine speziellen Forderungen zur Erfüllung irgendwelcher Rand- 
bedingungen gestellt zu werden. Weiter soll zur Vereinfachung angenommen 
werden, daß u = konst. sei und f = f(r) zeitunabhängig. In diesem Fall wird als 
Lösungsfunktion 

3 (t) + 8,1) statt S(r,t) (1) 


angesetzt. Beim Einsetzen von (1) anstatt 3 in (752.7) entsteht eine Gleichung, 
die sich mit 


’ - 9 93 
0=f()+xr48 rer) I (2) 
für 3’ und 
pE=RASH HN ge (3) 


für 3 erfüllen läßt. Das Aufsuchen der Lösung von (2) ist ein Problem der Elasto- 
statik und interessiert hier nicht. Der restliche Anteil von (1) dagegen erfüllt (3), 
also die kräftefreie Gleichung (752.7). Damit ist gezeigt, daß sich der Einfluß 
zeitunabhängiger Kräfte f(r) verhältnismäßig leicht separieren läßt. 


Es bleibt die kräftefreie Gleichung (3) zu untersuchen, die auch als Wellen- 
gleichung bezeichnet wird. Zweckmäßiger als das sofortige Aufsuchen von 
Lösungen 3(r, £) ist es, zunächst andere, aus 3 abgeleitete charakteristische 
Eigenschaften des Mediums zu untersuchen. So bedeutet nach (714.8) 


. 98 AO 
A (4) 


die mit Ort r und Zeit t veränderliche relative Volumenkompression bei der 
Deformation. Durch skalare Multiplikation von (3) mit — d/dr entsteht dann 


ub= (22 +) A (5) 
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als Bestimmungsgleichung für &. Dabei wurde berücksichtigt, daß Differential- 
operatoren miteinander vertauschbar sind und zum Beispiel 


° 98 
gilt. 
Eine ähnliche Gleichung wie (5) erhält man für den von r und i abhängigen 


Drehwinkel 13 
Pe)=5 5%: (7) 


um den die Umgebung jedes Punktes r im Verzerrungszustand jeweils verdreht 
ist. Durch vektorielle Multiplikation der allgemeinen Wellengleichung (3) mit 
9/29r entsteht auf der linken Seite sofort u®. Auf der rechten Seite kann im 


ersten Glied wieder 
u) 
2 or 


; 1 () R: 
xA3=-,A,-x3=AG (8) 
gesetzt werden. Das zweite Glied verschwindet, weil 
9 f) 
37° FRA) =0 (9) 
für beliebige Funktionen f(r) gilt, siehe (235.4). Somit ist also 


vö=rAB| (10) 


die Bestimmungsgleichung für den Drehwinkel (7). (10) ist im Gegensatz zu (5) 
eine Vektorgleichung. Die skalare Multiplikation mit e; zeigt, daß jede Kom- 
ponente 9; = e;ö einzeln derselben Gleichung genügt. Außerdem sind die 
Gleichungen der einzelnen Komponenten nicht miteinander gekoppelt. 


Lösungen der Wellengleichungen (5) und (10) lassen sich leicht angeben. 
Man erhält sie für (5) über den Ansatz 


= Cat) = fr — Gef) (11) 


mit beliebigen Funktionen f eines einzigen Arguments, die im Zeitablauf # mit 
konstanter Geschwindigkeit cıg (ohne Formänderung!) nach rechts verschoben 
werden. Sie werden als Wellen bezeichnet und geben den Gleichungen (3), (5) 
und (10) ihren Namen. Mit dem Ansatz (11) gelten für die in (5) vorkommenden 
Differentialoperatoren die Beziehungen 

9 ö 3.9 _ FOR. 


Fer ir Pa =7u: MM) 


Man erkennt sofort, daß der Ansatz (11) die Gleichung (5) befriedigt, wenn man 


(13) 
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setzt. Ganz entsprechend wird die vektorielle Wellengleichung (10) mit einem 
Ansatz Ei 
= Poll — Ct) (14) 


gelöst. f ist wiederum eine willkürlich wählbare Funktion, $, ein konstanter 
Vektor. Für die Ausbreitungsgeschwindigkeit c;, ist lediglich der andere, in (13) 
angegebene Wert einzusetzen. Kompressionswellen &(r, t) und ‚„Drehwellen‘“ 
ött, t) besitzen also nach (13) verschiedene Ausbreitungsgeschwindigkeiten. 


Schließlich sollen Lösungen 3(r, t) der allgemeinen Wellengleichung (3) auf- 
gesucht werden. Zunächst wird eine Welle betrachtet, bei der der Vektor 3 in die 
Ausbreitungsrichtung e, zeigt, also eine sogenannte longitudinale ebene Welle: 


3(t,t) = 0,38 — gl). (15) 

Bildet man die Divergenz und Rotation von (15), so entstehen die Gleichungen 
98 98 _, 5 19%, 1 s 

C dt P=-z rd gzaXas =D. - (16) 


Longitudinale ebene Wellen sind also Kompressionswellen entsprechend (5) und 
(11) und breiten sich mit der höheren Geschwindigkeit c,, von (13) aus. Die Funk- 
tion s ist entsprechend (16) genau wie / willkürlich wählbar. 


Als nächstes Beispiel wird eine transversale ebene Welle 8 betrachtet, deren 
Richtung e, senkrecht auf der Ausbreitungsrichtung e, steht. Als spezieller An- 
satz wird 


S(t, i) — 0,5 (x = Ct) (17) 
betrachtet. Wir bilden wiederum Divergenz und Rotation 
98 CE 
a Ta ad 


(18) 
FRREN I, a — 1 > > g Ss = — > R 
ee are 2 Er 2 %9 


um zu erkennen, daß bei transversalen Wellen keine Kompressionen, wohl aber 
Drehungen, im vorliegenden Fall (17) um die z-Achse, stattfinden. Die trans- 
versale ebene Welle muß sich daher wie die durch (10) und (14) beschriebene 
Welle verhalten. Sie breitet sich mit der kleineren Geschwindigkeit c;, von (13) 
aus. sin (17) ist wieder eine willkürlich wählbare Funktion. 


Neben den besprochenen einfachsten Lösungstypen der Wellengleichungen 
(3), (5) und (10) erhält man weitere Lösungen dureh additive Überlagerung, da 
die Wellengleichungen linear sind, Es lassen sich ebene Wellen in beliebigen 
Richtungen angeben und auch zu solchen Wellen überlagern, die von einem 
Zentrum ausgehen und sich kugelförmig im Raum ausbreiten. Auf die genauere 
Durchführung dieser Überlegungen. die im Band „Wellen“ sehr detailliert durch- 
geführt sind, sei hier nicht weiter eingegangen. Besondere Probleme entstehen 
beim endlichen elastischen Körper durch die Randbedingungen. Schwingende 
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Saite, schwingende Membranen, Glocken und darüber hinaus die gesamte Theorie 
der Musikinstrumente sind Beispiele für Probleme der Elastodynamik. Bei den 
Randbedingungen ist hier stets zu beachten, daß auch die umgebende, mit- 
schwingende Luft entsprechend berücksichtigt werden muß. 


Übungsaufgaben 


75.1. Unter welchen Bedingungen für a, e und c ist 3(t,t) = affer — ct) eine Lösung der 
Wellengleichung (753.3)? Physikalische Bedeutung von a und e? 


75.2. Die Schwingung der ebenen periodischen Transversalwelle 
3(t, t) = aexpj(fr — wt) + n,expj(fr—- wit + oa). mit a, a,-Lf 
am Ort r ist zu untersuchen. Spezialfälle? 


75.3. Ausbreitungsgeschwindigkeit und Dämpfung ebener periodischer Wellen (longitudinal 
und transversal) in einem durch komplexe Lam£sche Parameter x = x,(l + jß,). 
A= 4,(1 + jß,) charakterisierten elastischen Medium mit Hystereseeigenschaften sind 
zu berechnen. Nach welcher Strecke l ist die Amplitude auf den e-ten Teil abgesunken ? 
Zahlenwerte für die Frequenz v = 2kHz: 


100 7,/ 


10% u/kg m”? 


75.4. Stehende Wellen durch Ausbreitung transversaler periodischer Wellen in einer & 
ausgedehnten Platte senkrecht zu den beiden Grenzflächen x = 0 und x = d: Lösungen 
von (753.3) für a) freie, b) eingespannte Greuzflächen ? Welche Frequenzen sind möglich ? 


75.5*. Eigenschwingungen eines Quaders: Lösung von (753.3) für einen Quader mit den 
Kantenlängen a, b und c. Randbedingungen: Verschwinden der Normalkomponenten 
von 3 und der Tangentialkomponenten des Spannungstensors P. Zusammenhang 
zwischen Eigenfrequenzen und Wellenzahlen ? Zahl der Schwingungszustände zwischen 
© und ® + do? 


8 Flüssigkeiten und Gase 


Sl  6Grundgleichungen der Hydrodynamik 


Zusammenfassung: Wegen der leichten Beweglichkeit ihrer Bestandteile werden 
Flüssigkeiten und Gase (kurz: Flüssigkeiten) zweckmäßig anonym beschrieben. zu, v und p 
geben die Werte von Massendichte, Geschwindigkeit und Druck der gerade an einem 
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Ort x zur Zeit t befindlichen Massen an. Zwischen « und v gilt die Kontinuitätsgleichung. 
Sie sorgt für die Erhaltung der Masse. Die hydrodynamische Grundgleichung (812.4) über- 
nimmt die Rolle der Bewegungsgleichung. Die auftretenden Volumenkräfte f besitzen im 
allgemeinen ein Potential. Der Spannungstensor P wird durch einen geschwindigkeitsunab- 
hängigen und einen in der Geschwindigkeit linearen Anteil ersetzt. Der erste stellt den Druck, 
der zweite die innere Wirbel- und Kompressionsreibung dar. An die Stelle der Material- 
gleichung P[E] tritt bei der Flüssigkeit die einfachere Zustandsgleichung p = p(u, 7,...). 
Hinzu tritt der Einfluß der inneren Reibung, der in (814.10) durch Ausdrücke dargestellt 
wird, in denen das Geschwindigkeitsfeld v zweifach mit dem Operator 9/dr verknüpft ist. 
Zur Beschreibung der Flüssigkeit entsteht so schließlich ein Gleichungssystem zur Bestim- 
mung von ı, vd und 7, das System der NAVIER-STORESschen Gleichungen. Die Nichtlinearität 
dieses Gleichungssystems hat zur Folge, daß sich keine allgemeingültigen Lösungen an- 
geben lassen. Die den verschiedensten Voraussetzungen entsprechenden Spezialfälle dieses 
sleichungssystems werden ausführlich diskutiert. 


811 Geschwindigkeitsfeld und Massendichte 


Die Grundgleichungen der Hydrodynamik wurden bereits in [44] und [45] als 
eine der Newroxschen Mechanik gleichwertige Formulierung ausgesprochen. 
(Es empfiehlt sich vor dem Studium dieses Teils eine sorgfältige Wiederholung 
jener Kapitel.) Trotzdem werden die Gleichungen hier nochmals auf einem 
anderen Weg abgeleitet, nämlich in engem Zusammenhang mit den Gleichungen 
der Elastizitätstheorie. Dabei besteht die Absicht, die Besonderheiten der Flüssig- 
keiten und Gase denen der elastischen Körper gegenüberzustellen. Außerdem 
läßt diese vergleichende Betrachtung besser die in der, Flüssigkeit vorhandenen 
Wechselwirkungskräfte erkennen, über die in [44] und [45] nichts Näheres aus- 
gesagt wurde. 


Die Haupteigenschaften von Flüssigkeiten und Gasen (künftig nur noch kurz 
und zusammenfassend als Flüssigkeiten bezeichnet) sind, verglichen mit denen 
eines elastischen Mediums: 


1. Die einzelnen Massenelemente der Flüssigkeit kehren nicht wieder in ihre 
Anfangslage zurück. Sie lassen sich im Bewegungsverlauf nur noch schwer 
individuell verfolgen. An die Stelle der individuellen Beschreibung beim elasti- 
schen Körper tritt daher zweckmäßig eine anonyme Beschreibung. 


2. Formänderungen irgendeines Flüssigkeitsvolumens erfolgen widerstandslos, 
wenn sie genügend langsam (quasistatisch) ablaufen. Die Flüssigkeit ist also 
beliebig deformierhar. 

3. Viele Flüssigkeiten leisten Volumenänderungen gegenüber einen starken 
Widerstand. Es herrscht Volumenelastizität, hauptsächlich gegenüber Kom- 
pressionen. Bei verhältnismäßig geringen Zugspannungen jedoch reißt die 
Flüssigkeit auf. 

4. Verschiedene Schichten einer Flüssigkeit können aneinander entlanggleiten, 
allerdings wächst mit zunehmender Relativgeschwindigkeit benachbarter Schich- 
ten die innere Reibung zwischen ihnen. 
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Die erstgenannte Eigenschaft der Flüssigkeit hat zur Folge. daß eine individuelle 
Beschreibung ihrer Bestandteile wie beim elastischen Medium hier unzweekmäßig 
ist. Ein Massenelement, das sich in dder Ruhelage bei r befand und bei einer Ver- 


rückung nach rovVer+öfet) (1) 


übergeht, kehrt im allgemeinen ohnehin nicht wieder nach r zurück. Daher ist die 
Bezeichnung r für ihn kein charakteristisches Merkmal. Es empfiehlt sich daher 
hier, die Größe r, die in der Elastomechanik die Ruhelage des betreffenden Punk- 
tes charakterisierte, aus den Gleichungen ganz zu eliminieren. Ein Bestandteil 
(ler Flüssigkeit, der zur Zeit t bei v’ angekommen ist, wird im darauffolgenden 
Zeitraum ö£ um Ö$(r', f) weiter verschoben: 

Vvor+ös(rt,t). (2) 


88 (r, £) stellt die Verschiebung des zur Zeit £ gerade bei v’” befindlichen Massen- 
elements dar (unabhängig davon, wo es ursprünglich einmal war). Durch den 
Übergang (2) von der Variablen x auf v’ sind die physikalisch unwesentlichen 
Anfangsorte der Flüssigkeit aus der Beschreibung bereits eliminiert, und die in 
den einzelnen Zeitabschnitten 6: stattfindenden Verrückungen 83 werden durch 
die Variabeln vr’ und t beschrieben. Die Variable r’ des jeweiligen Orts (zum 
Unterschied vom ursprünglichen) wird künftig nur noch kurz als x bezeichnet. 


Die in öt erfolgende Verrückung ist proportional zu Öf und wird entsprechend 


53 (1,1) = vlt, t)öt (3) 


«lurch ein Gesehwindigkeitsfeld v (rt, £) beschrieben. Es gibt die Geschwindigkeit 
ler zur Zeit £ gerade bei r befindlichen Flüssigkeit an. Bei festgehaltenem r und 
zunehmendem £ beschreibt v also die Geschwindigkeit ganz verschiedener indivi- 
dueller Flüssigkeitsbestandteile, die nacheinander ı passieren. Obwohl der Ort r 
eigentlich die gleiche physikalische Bedeutung wie r’ in (1) besitzt, wird er künftig 
nicht als Funktion, sondern nur noch als Variable benutzt. (Ausdrücke wiet,t... 
sind im Rahmen der Hydrodynamik also völlig sinnlos.) 


Nach der Verrückung (3) im Zeitraum ö2 wird die Veränderung eines Volumen- 
elements betrachtet, das zur Zeit t die Größe dr und zur Zeit t-+- St die Größe dr’ 
besitzt. Unter Berücksichtigung der relativen Volumenänderung von (714.8) ist 


dv 
dr j i ar | +3, stlar. (4) 
Besitzt also ein Geschwindigkeitsfeld v(t, £) die Eigenschaft 
vllt) & 
an Ö, (5) 


so bedeutet dies, daß irgendwelche individuellen Bestandteile der Flüssigkeit. 
die ein bestimmtes Volumen einnehmen, dieses Volumen im gesamten Zeitablauf 
wohl der Form, nicht aber dem Inhalt nach ändern. 
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Außerdem besitzt ein Geschwindigkeitsfeld Wirbel, wenn der Ausdruck 
= —- — xXovlr !) (6) 


von Null verschieden ist, denn © bedeutet nach [455] die Drehgeschwindigkeit, mit 
der die Umgebung von t starr um diesen Punkt rotiert. 

Durch den Übergang von der individuellen zur anonymen Beschreibung ist, 
wie bereits in [442] ausgeführt, die Erhaltung der Masse nicht mehr ohne weiteres 
gesichert, sondern muß durch eine zusätzliche mathematische Forderung aufrecht- 
erhalten werden. Wir betrachten zu diesem Zweck die Masse 


dm = u(u,t)dr, (N 
welche sich zur Zeit t gerade am Ort r im Volumen dr befindet. w(t, t) ist 
die Dichte der zur Zeit f gerade am Ort r befindlichen Masse. Dieselbe indi- 
viduelle Masse wird zur Zeit + öt als dm’ bezeichnet und befindet sich bei 


t+d83=r+DÖt. 
dm'’= dm (8) 


ist die Bedingung für die Massenerhaltung. Andererseits ist 
dm’ = u(t +88, t+öt)dr' 
= [ut + 22 55 + ee sı[1+ Sr 52]ar @ 


9 9 dv 
= ul )de+ät it rtu 5 | dr, 


denn in der Zeit dt ist die Masse dm von r nach r + 68 weitergerückt und be- 
findet sich im Volumenelement ö7’ von (4). Durch Entwicklung nach kleinen 
Größen entstehen die zweite und die dritte Zeile von (9). Wie der Vergleich von 
(9) und (7) zeigt, läßt sich die Bedingung (8) nur aufrechterhalten, wenn die 
Klammer im letzten Ausdruck von (9) verschwindet. Diese Bedingung liefert, wenn 
man die beiden letzten Terme der Klammer nach der Produktregel zusammenfaßt, 
in der Form 

du Aup 

ET wi 
die Kontinuitätsgleiehung. 


Zur Anwendung von (10) wird die in. irgendeinem endlichen Volumen OÖ be- 
findliche Masse 


Ü 0 
M=| war 1-aiu- [ar en 


betrachtet. J ist die pro Zeiteinheit durch die Randfläche hindurchtretende 
Masse, die als Oberflächenintegral über die Massenstromdichte uv dargestellt 


(ıl) 


30 Macke, Teilchen. 3. Aufl. 
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wird. Diese läßt sich nach dem Gaussschen Satz (453.8) in ein Volumenintegral 
umformen. Der Vergleich von (10) und (11) führt auf die Aussage 


M+J=0, (12) 


also auf die integrale Formulierung der Massenerhaltung. Diese Gleichung be- 
et nämlie ; 
deutet nämlich _5M-_-Mit-Jit. (13) 


das heißt, die Abnahme der in Ö befindlichen Masse M in der Zeit öt ist gleich der 
durch den Rand austretenden Masse J öt. Es kann also keine Masse verlorengehen. 


s12 Sehema der Bewegungsgleichungen 


Die Bewegungsgleichung erhält man auch hier. indenı man eine individuelle 
Masse dm im Zeitintervall ö2 verfolgt. Sie muß dem Newronschen Grundgesetz 


Amöv dt (NM 


genügen. dv ist die durch die Kraft hervorgerufene Gesehwindigkeitsänderung 
im Zeitintervall öf. In dieser Zeit rückt aber die Masse dm gleichzeitig von v 
nach x  vSf. so daß 


ö d 
Sp =plr vl, td) — vlt) = dt Frau vote. (2) 


gelten muß. Die Entwicklung für kleine öt liefert den letzten Ausdruck. Neben 
dv in (1) tritt dm = wer. f) dr auf. Genau genommen müßte an die Stelle des 
Arguments ein Mittelwert zwischen v und v + v6t treten. Die Abweichung ist 
mit öf klein. Da die linke Seite aber wegen (2) ohnehin klein in öt ist, kann dieser 
Unterschied vernachlässigt werden (verschwindet für 81 — 0). 

Die auf das Volumen dr wirkende Kraft wird entsprechend 


dr dr 
AR = FR, fdr+ fdrp (3) 
als Summe der auf dr wirkenden Einzelkräfte it, aufgefaßt. Wir unterscheiden 
wie früher in (732.3) volumenproportionale Kräfte, beschrieben durch die Kraft- 
dichte f, und Oberflächenkräfte, beschrieben durch einen Spannungstensor P. 
Die Oberflächenintegration um das Volumen dr liefert entsprechend (732.4) 
neben dr die Divergenz des Spannungstensors. 


Durch Zusammenfassung von (811.7) mit den Gleichungen (1) bis (3) entsteht 


g d | ’ fi) “ 
Ielar- Bar?“ f- er (4) 


als Bewegungsgleichung der Flüssigkeit. Mit gegebenen Werten für £ und P liefert 
die anonyme Beschreibung also in (4) und (811.10) ein System von vier Differential- 
gleichungen für die insgesamt vier Komponenten von wur. t) und v(r, £). Ver- 
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gleichen wir dieses System mit der allgemeinen Gleichung (752.7) des elastischen 
Körpers, so fällt auf, daß die linke Seite von (4) komplizierter ist insofern, als 
sie ein in pd quadratisches Glied enthält. Die Gleichungen der Hydrodynamik 
sind also nicht mehr linear. Die Vorteile linearer Gleichungen, wie Superponierbar- 
keit der Lösungen usw., fallen hier fort. 


Die wichtigste volumen- und daher massenproportionale Kraft ist die Sehwer- 
kraft, die auf die Masse dnı die Kraftwirkung d® = gdm ausübt. Sie läßt sich 
mit dA@ = fdr und dm = udr durch 


f= — nn mit U=—gr (5) 


darstellen. An der Erdoberfläche ist 9= —c,g und das Potential wie üblich 
U(t) = gz. Auch die in rotierenden Koordinatensystemen auftretende Zentri- 
fugalkraft läßt sich analog zu (5) beschreiben. Es gilt 

ou 


5: MD = (x v)?. (6) 


tf=—u 


Bildet man nämlich den Gradienten dieses Zentrifugalpotentials. so entsteht für 
die auf ein Volumenelement dr wirkende Kraft 
j gu = = ” 
fdr=— u des = —-dmöx[öxı). (7) 
Dies ist aber nach (254.17) gerade die Zentrifugalkraft. 


Im Spannungstensor P ist die gegenseitige Beeinflussung benachbarter Flüssig- 
keitsbestandteile enthalten. P muß daher im Sinne von 


P=P[u,v0]=P[u,0] + P mM 


durch die charakteristischen physikalischen Eigenschaften der Flüssigkeit, also 
a und v bestimmt werden. Bei nicht zu großen Geschwindigkeiten läßt sich P im 
allgemeinen nach v entwickeln, und die Reihe kann nach dem Glied erster Ordnung 
abgebrochen werden. P besteht dann aus einem geschwindigkeitsunabhängigen 
Anteil P[«, 0] und einem hinsichtlich der Geschwindigkeit vd linearen Anteil. 
Der erstere enthält den Druck. dessen Abhängigkeit von a durch die in [813] zu 
behandelnde Zustandsgleichung gegeben wird. Der geschwindigkeitsabhängige An- 
teil P enthält die in [814] zu besprechenden inneren Reibungen der Flüssigkeit. 
Außerdeni hängt der Spannungstensor P natürlich von den speziellen Material- 
eigenschaften sowie von der Temperatur ab. 


313 Die Zustandsgleiehung 


Der geschwindigkeitsunabhängige Anteil des Spannungstensors (812.8) soll in 
diesem Abschnitt untersucht werden. Da er für die Wechselwirkung benachbarter 
Flüssigkeitsbestandteile verantwortlich ist. müssen wir für seine Ableitung auf 
30* 
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die in [811] zusammengestellten Eigenschaften der Flüssigkeit zurückkommen. 
Die dort mit 4. bezeichnete Eigenschaft besagt, daß im ‚„quasistatischen‘“ Fall 
d— 0 benachbarte Flüssigkeitsschichten widerstandslos aneinander vorüber- 


gleiten können, weswegen die Tangentialspannungen verschwinden: 
Pa=Pa3=Pyu,=0. (1) 
Es können daher nur Normalspannungen auftreten. Wir betrachten in Abb. 813 


ein Volumenelement, auf das verschieden große Normalspannungen in den 
Richtungen 1 und 2 wirken. Unter solchen Umständen wird das Volumenelement 


2 
Pr 


>, 


T 


Abb. 813. Defor- 
mation eines 
Volumenelemen- 
tes durch ver- 
schieden große 
Normalspannun- 
gen P,, und P;s 


solange deformiert, was ja wegen Eigenschaft 2. der Flüssig- 
keit widerstandsfrei möglich ist, bis ein Ausgleich der Normal- 
spannungen P,,, Pa, und entsprechend auch P,, erreicht ist. 
Es muß daher 

Pı=Pa=Ps=-P (2) 


gelten. Die in dieser Gleichung definierte Größe p wird als 
Druck bezeichnet. Während bei einer Zugspannung ?,, > 0 
gilt, ist der Druck p > 0, wenn die an den Rändern des Volu- 
mens wirkenden Kräfte in das Volumen hineinzeigen. Die Vor- 
zeichenwahl der Größe p ist deshalb vorteilhaft, weil Flüssig- 
keiten unter dem Einfluß verhältnismäßig kleiner Zugspannun- 
gen bereits aufreißen, dagegen mit hohem Druck ? > 0 be- 


lastbar sind. Bei Gasen tritt überhaupt nur 9 > 0 auf. 


Für den geschwindigkeitsunabhängigen Teil des Spannungstensors gilt daher 
die Beschreibung 


P=-Ip Pr = — IP (3) 


in Tensor- und in Komponentenschreibweise. Für die in (812.4) auftretende 
Divergenz des Spannungstensors entsteht hier 


%I._ b) = 9 9p 
or - ar Ip I a P= er’ (4 


also der negative Gradient des (skalaren) Drucks. 

Die Materialgleichung, die beim elastischen Körper in der Form P[E] den 
Zusammenhang zwischen dem jeweiligen Zustand und den wirkenden Kräften 
festlegte, in einfachster Form als Hookesches Gesetz, stellt für die Flüssigkeit 
im Falle v = 0 nur eine skalare Funktion dar zwischen dem Druck p und den 
Größen, die den jeweiligen Zustand des Systems charakterisieren, ein Zusammen- 
hang 

p=pla,7,...], (5) 


der als Zustandsgleichung bezeichnet wird. Außer von der Massendichte u ist 
der Druck p nur noch von der Temperatur 7 und von sonstigen speziellen Material- 
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eigenschaften abhängig. Für ideale Gase gilt zum Beispiel, wie in der Thermo- 
dynamik [S131] untersucht wird, die Zustandsgleichung 


pyß=Mrr. (6) 


Hier ist r die Gaskonstante pro Masseneinheit, Ö das Volumen und M die Masse 
des Gases. Nach Einführung der Massendichte u = M/Ö wird hieraus 


p=urt. (7) 


Während (6) nur für ein Gas mit homogenen Eigenschaften gilt, kann (7) auch 
auf kleine Teilbereiche eines Gases angewandt werden, das keine einheitliche 
Massendichte u besitzt. Daneben existiert die differentielle Zustandsgleichung 


dp=durr (8) 


als ein Zusammenhang zwischen Änderungen dp und du von Druck.und Massen- 
dichte. Gleichung (8) gilt nur für isotherme Zustandsänderungen, das heißt 
Änderungen bei konstant gehaltener Temperatur. 


Oft tritt jedoch auch eine Temperaturänderung auf. Bei Schallausbreitung 
zum Beispiel entstehen Schwankungen dp und da von Druck und Massendichte, 
bei denen gleichzeitig die Temperatur r verändert wird. Sie verlaufen so rasch, 
daß in der Kürze der Zeit kein Temperaturgleichgewicht mit der Umgebung 
hergestellt werden kann. Änderungen, die so schnell erfolgen, daß praktisch 
keine Wärmeleitung innerhalb des Gases stattfindet, werden als adiabatische 
Änderungen bezeichnet, siehe [S 238]. Bei ihnen gilt 


D= w-konst. mit y-> 1 (9) 
für den Zusammenhang von p und 4 beim idealen Gas. y ist das Verhältnis der 


spezifisehen Wärmen c, und c,. 


Bei inkompressiblen Flüssigkeiten bleibt die Massendichte u unabhängig vom. 


Druck » konstant. Hier gilt 
ds 


0 (10) 


als besonders einfacher Fall einer Zustandsgleichung. 


814 Innere Reibung 


Für den gesamten in (812.8) definierten Spannungstensor der Flüssigkeit gilt 
nunmehr 


P=P[a,v]= — Ip(u) + Pfo]. 6) 


Das erste Glied enthält den Druckanteil, während der zweite Term P den Reibungs- 
tensor darstellt. Dieser Tensor soll voraussetzungsgemäß linear hinsichtlich der 
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Geschwindigkeit vd sein. Er darf aber nur bei echten Deformationen der Flüssig- 
keit von Null verschieden werden, wenn also tatsächlich Kompressionen oder 


Scherungen stattfinden. P muß demnach verschwinden an Orten, deren Um- 
gebung lediglich als Ganzes verschoben oder gedreht wird. Wir betrachten eine 
kleine Verrückung 68 = v öt der Flüssigkeit. Die dabei auftretenden Verzerrungen 
werden nach (734.3) durch 


- 


EI ns, 11% Ne 
ER nn rare voZ)st=86: ( 


pam 


® 


beschriehen. Demnach erzeugt ein Geschwindigkeitsfeld dv (r) gerade dann Kom- 
pressionen oder Scherungen, wenn der Tensor der Ver- 


y S E 
Y zerrungsänderung € + 0 ist. Daher kann für den Tensor P 

; P-P[E] mit E=E£fp] (3) 

[+ | f is angesetzt werden. P hängt in analoger Weise von E ab, 


wie früher P in der Elastizitätstheorie von &. Für 


Abb. 814. Entstehung Flüssigkeiten muß dann nach (734.2) 
einer Tangentialspan- 


nung P,, (Reibung) P=2n&E+ (m — 2m) ISpe (4 
durch aneinander vor- j en e 

beigleitende Flüssig- gelten (Isotropie), wobei die Materialkonstanten n und 

keitsschichten r’ — 2n an die Stelle der früheren Lam&schen Para- 


meter x und A treten. Der Tensor € wiederum hängt 
nach (2) in gleicher Weise vom Geschwindigkeitsfeld v ab wie früher € von s. 


Die Bedeutung der Komponenten des Tensors P soll an einfachen Beispielen 


untersucht werden. P, , ist die Kraft pro Flächeneinheit, die von der Geschwindig- 
keitskomponente v, auf eine Fläche mit Normalenrichtung 1 ausgeübt wird. 
Wir betrachten in Abb. 814 eine Flüssigkeit, deren Geschwindigkeitsfeld die 
Richtung 2 besitzt, bei der also v,=v,+0 ist, und seinen Betrag nur in Rich- 
tung 1 ändert. In diesem Fall enthält der durch (2) gegebene Tensor E nur die 


v 


Komponenten E,5 = €,,, und es wird 


Pa-g-nzE- 6) 


n wird als Koeffizient der inneren Reibung bezeichnet und ist zum Beispiel 
entscheidend für den Widerstand einer Flüssigkeitsbewegung durch ein Rohr, 
siehe [842]. 

In der Bewegungsgleichung tritt lediglich die Divergenz des Reibungstensors 
auf. Für P von (4) entsteht dabei mit 


N 
EEE: 3 1 Baur‘ x 
3 € Zr uns ob po En — >[Av Fe Spe= — (6) 
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der Ausdruck 


> Er 8 
Et nAv+(n Ta M 


Es werden hier ähnlich wie in (753.4 und 7) die Größen 


Ee,)= =, --x0 (8) 


eingeführt. Die erste von ihnen bedeutet für eine individuelle Flüssigkeits- 
menge am Ort r die relative Volumenzunahme pro Zeiteinheit, und die zweite die 
Drehgeschwindigkeit der Flüssigkeit in der Umgebung von r zur Zeit t. Es läßt 
sich zeigen, daß die rechte Ssite von (7) durch zwei Terme dargestellt werden 
kann, deren jeder nur von £ bzw. von & abhängt. Hierzu wird die entsprechend 
(215.9) durchgeführte Vektorzerlegung 


x (ge x0) a (9) 


ar or 


für die Divergenz des Reibungstensors (4). Der erste nur von © abhängige 
Anteil wird als Wirbelreibung bezeichnet und der zweite nur bei Volumenände- 
rungen & auftretende Anteil als Kompressionsreibung. 


815 NAVIER-Stokzssche Gleichungen 


Die einzelnen in den letzten vier Abschnitten besprochenen Gleichungen 
können nunmehr zu einem vollständigen, für die meisten Probleme der Hydro- 
dynamik und Aerodynamik geeigneten System von Bestimmungsgleichungen 
zusammengefaßt werden. w(t, it) und v(r,t) sind die am Ort r zur Zeit i vorhan- 
denen Werte von Massendichte und Geschwindigkeit der zufällig gerade dort 
vorhandenen Massen. Als erste wichtige Beziehung zwischen ihnen wird die 
Kontinuitätsgleichung 


9u ud _ 
KIZBETZEeR m) 


in unveränderter Form beibehalten. Sie enthält nach (811.11 bis 13) den 
Erhaltungssatz der Masse. 


Die zweite wichtige Beziehung entsteht aus der Bewegungsgleichung (812.4). 
Wir setzen voraus, daß sich die Kraftdichte gemäß 


r au 
I=- u, (2) 
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wie in (812.5 und 6) durch ein (möglicherweise zeitabhängiges) Potential U (t, t) 
beschreiben läßt. Der in (812.4) auftretende Spannungstensor P enthält gemäß 
(812.8) einen geschwindigkeitsunabhängigen Teil, der nach (813.3) durch —Ip 
mit p als dem Druck beschrieben wird, und einen in der Geschwindigkeit linearen 
Anteil P, dessen Divergenz durch (814.10) dargestellt wird. Die Bewegungs- 
gleichung erhält damit zunächst die Form 


0,0 1 &U 9 ö ö 
Klar +32 0 |9=-r dd v e ' 8) 


n und n’ sind die Koeffizienten der inneren Reibung, n beschreibt die Wirbel- 
reibung und n' die Kompressionsreibung. Um die linke Seite von (3) noch etwas 
umzuformen, wird wie in (456.10 und 11) die Vektorzerlegung 


d a d 
0x (45%) zo bu, ed (4) 


betrachtet. Im ersten Glied darf der Differentialoperator nur auf den mit | 
gekennzeichneten Faktor p wirken. Dieses Glied läßt sich nach der Produkt- 
und der Summenregel der Differentiation durch 


66 ae 5 
ar 9: "2 (8) 


ersetzen. Die Bewegungsgleichung (3) geht nun nach Division durch # und 
unter Verwendung von (4) und (5) in die Form 


» 
9] » " dp n 9 7 
[sr vr fan] 2x Im (6) 


über. (1) und (3) bzw. (6) sind die endgültigen Bewegungsgleichungen der 
Flüssigkeit. Sie werden als NAVIER-STOKESsche Gleichungen bezeichnet. 


Neben dem Potential U in (6) tritt ein Term 


) 
“ d 
ae] 


De 


(7) 


auf. das Druckpotential. Es besitzt die Eigenschaft 


dq dq 9» 1 9» 
or dp or u or e 


und führt damit zur Übereinstimmung der entsprechenden Terme in den 

Gleichungen (3) und (6). Die untere Grenze p, des Integrals kann beliebig ge- 

wählt werden. Bei inkompressiblen Flüssigkeiten ist die Dichte u konstant, und 

es gilt mit 9, =0° & 

p = konst. a- [FP- 2. (9) 
gi 
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Beim idealen Gas hingegen muß für u(p) die Zustandsgleichung (813.7) berück- 
sichtigt werden. Dann entsteht bei isothermer Zustandsänderung 


» p 
= dp ; dp u p e 
q Ir re | nr rrin r (10) 
De 


Pe 


für das Druckpotential. Trotzdem läßt sich auch bei kompressiblen Flüssigkeiten 
und Gasen der einfache Ausdruck (9) für einen weiten Anwendungsbereich in 
guter Näherung verwenden, wie noch in [822] ausführlich gezeigt wird. 


Die NavIER-STOkESschen Gleichungen (1) und (6), zu denen noch die Zustands- 


gleichung 
| u= u(p) (11) 


hinzutritt, stellen, wenn man die Komponenten einzeln zählt, insgesamt fünf 
Gleichungen dar. Aus ihnen können die fünf Unbekannten u, v und p als Funk- 
tionen von Ort r und Zeit t berechnet werden. Die Gesamtheit aller Lösungen 
dieser Gleichungen entspricht der Gesamtheit aller nur denkbaren Strömungs- 
felder, die sich untereinander durch verschiedene Anfangsbedingungen und 
Randeigenschaften unterscheiden. Die Hauptschwierigkeit für die Lösung dieser 
Gleichungen besteht darin, daß in ihnen die Unbekannten nichtlinear auftreten, 
so daß die Lösungen dieser Gleichungen sich nicht additiv überlagern. Während 
sich die Lösungen linearer Differentialgleichungen im allgemeinen. systematisieren 
und schematisch erfassen und überblicken lassen, ist dies für die Lösungen 
niehtlinearer Differentialgleichungen unmöglich. Die zu verschiedenen Anfangs- 
bedingungen gehörigen verschiedenen Lösungen nichtlinearer Differential- 
gleichungen zeigen im Gegensatz zu denen linearer Differentialgleichungen eine 
außerordentliche Fülle verschiedenartiger Formen und Erscheinungen. Es ist 
daher auch kein Zufall, daß die darstellende Kunst, soweit sie in ihren 
Themen physikalische Naturereignisse behandelt, stets solche auswählt, die 
durch nichtlineare Differentialgleichungen beschrieben werden. Das Spiel von 
Wolken und Wellen, das ja auch in den Gleichungen (1), (6) und (11) enthalten 
ist, eröffnet einen viel mannigfaltigeren Gestaltungsbereich als etwa die 
(linearen) Vorgänge, die bei der Ausbreitung von elektromagnetischen Wellen 
oder Schallwellen stattfinden. 


316 Systematische Unterteilung 


Nur wenige strenge Lösungen des vorliegenden nichtlinearen Systems der 
NAVIER-SToKgsschen Gleichungen sind bekannt. Um daher einen Überblick über 
die in diesen Gleichungen enthaltenen Aussagen zu gewinnen, ist es erforderlich, 
ihre allgemeinen Eigenschaften zu untersuchen. Damit wird ein zumindest 
qualitatives Verständnis der Bewegungsvorgänge in Flüssigkeiten gewonnen. 
Darüber hinaus müssen viele Spezialfälle einzeln untersucht werden, in denen 
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sich diese Gleichungen entsprechend vereinfachen. Zur Untersuchung dieser 
Spezialfälle sind folgende Unterscheidungen zu treffen: 


I. Die im letzten Glied von (815.6) enthaltene Kompressionsreibung n' wird 
künftig grundsätzlich vernachlässigt. Zur Begründung wird darauf hingewiesen. 
daß dieses Glied bei inkompressiblen Flüssigkeiten sowieso verschwindet und bei 
wenig kompressiblen Flüssigkeiten sehr klein ist. Andererseits zeigt aber die 
Erfahrung, daß gerade Gase, die ja stark kompressibel sind, nur eine sehr geringe 
Kompressionsreibung aufweisen. Sie spielt bei der Dämpfung von Schallwellen 
eine Rolle, siehe [Ü 82.3]. 

II. Je nachdem, ob das Geschwindigkeitsfeld v Wirbel aufweist oder nicht, 
also die Eigenschaften 
6) 


Der 
- 32 dr 


vd +0 u) 


besitzt, unterscheiden wir Flüssigkeitsströmungen mit Wirbeln und ohne Wirbel. 

III. Die zu untersuchenden Flüssigkeiten werden danach unterschieden, ob die 
in ihnen vorhandene und durch n beschriebene Reibung vernachlässigt werden 
kann oder nicht. Reibungsfreie Flüssigkeiten werden als ‚ideal‘ bezeichnet, 
Flüssigkeiten mit Reibung als ‚zäh“. 

IV. Hinsichtlich ihrer Zeitabhängigkeit werden die Strömungsfelder in sta- 
tische, stationäre und nichtstationäre unterteilt. Die letzteren können beliebig 
zeitabhängig sein. Bei stationären Lösungen hängen u, v und p nur von rt, nicht 
aber von der Zeit ab. Alle in den Grundgleichungen auftretenden Zeitableitungen 
verschwinden. Bei statischen Lösungen wird darüber hinaus noch vorausgesetzt, 
daß das Geschwindigkeitsfeld v selbst verschwindet. 

V. Die Flüssigkeiten genügen verschiedenen Zustandsgleichungen. Vor allem 
werden inkompressible und kompressible Flüssigkeiten unterschieden. Zu den 
letzteren gehören die idealen Gase, deren Zustandsgleichung bei isothermen .Vor- 
gängen die. einfache Form (813.7) besitzt. Bei adiabatisch verlaufenden Zu- 
standsänderungen dagegen muß (813.9) berücksichtigt werden. 

VI. Je nach der Ortsabhängigkeit der Funktionen u, v und ? liegen räumliche, 
ebene und eindimensionale Probleme vor. Dabei hängen je nach den gegebenen 
Anfangs- und Randbedingungen die charakteristischen Größen von allen drei 
Koordinaten x, y und z oder nur von zweien bzw. nur einer von ihnen ab. 


Der Aufbau der weiteren Kapitel dieses Teils über Flüssigkeiten und Gase 
berücksichtigt die hier gegebenen Fallunterscheidungen. Die Voraussetzung I 
wird künftig stets gemacht. Entsprechend der Fallunterscheidung II werden 
in [82] zunächst wirbelfreie Strömungen untersucht, zu denen wegen v(t, i) = 0 
auch die statischen Lösungen gehören ([821] Hydrostatik). Da die Reibungs- 
konstante n in (815.6) nur neben rot» auftaucht, spielt hier die Unterscheidung 
idealer und zäher Flüssigkeiten keine Rolle. Anschließend werden in [83] und 
[84] wirbelhafte Strömungen untersucht. und zwar entsprechend der Fallunter- 
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scheidung III solche idealer Flüssigkeiten in [83] und solche zäher Flüssigkeiten 
in [84]. Die weiteren Fallunterscheidungen IV bis VI werden innerhalb der ein- 
zelnen Kapitel getroffen. Um den Gesamtüberblick nicht aus dem Auge zu 
verlieren, sollte man sich im Verlaufe des weiteren Studiums immer wieder den 
im Rahmen dieses Abschnitts gegebenen Überblick vor Augen halten. 


Ähnlich wie in der Punktmechanik in [341] lassen sich auch hier die bekannten 
10 Erhaltungssätze angeben [85], die ein hydrodynamisches System als ab- 
geschlossen charakterisieren und zu denen noch der Erhaltungssatz der Masse 
hinzutritt. Auch in nichtabgeschlossenen Systemen liefern die entsprechenden 
Bilanzgleichungen einen vorzüglichen Einblick in das Kräftespiel der Strömung. 


82 Wirbelfreie Strömungen 


Zusammenfassung: Im statischen Gleichgewicht einer Flüssigkeit ist v = 0, und es 
gilt t—-0p/dr=0. Da im allgemeinen auch ft ein Potential besitzt, besagt diese Gleich- 
gewichtsbedingung, daß der Druck p überall durch das Potential mitbestimmt wird. Dieser 
Zusammenhang bestimmt die Höhenabhängigkeit des Drucks in Luft und Wasser, die Ober- 
fläche der rotierenden Flüssigkeit als Rotationsparaboloid und die Auftriebskräfte des 
schwimmenden Körpers. — In wirbelfreien idealen oder zähen, aber stationären Strömungen 
ist nach BERNOULLI die Größe v?/2 + U -- q(p) ortsunabhängig. Demnach ist keine Arbeit 
erforderlich, um ein Flüssigkeitsteilchen von irgendeiner Stelle her an eine andere Stelle zu 
bringen und dort der Strömung einzuordnen. Bei wirbelhaften idealen Strömungen gilt dieser 
Satz nur noch längs einzelner Stromlinien des Geschwindigkeitsfeldes vd (t). Wenn die Strömungs- 
geschwindigkeit v klein gegen die Schallgeschwindigkeit c ist, kann das Druckpotential q(p) 
näherungsweise durch p/u ersetzt werden. — In wirbelfreien Strömungen kann die Ge- 
schwindigkeit vd durch ein Potential D beschrieben werden. Es entstehen drei Bestimmungs- 
gleichungen für u, ® und p. Für kleine Schwankungen genügt das Potential der Wellen- 
gleichung D® = 0. Die Ausbreitungsgeschwindigkeit dieser Schallwellen wird durch die 
Zustandsgleichung in der Form dp/da = c* bestimmt. — Bei inkompressiblen Strömungen 
erhält die Kontinuitätsgleichung die einfache Form A® = 0. Diese Potentialgleichung und 
ihre Lösungen bestimmen das Strömungsfeld. Der zugehörige Druck p läßt sich unmittelbar 
angeben. — Beliebig geformte, aber zylindrische Hindernisse werden von Flüssigkeiten um- 
strömt: Die möglichen Strömungsfelder dürfen eire beliebige Zirkulation I’aufweisen. Die sich 
in der Praxis einstellende Lösung wird durch das Verhalten der Flüssigkeit in der Grenz- 
schicht am Hindernis bestimmt. Die Flüssigkeit übt Querkräfte auf das Hindernis aus, die 
durch £ = — uR x 0% I’ beschrieben werden. Der gewöhnliche Widerstand eines Zylinders in 
einer Strömung mit 7’= 0 wird durch die ideale Flüssigkeit nicht beschrieben, sondern ver- 
schwindet scheinbar. 


321 Hydrostatik 


Bei zeitunabhängigen Strömungen verschwinden zunächst die Zeitableitungen & 
und d des durch (815.1. 6 und 11) gegebenen Gleichungssystems. Ferner wird 
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den Voraussetzungen der Statik entsprechend d = 0 gesetzt, so daß nur noch 
die Gleichungen 


(1) 


für die Beschreibung hydrostatischer Probleme übrigbleiben. Dies sind zwei 
Gleichungen für die beiden Unbekannten p und u. Sind die Volumenkräfte I 
vorgegeben, so hat man zunächst entsprechend (815.2) das Potential U auf- 
zusuchen. Die erste Gleichung von (1) liefert die zugehörige Druckverteilung; 
aus der zweiten, der Zustandsgleichung, kann die zugehörige Massendichte u 
berechnet werden. Die eckige Klammer von Gleichung (1) muß überall orts- 
unabhängig sein. Diese Gleichung läßt sich also in der Form 


p(ı) P(t) 


dp _ IB 
vo +] vor ii) + f en = 


schreiben. Andererseits ist natürlich in dieser Gleichung die statische Gleich- 
gewichtsbedingung enthalten, denn bei Verwendung von (815.2 und 8) geht (1) 
nach Multiplikation mit u in 


| = I u(P) 


Auf eine ausführliche Darstellung der Hydrostatik soll an dieser Stelle ver- 
zichtet werden, da sie vom physikalischen Standpunkt aus keine wesentlich 
neuen Einsichten vermittelt und bei komplizierten Randbedingungen allenfalls 
nur rein mathematische Probleme aufwirft. Lediglich an einigen Beispielen soll 
das Wesentlichste erläutert werden. 


KR pP 
-1+22=0 (3) 


über. 


Als erstes Beispiel betrachten wir eine inkompressible Flüssigkeit im Schwerefeld. 
Hier werden die in (2) vorkommenden Größen (mit p, = 0) durch 


? 
U=yz, = (#) 

ersetzt. Gleichung (2) geht damit in 
P= Do + ug — 2) (5) 


über. In Abb. 821.1 ist ein solches Beispiel dargestellt. An der Wasseroberfläche 
muß der Druck p gleich dem Luftdruck p, sein. Dies ist eine einfache Rand- 
bedingung des Problems. Unabhängig von der Form des Gefäßes besitzt der 
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Druck p dann einen nur noch von der Höhe 2 abhängigen Wert. Nach unten, 
also mit abnehmendem z, wächst der Druck p linear. 

Befindet sich dagegen statt einer inkompressiblen Flüssigkeit ein ideales Gas 
im Schwerefeld, so muß das Druckpotential durch (815.10) beschrieben werden, 
und Gleichung (2) erhält hier die Form 

rin? ge -2)=0 (6) 
Po 
mit 9, als dem in irgendeiner Höhe z, vorhandenen Druck. p, ist zum Beispiel 
für z, = 0 der Druck an der Erdoberfläche und p(z) der Druck in der Höhe z. 
Die Auflösung von (6) nach p(z) ergibt die barometrische Höhenformel 


_ ge. 


p@)=me 7. Z) 


Auch hier nimmt der Druck wie in (5) nach oben ab, allerdings nicht linear, 
sondern exponentiell. Zum Vergleich mit Erfahrungswerten ist (7) noch nicht 
geeignet, denn hier wurde vorausgesetzt, daß in der gesamten Luftsäule die 
Temperatur 7 konstant sei. Für eine der Wirklichkeit besser entsprechende 
Berechnung von p(z) wäre die Höhenabhängigkeit der Temperatur 7(z) zuvor 
zu berücksichtigen. 


zZ 


PD 
2% ----4:--- 
1) aeg 7 
Abb. 821.1. Inkompressible Flüssigkeit unter Abb. 321.2. Inkompressible Flüssigkeit 
dem Einfluß der Schwerkraft. Rechts der unter dem Einfluß von Schwerkraft und 
zugehörige Druckverlauf p(z) Zentrifugalkraft 


Als drittes Beispiel wird der mit Wasser gefüllte rotierende Eimer von Abb. 821.2 
betrachtet. Auf die Flüssigkeitsbestandteile wirken Schwerkraft und Zentri- 
fugalkraft, die nach (812.5 und 6) durch das gemeinsame Potential 


UNM=-g-Zöxı=g-zoi@+y) (8) 


beschrieben werden. Zur Einführung von Koordinaten wird die z-Achse so ge- 
legt, daß ihre Richtung e, mit der der Vektoren —g und @ übereinstimmt. 
Vx?+ y? ist der Abstand eines Punkts von der Symmetrie- und Rotationsachse 
des Eimers. Das Wasser wird hier als inkompressibel vorausgesetzt, so daß (2) 
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in der einfacheren Form 


uU) + pl) = Mm (9) 


gilt. 2, ist. der Druck an irgendeiner Stelle, an der das Potential U verschwindet. 
Legt man den Ursprung des Koordinatensystems in den Schnittpunkt von 
Rotationsachse und Flüssigkeitsoberfläche, so ist p, gleich dem Luftdruck. 
Nach (9) muß auf jeder Potentialfläche U (rt) = konst. auch der Druck p konstant. 
sein. Der Druck an der Flüssigkeitsoberfläche aber ist konstant, nämlich gleich 
dem Luftdruck p,. Daher muß die Flüssigkeitsoberfläche auch eine Potential- 
fläche sein, und zwar die Fläche U (r) = 0, die nach (8) der Gleichung 


2 


2, +) (10) 


gehorcht. Bei der rotierenden Flüssigkeit besitzt die Ober- 
fläche also die Form eines Rotationsparaboloids. 


Als letztes Beispiel wird der Auftrieb untersucht, den 
Abb. 821.3. Auftrieb X, ein in der Flüssigkeit von Abb. 821.3 schwebender Fremd- 
eines nn ın Mer körper durch seine Umgebung erfährt. Wir berechnen 
BEDEN diesen durch die Kraft 8, gekennzeichneten Auftrieb 
nach folgender Überlegung: Zunächst denken wir uns 
ein Flüssigkeitsvolumen von der Form des Fremdkörpers aus der umgebenden 
Flüssigkeit „herausgeschnitten‘ und dann durch den Fremdkörper ersetzt. Dabei 
ändert sich am Gleichgewicht der umgebenden Flüssigkeit überhaupt nichts. 
Diese übt auf den Fremdkörper die gleichen durch den Spannungstensor P = -- Ip 
beschriebenen Kräfte wie auf die vorheı «dort vorhanden gewesene Flüssigkeit 
aus. Diese Kraftwirkung aber ist nach (722.3) 


Nu - air - (dr; P= -| dene, (il) 
Die Integration erfolgt über die Randfläche der „herausgeschnittenen“ Flüssig- 
keit mit nach außen gerichteter Normale df. Die weitere Umformung in (11) 
berücksichtigt den Gaussschen Satz (453.8) und die spezielle Form P = — Iy 
des Drucktensors. Nun wird die Gleichgewichtsbedingung (3) berücksichtigt, 
und es entsteht 


ta - fart ; far: =—-mg: (12) 


£ ist die Volumenkraft ag der im früheren Gleichgewicht (vor dem ‚‚Heraus- 
schneiden“) dort vorhanden gewesenen Flüssigkeit. Da die Schwerebeschleuni- 
gung g ortsunabhängig ist, kann die Integration sofort durchgeführt werden. 
Sie liefert das Resultat (12), in dem m die Gesamtmasse der „herausgeschnittenen‘“, 
also der vom Fremdkörper verdrängten Flüssigkeit bedeutet. Der Fremdkörper 
wird also in der Flüssigkeit scheinbar um das Gewicht der verdrängten Flüssig- 
keitsmenge leichter. 
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322 Bernouuuische Gleichung 


Die allgemeinen NAviEr-STokzsschen Gleichungen (815.1. 6 und 11) werden 
in diesem Abschnitt auf stationäre Strömungen, die den Bedingungen 
ü=0 se a) 


genügen, angewandt. Sie vereinfachen sich nach Vernachlässigung der Kompres- 
sionsreibung (n' = 0) zu 


p 
° Ivo? " dp n 9\ ß) \ 
| tr |) rar). 
Pe 


Bei wirbelfreien Strömungen (entsprechend den Voraussetzungen dieses Kapitels) 
gilt 
XD = & 
Ir x 0, 3) 
und die rechte Seite der letzten Gleichung (2) verschwindet. Die eckige Klammer 
dieser Gleichung wird also ortsunabhängig, und die Größe 


p 

2 WEN FE, De DB. ER 

Freut 26: -F, (4) 
Pe 


besitzt in der gesamten Flüssigkeit einen von r unabhängigen Wert. Diese Glei- 
chung ist als BernouLuısche Gleichung bekannt. Sie ermöglicht oftmals Aussagen 
über charakteristische Eigenschaften der Flüssigkeit, ohne daß man die voll- 
ständige Lösung der NAavier-Stokzsschen Gleichungen kennt. Gleichung (4) 
ist ein Analogon zum Energiesatz. Denkt man sich (4) mit der Masse dm = udr 
eines Volumens dr der Umgebung von rt multipliziert, so enthält der erste Term 
die kinetische Energie dieser Masse. der zweite die potentielle Energie und der 
dritte schließlich das Potential der von der Umgebung her wirkenden Druck- 
kräfte, das, wie man aus (4) selbst entnimmt, gleichwertig neben U auftritt 
und daher für die Bewegung der Masse dm die gleiche Rolle wie das Potential 
einer Volumenkraft spielt. Die Aussage der Gleichung (4) besteht also letzten 
Eindes darin, daß keine Arbeit erforderlich ist, um eine bestimmte Substanz- 
menge dm innerhalb der Flüssigkeit von einem Ort x zu irgendeinem anderen zu 
transportieren. Am neuen Ort besitzt sie dann die diesem Ort entsprechende 
Geschwindigkeit v(r). 


Die BErnotvLLische Gleichung (4) gilt nicht nur in stationären. wirbelfreien 
Strömungen, sondern — wenngleich in eingeschränkter Form — auch in wirbel- 
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haften, aber idealen Strömungen (n = 0), in denen die dritte der Bewegungs- 
gleichungen (2) die Form 


Fre vx (3. x0)+0 (5) 


besitzt. Obwohl die Untersuchung wirbelhafter Strömungen erst in [83] und [84] 
vorgesehen ist, empfiehlt sich die Behandlung dieser Frage bereits jetzt im 
Zusammenhang mit der BErnovLLischen Gleichung für wirbelfreie Strömungen. 
Wir denken uns das Stromlinienbild der Geschwindigkeitsverteilung v (r) im Sinne 
von [452] dargestellt und integrieren Gleichung (5) längs einer Stromlinie zwischen 
zwei Punkten rt, und r, die also beide auf der gleichen Stromlinie liegen. Bei der 
Integration der linken Seite von (5) entsteht zunächst ein totales Differential 
und dann 


fa - [ar-FW-ri. (6) 


Die rechte Seite läßt sich in 


13 


ze vx a xp)l= | (dx) Es x v 0 (7) 
; gr er; ) 


I 


umformen und verschwindet, weil die Vektoren dt und v gleichgerichtet sind. 
Die Stromlinien sind ja so definiert, daß sie überall die Richtung des Vektors v 
aufweisen, und der Integrationsweg war voraussetzungsgemäß so gewählt, daß dr 
überall die Richtung der Stromlinie besitzt. Also verschwindet (7) und damit das 
Integral (6). Bei wirbelhaften, aber idealen Strömungen gilt also die BERNOULLI- 
sche Gleichung (4) längs jeder einzelnen Stromlinie, nicht aber für den Vergleich 
von Punkten r und r,, die auf verschiedenen Stromlinien liegen. Im Wirbelfeld 
muß einer Flüssigkeitsmenge dm also Energie zugefügt oder entnommen werden. 
wenn sie auf eine andere Stromlinie transportiert und dem dortigen Stromlinien- 
bild eingefügt werden soll. 


Bei inkompressiblen Flüssigkeiten erhält (4) nach Multiplikation mit der Massen- 
dichte u = konst. die Form 


v2 


‚2 ; j 
HZ +HU+p=uL2+uU tm (8) 


und bedeutet die Energiedichte. 
Bei idealen Gasen oder anderen kompressiblen Flüssigkeiten tritt an die Stelle 


der Druckarbeit p in (8) der kompliziertere Ausdruck u f "ap (p). Es läßt sich 
nachweisen, daß Gleichung (8) auch unter sehr viel allgemeineren Voraussetzungen 
bei kompressiblen Flüssigkeiten näherungsweise gültig bleibt. Zu diesem Zweck 
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wird das bereits in (815.7) eingeführte Druckpotential für kleine Druckdifferenzen 
P — 2, entwickelt: 


p 
3 dp E _ () PR IRRE. ns 5) 
et (9) 
De 

u (2 n ee 

au a (P= Po) dp u(p) Kan 
Bei geeigneter Wahl von p. wird 9, = Po/,, und es gilt bis zu Gliedern zweiter 
Ordnung = ? 1 ( Y() ige (10) 

Ko 3 \ 4% dp DP=D 


Für nicht zu große Druckunterschiede p — pg innerhalb des Strömungsfeldes 
kann also q = p/u, gesetzt werden, wie das in (8) bei inkompressiblen Flüssig- 
keiten möglich war. 

Um die Bedeutung des Zusatzterms in (10) zu erkennen, betrachten wir ein 


Strömungsfeld, in dem keine Volumenkräfte auftreten, in dem also U konstant 
bleibt. Bedeutet hier p, den Druck an einer Stelle mit v, = 0, so gilt 


v2 v2 
P=SM-UZrM- My: a2 
Später in [824] wird gezeigt, daß die Zustandsgleichung p = p(u) durch 
dp Re © 


eine Größe c von der Dimension einer Geschwindigkeit definiert, die mit der 
Ausbreitungsgeschwindigkeit von Schallwellen in der Flüssigkeit identisch ist. 
Bei vollständig inkompressiblen Medien wird c — oo. In ihnen können sich keine 
Schallwellen ausbreiten. Mit (11) und (12) wird also das Zusatzglied in (10) 
1 (p-p20) d l ?- v\2 : 

Diese Form läßt erkennen, daß das Zusatzglied in (10) mit dem Faktor (v/c)? 
nur bei großen Strömungsgeschwindigkeiten v eine Rolle spielt, nämlich wenn v 
die Größenordnung der Schallgeschwindigkeit c erreicht. Bei den meisten Strö- 
mungsproblemen ist dies nicht der Fall. 

Einige technische Anwendungen der BERNOULLI- 
schen Gleichung sollen diesen Abschnitt abschließen. 
In Abb. 822.1 ist ein Bassin dargestellt, das mit einer 
inkompressiblen Flüssigkeit gefüllt ist und am unteren 
Ende eine Öffnung besitzt. Die BerxovLuische Glei- 
Abb. 822.1. chung liefert hier in der Form 


Zur Berechnung der Aus- ” 7 
flußgeschwindigkeit einer > +92 + ?- a +9% + B (14) 
inkompressiblen Flüssigkeit u a 


31 Macke, Teilchen. 3. Aufl. 
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eine Bedingung für die Austrittsgeschwindigkeit v. Die Höhe des Bassins sei 
2, — 2=h. Das Bassin sei so groß, daß der obere Spiegel sich nur langsam senkt, 
so daß v,=0 gesetzt werden kann. Auch an der unteren Öffnung wirkt nur der 
Luftdruck p = ?,. Damit entsteht 


v= V2gh (15) 


für die Ausströmungsgesehwindigkeit. Vorausgesetzt wurde bei dieser Ableitung, 
daß das gesamte Strömungsfeld der Flüssigkeit einigermaßen wirbelfrei ist. 
Bemerkenswerterweise stimmt (15) mit der Geschwindigkeit & in (131.14) überein, 
die ein Stein nach Durchfallen einer Höhe h=2,— x erhält. 


Pr N Als zweites Beispiel wird das in Abb. 822.2 dar- 

e gestellte Pranptısche Staurohr betrachtet, das Ge- 
Ar schwindigkeitsmessungen an einem Flugkörper er- 
—__Bewegungsrichtung möglicht. Gleichung (8) mit U= U, liefert den Zu- 

des Flugkörpers sammenhang zwischen den Drücken und Geschwindig- 

Abb. 822.2. keiten an beiden Öffnungen des Rohres. Am vorderen 
Pranprusches Staurohr Ende des Flugkörpers kann die Geschwindigkeit aus 
an einem Flugkörper Symmetriegründen keine tangentiale Komponente be- 


sitzen. Die zugehörige Normalkomponente aber ver- 
schwindet: es ist v,= 0 und p, der zugehörige „Staudruck‘. Am anderen Ende des 
Rohrs ist die Geschwindigkeit v vorwiegend tangential und stimmt näherungs- 
weise mit der Fluggeschwindigkeit überein. p, p, und v hängen somit über (11) 
miteinander zusammen. Die Druckdifferenz p, — p im Rohr wird gemessen und 


Mit zunehmendem v wird eine kritische Geschwindigkeit v,, = V2po/u erreicht, 
bei der p verschwindet. Bei noch größeren Geschwindigkeiten wir] p<0. Das 
bedeutet, die Flüssigkeit ‚reißt auf“. Dieser Effekt führt bei Schiffsschrauben 
zu schwersten Belastungen des Materials und ist dert als „Kavitation‘“ be- 
kannt. 


Bei Rohrleitungen schreibt man die BERnouLLIsche Gleichung (8) mit U=gz 
in der Form 


B, a 
Fr Pa 


ng ns) 


z, ist diejenige Höhe, bei der mit verschwindender Geschwindigkeit v, auch der 
Flüssigkeitsdruck p, verschwindet. Die drei Terme der linken Seite werden 
in der Technik als Druckhöhe, Geschwindigkeitshöhe und Ortshöhe bezeich- 
net. Eine Durchströmung des Rohrnetzes kann nur in Höhen 2 <z, erfolgen. 
Die innere Reibung der Flüssigkeit wird im allgemeinen durch ein ent- 
sprechendes Zusatzglied als „Energiehöhenverlust‘“ eingeführt und empirisch 
berücksichtigt. 
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823 Potentialströmungen 


Den Voraussetzungen des Kapitels entsprechend werden wirbelfreie Strömungen 


b) 

Zr xt) =0 (1) 
betrachtet. Welche wichtige Rolle diese auch im Zusammenhang mit wirbelhaften 
Strömungen spielen, kann erst in den nächsten Kapiteln gezeigt werden. Hier 
wird die Wirbelfreiheit lediglich vorausgesetzt. Die NAVIER-STokesschen Glei- 
chungen (815.1, 6 und 11) nehmen dann die einfache Form 


p 
ER. -0 u=u(p) a 2) 


an. Sie enthalten wie früher fünf Gleichungen für die zu bestimmenden Größen 
A, d und 2. 

Die in (1) vorausgesetzte Wirbelfreiheit der Flüssigkeit ermöglicht es, das 
Geschwindigkeitsfeld v (tr, t) durch ein Potentialfeld ®(r, t) zu beschreiben, siehe 
[235]. Das letztere soll so beschaffen sein, daß die Potentialflächen von den Strom- 
linien der Geschwindigkeit senkrecht durchstoßen werden. Sollen dabei außerdem 
die Stromlinien in Richtung abnehmender Werte ® der Potentialflächen verlaufen, 
so muß 


a9-P dır=-vdı (3) 


gelten. Diese Gleichung sorgt dafür, daß die Potentialfunktion ® beim Übergang 
von r—r-+dr nur abnimmt, wenn dr in die Richtung der durch r laufenden 
Stromlinie des Feldes v(r) zeigt, und konstant bleibt, wenn dt | v und damit in 
der Potentialfläche liegt. Das Potentialfeld der Geschwindigkeit berechnet sich 
durch Integration von (3) gemäß 


D(d)= Bin) - far vr). (4) 


Der Wert ®(r,) an irgendeinem Punkt r, kann willkürlich vorgegeben werden. 
Kennt man das Potential ® bereits und möchte das Geschwindigkeitsfeld wissen, 
so ist nach (3) 


= —- —— (5) 


zu bilden. Die Bedingungen dafür, daß ein solches Potentialfeld überhaupt 
existiert, lauten 


d a 
$drv=0 Ze rd=0. (6) 


31* 
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Die erste Gleichung muß für beliebige geschlossene Wege erfüllt werden, damit 
das Integral in (4) nicht vom Wege und daher nur noch von den Anfangs- und 
Endpunkten r, und r abhängt. Die zweite Bedingung ist erforderlich, damit v 
in (5) als Gradient dargestellt werden kann. Beide Bedingungen sind nach dem 
Stokzsschen Satz (455.10) gleichwertig. 


In den Grundgleichungen wird die Geschwindigkeit dv überall mit (5) durch 
das Geschwindigkeitspotential ® ersetzt. Dabei entsteht zunächst 


RT TE {M 
für die Kontinuitätsgleichung. Die Bewegungsgleichung erhält die Form 
» 
Ö) 9B 1/9912 dp | _ 
dr - FT arfıu Far|-o (8) 
De 


Die eckige Klammer dieser Gleichung muß also ortsunabhängig sein. Sie darf 
aber von der Zeit abhängen. Wir können für diese Klammer daher prinzipiell 
U,+ f(t) mit einer willkürlichen Funktion f(f) ansetzen. Andererseits können 
wir das Potential ® überall ersetzen durch 


>90 +[ar fie) d>d+rW), (9) 


ohne daß sich dabei das zugehörige Geschwindigkeitsfeld (5) ändert. Bei dem 
Übergang (9) aber tritt in (8) ei. Glied + f zur Klammer hinzu, das die Größe f(t) 
unseres Ansatzes kompensiert. Der in (8) noch auftretende Gradient von ® 
bleibt von dem Übergang (9) unbeeinflußt. Damit ist gezeigt, daß 


2 


98 1,7981, dp _ 
ae 2 
De 


Gleichung (8) ersetzt und genauso allgemeingültig ist. Die auf der rechten Seite 
von (10) noch mögliche Zeitfunktion f(t) ist also mit in die Definition des Geschwin- 
digkeitspotentials hineingenommen worden. Die Gleichungen (7), (10) und die 
Zustandsgleichung u = u(p) bleiben als Bestimmungsgleichungen für die Un- 
bekannten u, ® und » der Potentialströmung übrig. Nachdem ® bekannt ist. 
wird das zugehörige Geschwindigkeitsfeld » entsprechend (5) berechnet. 


Bei wirbelfreien Strömungen vereinfacht sich das hydrodynamische Problem 
daher insofern, als an Stelle des Vektorfeldes v nur noch ein skalares Feld ® zu 
berechnen ist. In den folgenden Abschnitten werden Spezialfälle der Potential- 
strömung untersucht. 
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824 Schallwellen 


Es werden kleine Schwankungen kompressibler Flüssigkeiten untersucht. Die 
charakteristischen Größen können entsprechend 
®=-8+5® u=üH+öy p=d+öp WU 
durch ihre Mittelwerte sowie die kleinen Abweichungen ö®, öu und 6» dargestellt 
werden. Kleine Größen von zweiter und höherer Ordnung sollen in allen Glei- 
chungen vernachlässigt werden. Zunächst wird die Bewegungsgleichung in der 
Form (823.10) betrachtet. Eventuelle äußere, durch U dargestellte Kräfte werden 
als zeitunabhängig vorausgesetzt. Für die Zeitableitung dieser Gleichung entsteht 
dann bei Berücksichtigung der Kontinuitätsgleichung in der Form (823.7) 


» 
® 9,1 % \2 f dp 1 dp du dp 19 098 (2) 
a2  9t|2 2) u(p) u du 9 du u aM 


Das in ® quadratische Glied verschwindet, weil © als konstant (ortsunabhängig) 
vorausgesetzt wird, so daß nur 
BD \2 958 \2 P 
ee = 
übrigbleibt und als klein von zweiter Ordnung vernachlässigt werden kann. 
Im letzten Ausdruck von (2) kann u beide Male durch & und dp/du durch dp/du 
ersetzt werden, da 9®/dr bereits klein von erster Ordnung ist. 


Zur Abkürzung werden die Bezeichnungen 


eingeführt. Die Bestimmungsgleichung des Geschwindigkeitspotentials wird so 


| D8d=0. | (5) 


Dies ist die bekannte Form einer Wellengleichung. Wie bereits in (753.5 und 11) 
gezeigt wurde, enthält sie Lösungen 
Dt, t) = fix — ct) (6) 

mit willkürlichen Funktionen f. (6) stellt eine ebene Welle dar, die sich in x-Rich- 
tung mit der Geschwindigkeit c ausbreitet. Damit ist die Bedeutung der in (4) 
definierten Größe c als Ausbreitungsgeschwindigkeit des Schalls erwiesen. In 
allen Details wird die Theorie der Wellengleichung (5) im Band ‚‚Wellen“ unter- 
sucht, so daß hier nicht weiter darauf eingegangen zu werden braucht. 

Die charakteristischen Größen der Flüssigkeit lassen sich aus ® direkt berechnen. 
Für das Geschwindigkeitsfeld entsteht nach (823.5) im vorliegenden Falle (6) 


FT ka 2 7 M) 
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Die Flüssigkeitsschwankungen bewegen sich also vor- und rückwärts in Aus- 
breitungsrichtung. In idealen Flüssigkeiten existieren offenbar nur longitudinale, 
nicht aber transversale Wellen. Für die Massendichte gilt nach (823.7) unter 
Zuhilfenahme der Wellengleichung und bei Vernachlässigung von Gliedern höherer 
Ordnung im Sinne von (1) 


ü=RAd-58. (8) 
Diese Gleichung wird durch 
e 1. 8 
v=all+ 579] (9) 


befriedigt. Schließlich läßt sich auch noch der Druck aus ® berechnen. Unter 
Zuhilfenahme von (1) und (4) gilt 


p=P-sp=p+cön, (10) 
so daß entsprechend (8) und (9) 


gesetzt werden kann. Ist also das Potential ®(t, t) bekannt, so berechnen sich 
die örtlichen und zeitlichen Schwankungen der Größen v, u und p über die Glei- 
chungen (7), (9) und (11) aus Sit, t). 


825 Inkompressible Strömungen 


. Die wirbelfreie inkompressible Strömung kann als Potentialströmung durch 
die Gleichungen (823.7 und 10) beschrieben werden. Wegen der Inkompressibilität 


ilt ; 
2 ü=0. Ü) 


Es bleiben nur noch zwei Felder zu berechnen, nämlich das Geschwindigkeits- 
potential ®(t, t) und der Druck p(t, t). Die Kontinuitätsgleichung erhält mit (1) 
und dem in (743.11) eingeführten LarLAczschen Operator die einfache Form 


Ad=0. (2) 


Sie bestimmt das Geschwindigkeitspotential ® (t, £), aus dem sich die Geschwindig- 
keit v (tr, £) nach (823.5) berechnen läßt. Gleichung (2) wird als Potentialgleichung 
bezeichnet. In der Potentialtheorie, einem Spezialgebiet der Mathematik wird 
diese Gleichung genauer untersucht. Sie spielt bei vielen anderen Problemen der 
theoretischen Physik eine wichtige Rolle. 
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Die Bewegungsgleiechung, die bei der Potentialströmung die Form (823.10) 
erhalten hatte, lautet hier bei der inkompressiblen Potentialströmung 


98 1 [991 er 
-a tl) re: (3) 
Sie kann benutzt werden, um nach vorhergegangener Berechnung des Geschwin- 
digkeitspotentials © den Druck p zu bestimmen. Da diese Gleichung direkt nach 
p auflösbar ist, bedeutet die Bestimmung der zugehörigen Druckverteilung 
?(t, i) kein Problem. Die Hauptaufgabe bei inkompressiblen Strömungen besteht 
also lediglich im Aufsuchen von Lösungen der Potentialgleichung (2), die den 
Rand- und Anfangsbedingungen des jeweiligen Problems genügen. Da die Zeit 
nicht mehr explizit in Gleichung (2) vorkommt, können zeitabhängige Geschwin- 
digkeitspotentiale nur auftreten, wenn die Randbedingungen des Problems, die 
bei der partiellen Differentialgleichung den Integrationskonstanten der gewöhn- 
lichen Differentialgleichungen entsprechen, zeitabhängig vorgegeben sind. Dann 
aber ändert sich ® gleichzeitig mit den Randbedingungen. Darin kommt die 
unendlich große Schallgeschwindigkeit inkompressibler Flüssigkeiten zum Aus- 
druck (du/dp = 0; c= oo). Im weiteren werden als Beispiele nur stationäre 
Lösungen betrachtet, bei denen ®(rt) nicht von der Zeit abhängt. 


Zum Studium der Potentialgleichung (2) werden irgendwelche Lösungen be- 
trachtet und auf ihre physikalischen Eigenschaften hin untersucht. Zunächst 
ist leicht einzusehen, daß 


®=0 D = konst. (4) 


triviale Lösungen der Potentialgleichung (2) sind. Für das zugehörige Geschwin- 
digkeitsfeld gilt v = 0. Die Lösungen (4) entsprechen also der Hydrostatik. 


Um weitere Lösungen von (2) zu finden, beachten wir, daß der Operator A 
nur Ableitungen zweiter Ordnung enthält. Ein in x, y und z linearer Ausdruck 
muß daher bei Anwendung von A verschwinden. Daher ist auch 


Ö=-ar+d (5) 


eine Lösung. Die Potentialflächen sind Flächen x = konst. Das zugehörige 
Geschwindigkeitsfeld ist nach (823.5) 
9» 


Var m +a8,. 


(6) 


Es beschreibt eine Geschwindigkeitsverteilung, die die Richtung e, besitzt, im 
ganzen Raum konstant ist und den Betrag a hat. Weiter betrachten wir die 
Linearkombination 


= -ax—-by-ez+d=-ur+d, (7) 


die ebenfalls der Potentialgleichung (2) genügt. Die zugehörigen Potentialflächen 
sind Ebenen. Die Berechnung der Geschwindigkeit nach (823.5) gibt v = a. 
Die Lösung (7) beschreibt also eine Strömung mit konstantem Geschwindigkeits- 
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feld (Abb. 825.1a). Die in (5) und (7) auftretende Konstante d spielt physikalisch 
keine Rolle. 
Als Beispiel einer weniger trivialen Lösung wird die Funktion 
B-0n= (8) 
betrachtet. Dabei ist r= Yx?+y? +22. Es handelt sich also um eine kugel- 
symmetrische Lösung. Die Potentialflächen sind Kugelflächen um den Koordi- 
natenursprung. Auch (8) ist (mit Ausnahme der Stelle r = 0) eine Lösung der 


Ö=- konst. 


7 


d) 


Abb. 825.1. Geschwindigkeitsfeld v und Potentialflächen ® = konst. für spezielle Lösungen 
der Potentialgleichung AB = 0 


a) Konstantes Geschwindigkeitsfeld, b) Kugelsymmctrie, c) Zylindersymmetrie 


Potentialgleichung, wie man durch Einsetzen und Differenzieren leicht bestätigt. 
Das zugehörige, in Abb. 825.1b dargestellte Geschwindigkeitsfeld beschreibt eine 
punktförmige Quelle im Koordinatenursprung, von der aus die Strömung gleich- 
mäßig nach allen Seiten erfolgt. Die zugehörige Geschwindigkeitsverteilung ist 
9» dr dd rc 

dt at dr 


(9) 


dp = 


In der Zeiteinheit wird das Flüssigkeitsvolumen 


7- Main-Mur&=4rc (10) 


durch eine Kugelfläche vom Radius r transportiert. J wird als Flüssigkeitsstrom 
bezeichnet. Das Ergebnis ist — wie zu erwarten — unabhängig von r. 4 C ist 
das pro Zeiteinheit erzeugte Flüssigkeitsvolumen. (Es wird von der Quelle bei 
rt = 0 stationär nachgeliefert.) 


Die zur z-Achse axialsymmetrische Lösung hat die Form 


®=©(Ya+yP)= Ch 


1 

— 11 
Ve+ y 
Beim Einsetzen von (11) in (2) wird die Potentialgleichung wieder im ganzen 
Raum befriedigt außer auf der z-Achse = y=0, auf der sich Quellen (oder 
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Senken) befinden müssen, um einen stationären Strömungsverlauf zu ermög- 
lichen (Ahb. 825.1e). 


Die Linearität der Potentialgleichung (2) hat zur Folge, daß mit jeder Lösung 
®, und D, auch 
®= 4,8, +4,0, (12) 


mit beliebigen Werten der Konstanten A, und A, wiederum eine Lösung ist (Be- 
weis wieder durch Einsetzen). Weitere Lösungen erhält man durch Differenzieren 
von Lösungen, wie (8) und (11), nach x, y oder z. Das ist möglich, da die Reihen- 
folge von Differentiationen bekanntlich beliebig ist. 


Das Hauptproblem der Potentialtheorie besteht darin, Lösungen der Potential- 
gleichung (2) zu finden, die gegebene Randbedingungen erfüllen. Die erste Rand- 
wertaufgabe (DirICHLETsches Randwertproblem) besteht entsprechend 


Ad)=0 DR) = FR) (13) 


darin, diejenige Potentialfunktion ® zu suchen, welche an den Randpunkten R 
gegebene Werte /(R) besitzt und im Innern die Potentialgleichung erfüllt. Diese 
Aufgabe ist prinzipiell eindeutig lösbar. Die zweite Aufgabe (NEumAnNsches 
Randwertproblem) besteht entsprechend 


Ad(d)=0 — En RN =gR) (14) 


darin, diejenige Potentialfunktion-® im Innern des Gebiets 
zu suchen, welche die Potentialgleichung erfüllt und deren 
Ableitung in Normalenrichtung n (ins Innere gerichtet, siehe 
Abb. 825.2) am Rande des Gebiets gegebene Werte —g(R) 
besitzt. Drittens ist es noch möglich, Randwertaufgaben so 
Abb. 825.2. Begren- zu formulieren, daß für einen Teil der Randpunkte die 


zung des Gebietes, n Funktion ® (ft), für einen anderen Teild®/dn vorgegeben ist. 


dem die Potential- a e B . En 
gleichung:gilt, dnreh Zum Beweis, daß die drei Randwertaufgaben eindeutig 


den Rand R mit der lösbar sind, wird die nach der Produktregel durchgeführte 


Normalen- Vektoroperation 
richtung n(R) ° 98 98 98 m 
or (® 37) = or 9r +PAP (15) 


betrachtet. Ist ® eine Funktion, die der Potentialgleichung (2) genügt, so ver- 
schwindet der zweite Term auf der rechten Seite, und nach Integration von (15) 
über das gesamte Volumen des Gebiets von Abb. 825.2 entsteht mit dj= —dfu 


gemäß 
je) - Bao -- hu (16) 


ein Oberflächenintegral. Diese Gleichung kann zum Beweis für die Eindeutigkeit 
der Lösungen in den Randwertaufgaben 1 bis 3 verwendet werden. Wir nehmen 
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an, wir hätten zwei Lösungen ®, und ©,, die beide die Potentialgleichung und 
die zugehörigen Randbedingungen (13) oder (14) oder eine Mischung von ihnen 
erfüllen. Dann muß die Differenz ® = ®, — ®, ebenfalls die Potentialgleichung 
erfüllen. Für jeden Randpunkt gilt je nach den Randbedingungen 


DR = PR) - BER) = FR) - FR) = 0 


98 98 9®, K 17) 
oder: u az - HR +HIN) = 0. 


In beiden Fällen verschwindet das Oberflächenintegral (16) und damit auch die 
linke Seite überhaupt. Hier aber ist der Integrand positiv definit und muß daher 
selbst an allen Orten verschwinden. Dies ist nur möglich für 


D=®, — D, = konst., (18) 


wenn sich also die beiden Lösungen ®, und ®, lediglich um eine Konstante unter- 
scheiden, die für die Berechnung der Geschwindigkeit (823.5) ohne Belang ist. 
Insbesondere im Falle der ersten (und dritten) Randwertaufgabe muß die Bedin- 
gung (18) gleichzeitig an den Randpunkten erfüllt sein, wo entsprechend (17) 
die Konstante den Wert 0 erhält. In diesen Fällen wird also die Potentialfunktion 
eindeutig bestimmt, während bei der zweiten Randwertaufgabe (14) noch eine 
Konstante frei wählbar bleibt. 


Zur physikalischen Bedeutung der Randwertaufgabe (14) ist zu vermerken, 
daß g(R), wie der Vergleich mit (823.5) zeigt, mit der Normalkomponente vy (R) 
der Geschwindigkeit am Rande übereinstimmt. Die Randwertaufgabe (14) zeigt 
daher, daß durch die bloße Vorgabe der- Normalkomponente der Geschwindigkeit 
am Rande des Gebiets die gesamte Potentialströmung vd eindeutig festgelegt 
wird. Die Tangentialkomponenten der Geschwindigkeit können also nicht zusätz- 
lich vorgegeben werden, sondern werden durch die Lösung des Problems mit- 
bestimmt. Verschwindet zum Beispiel die Normalkomponente vy (R) am gesamten 
Rand; so folgt ® = konst. und v(t) = 0 im Innern des Bereichs. Im abgeschlos- 
senen Flüssigkeitsvolumen ohne Zu- und Abfluß gibt es nur die triviale Potential- 
strömung der völligen Ruhe. Alle sonst noch physikalisch möglichen Strömungs- 
bilder (Rotation einer Flüssigkeit im zylindrischen Behälter) besitzen Wirbel 
und sind daher keine Potentialströmungen mehr. 


326 Ebene Potentialströmung und Zirkulation 


In diesem Abschnitt werden nur ‚ebene‘ Strömungen betrachtet, deren 
Potential ® (x, y) nur von zwei Variabeln, also nicht von z abhängt. Die Potential- 
gleichung lautet hier 

ar 9? 2 = 
Ada) = 45 + 49a) 0. 0) 
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Die rotationssymmetrische Lösung 
Ö(r)=Cin — r= Ve+y (2) 


haben wir bereits in (825.11) kennengelernt. Bei Einführung des zweidimensionalen 
Vektors r = e,x + e,y wird das a Geschwindigkeitsfeld: 


9» C dr t 
v dr -02 jur = ar (3) 


Es beschreibt eine stationäre, gleich- 
mäßige Strömung nach allen Seiten, 
die entsprechend Abb.825.1c ihre 
Quellen auf der z-Achse besitzt. Von 
oben betrachtet ist dieses Strö- 
mungsbild in Abb. 826.1a wieder- 
gegeben. Die Stromlinien von vd 
zeigen strahlenförmig nach außen, a) b) 

die Potentialflächen sind Kreis- Abb. 826.1. Rotationssymmetrische 
zylinder. In der Darstellung von Quellströmung (a) und Zirkulationsströmung (b) 
Abb. 826.1a sind sie Kreise. 


Daneben gibt es auch das in Abb. 826.1b dargestellte Strömungsbild, in dem 
gegenüber la die Stromlinien und Potentiallinien vertauscht sind. Es beschreibt 
eine Flüssigkeit, die sich um die z-Achse herum bewegt. Diese Umströmung der 
<-Achse wird durch das Potential 


‚d=konst. 


Ö-konst. 


9 


DP=-ap (4) 


besehrieben. Die Potentialflächen sind Halbebenen an der z-Achse mit dem 
Winkel p gegen die x-Achse. Die Darstellung des Potentials als Funktion ® (x, y) 
kann in der Form 

B=—aarctan (5) 


erfolgen. Die zugehörigen Geschwindigkeitskomponenten lassen sich aus den 
Ableitungen 


9» a/x _ 2a __ ©a 
y I+Wa® du (6 
9» —ayja? —- ya ya 


9x 1+ (y/x)? x + y? r? 


bestimmen. Ihre Zusammenfassung ergibt 


Mit Hilfe der Gleichungen (6) wird gezeigt, daß die Potentialgleichung 


CR) d ya 9 za 
A®  M dan y r 0 (8) 
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ebenfalls von der Strömung (4) erfüllt wird. Das Linienintegral auf einer beliebigen 
geschlossenen Kurve um den Koordinatenursprung ist 


Pe darm-- Part? - 00) - Der). (9) 


Es ist unabhängig vom Integrationsweg und liefert auf einem Kreis mit v= |v| 
= a/r und v || dr 


I= Inr = Ina, (10) 
also eine Konstante. 


Mit dem Stokzsschen Satz (455.10) aber sollte sich dieses Integral in 


r=-Garv-[Jail, 2x0) a) 


überführen lassen und müßte wegen der vorausgesetzten Wirbelfreiheit ver- 
schwinden. Das Strömungsbild in Abb. 826.1b ist aber im Koordinatenursprung 
(also längs der z-Achse) nicht wirbelfrei. Gleichung (11) gilt also nur für Gebiete, 
die den Koordinatenursprung nicht enthalten. In Gleichung (9) dagegen um- 
schließt der Integrationsweg den Koordinatenursprung. Das liefert einen von 
Null verschiedenen, aber konstanten Wert. Die Größe I’ von (9) bzw. (10) wird 
als Zirkulation der Flüssigkeit bezeichnet. Die Zirkulation einer Flüssigkeit 
kann bei Potentialströmungen nur in mehrfach zusammenhängenden Gebieten 

von Null verschieden sein. Da der 


Koordinatenursprung aus dem 

Gebiet der Potentialströmung 

herausgeschnitten werden muß, 

ist die xy-Ebene im vorliegenden 
a) 6) e) 


Fall ein zweifach zusammen- 


Abb. 826.2. hängendes Gebiet. 
Verschiedene Möglichkeiten der Bewegung einer P 
Massenanordnung um den Koordinatenursprung Schließlic mag man sich 


wundern, daß die Strömung von 
Abb. 826.1b den Koordinatenursprung unıkreist und trotzdem wirbelfrei ist. Nach 
(811.6) bedeutet rotp = 2@ die doppelte Rotationsgeschwindigkeit. Es fragt sich. 
wie trotz der Drehbewegung & = 0 sein kann. In Abb. 826.2a bis c sind drei Fälle 
gezeichnet, in denen eine Massenanordnung den Koordinatenursprung umkreist. 
Im Fall a ist dargestellt, wie sich ein kleines Flüssigkeitsvolumen bewegt, wenn 
die Flüssigkeit starr rotiert. In diesem Fall ist © überall konstant. Im zweiten 
Fall ist eine Verschiebung des Flüssigkeitsteilchens auf einer Kreisbahn betrachtet. 
In diesem Fall ist © = 0, obwohl sich das betrachtete Volumen auf einem Kreis be- 
wegt. Im vorliegenden Fall c findet eine ebensolche Verschiebung bei gleichzeitiger 
Verzerrung statt. Wegen v—1/r bewegen sich die dichter am Bezugspunkt 
gelegenen Bestandteile der Flüssigkeit schneller als die weiter außen gelegenen. 
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Das betrachtete Volumen wird also auf einer Kreisbahn bewegt, aber dabei 
gleichzeitig nur so verzerrt, daß keine Drehung des Volumens stattfindet. 


827 Umströmter Kreiszylinder 


In eine weit ausgedehnte, inkompressible Flüssigkeit denken wir uns an einer 
Stelle einen sehr langen Zylinder gestellt. Es werden Lösungen der Potential- 
gleichung (825.2) gesucht, die die Umströmung des Zylinders beschreiben. Sie 
müssen die Eigenschaft besitzen, am Rande des Zylinders vy = 0 zu liefern, da 
in den Zylinder keine Flüssigkeit eintritt. Die Tangentialkomponente des Ge- 
schwindigkeitsfeldes darf bei der idealen Flüssigkeit beliebig gewählt werden, 
da hier (im Gegensatz zur Erfahrung) die Flüssigkeit beliebig rasch an der 
Zylinderoberfläche entlanggleiten kann. 


Eine spezielle Lösung dieses Strömungsproblems liefert bereits die in (826.4 
bis 10) untersuchte Zirkulationslösung 


Dr=-ap=—aarctan für rzR. (l) 


Ihre wichtigste charakteristische Eigenschaft ist die von Null verschiedene 


Zirkulation 
T=®(0) — B(2r) = 2ra. (2) 


Das Strömungsbild Abb. 826.1b dieser Lösung zeigt, daß die Flüssigkeit auch 
in großem Abstand den Zylinder langsam umfließt. In der Praxis macht sich 
die Reibung fast idealer Flüssigkeiten gerade an den Rändern entscheidend 
bemerkbar. Unter den verschiedenen Lösungen der idealen Flüssigkeit stellt 
sich im allgemeinen gerade diejenige ein, bei der die Flüssigkeit in der Nähe der 
Grenzfläche, hier also der Zylinderoberfläche, relativ zum Zylinder ruht. Praktisch 
realisiert wird die durch (1) beschriebene Zirkulationslösung ®, durch eine in 
großen Abständen nahezu ruhende Flüssigkeit, in der der Zylinder rotiert. Die 
Tangentialgeschwindigkeit, die nach (826.7) in der gegebenen Lösung den Wert 
vr = a/R besitzt, stimmt mit der Rotationsgeschwindigkeit der Oberfläche des 
Zylinders überein. 


Als nächste wird eine Lösung ohne Zirkulation gesucht, die in großem Abstand 
vom Zylinder asymptotisch in 


D:= —Vo% deds (3) 


übergeht, also in eine Strömung mit konstanter Geschwindigkeit. Das Geschwin- 
digkeitsfeld besitzt dann die Eigenschaft v(r) > v. in großem Abstand vom 
Zylinder. Wir erhalten aus (3) ein solches Strömungsfeld durch Hinzufügen 
weiterer Lösungen der Potentialgleichung. Neben der in Abb. 825.1 c dargestellten 


Lösung 
Ps 1 ax 


D,= aln = va—— (4) 
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der Potentialgleichung für eine Linienquelle erhalten wir durch Ableitung von 
(4) nach x wiederum eine Lösung 


35 Pı=-%: (5) 
Ed 

Sie entspricht dem Strömungsbild, das von einer Quelle und einer Senke hervor- 
gerufen wird, die auf zwei zur z-Achse parallelen, sehr dicht benachbarten Linien 
liegen (Dipolströmung). Diese Strömung ist in Abb. 827.1 dargestellt. Die Über- 
lagerung der Lösungen (3) und (5) führt bei entsprechender Wahl der Konstanten 
auf das Potential 


2 
D,= Dr+ Ba= 214), (6) 


das wieder der Potentialgleichung (825.2) genügen muß. Das Bild der zugehörigen 
Potentiallinien und Stromlinien ist in Abb. 827.2 wiedergegeben und entspricht 
genau dem umströmten Zylinder in einer Flüssigkeit, die sich in großem Abstand 
vom Zylinder mit konstanter Geschwindigkeit bewegt. Für die Zirkulation der 
Lösung (6) gilt 


T,= $drp=0 (7) 


B,13)-konst 


ı 11, Bls)-konst. 
1 


\o.\ . ' 


Abb. 827.1. Stromlinien (ausgezogen) und Poten- Abb. 827.2. Stromlinien (ausgezogen) und 

tiallinien (gestrichelt) einer Dipolströmung, die Potentiallinien (gestrichelt) eines um- 

durch eine Quelle und eine Senke am Nullpunkt strömten Zylinders 
hervorgerufen wird 


aus Symmetriegründen: Wir betrachten zwei gegenüberliegende Punkte r und r’ 
an der Oberfläche des Zylinders. An ihnen ist dt= — dr’, aber v=v’. Alle 
einander gegenüberliegenden Beiträge des Integrals (7) kompensieren sich. 


Neben den Lösungen ®, und ®, des umströmten Zylinders erhält man weitere 
durch Überlagerung dieser beiden. Ihre Strömungsbilder beschreiben verschieden 
schnell rotierende Zylinder bei konstanter Strömungsgeschwindigkeit in großem 
Abstand. Die Zirkulation der kombinierten Lösung entspricht dem Anteil von ©... 
Solche Lösungen sind in den Abb. 827.3a bis ce mit verschiedenen Werten für I 
dargestellt. Wichtig ist hierbei, daß die beiden Punkte A und 4’, an denen d = 0 
ist und je eine Stromlinie von rechts und links auftrifft, zunächst verschoben werden 
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und dann zu einem Punkt zusammenrücken. Beide Stromlinien verbinden sich 
zu einer einzigen, die den Zylinder schließlich nicht mehr berührt. 


Das Stromlinienbild eines beliebig geformten ruhenden Hindernisses, das sich 
in einer Flüssigkeit befindet, die in großem Abstand vom Hindernis entsprechend 
(3) konstante Geschwindigkeit besitzt, ist in Abb. 827.4 dargestellt. Die Be- 
rechnung solcher Strömungsbilder ist mit elementaren Methoden nicht möglich. 
Wohl aber liefert die sogenannte konforme Abbildung im Rahmen der Theorie 


AA 


a) . ) c) 
Abb. 827.3. Rotierender Zylinder in einer Parallelströmung 


komplexer Funktionen die Möglichkeit, solche Strömungsbilder zu berechnen 
(auf Einzelheiten hinsichtlich der Anwendung der Funktionentheorie zur Lösung 
zweidimensionaler Potentialprobleme wird im Band „Elektrodynamik“ etwas 
genauer eingegangen, [F 325]). Prinzipiell existieren die gleichen Lösungstypen 
wie beim Zylinder. Es gibt wieder eine Lösung ohne Zirkulation, die ®, entspricht, 
und eine entsprechend ®,. Aus beiden zusammen lassen sich die verschiedensten 
Stromlinienbilder durch Überlagerung zusammensetzen. 


In der Praxis stellt sich die Stromlinienverteilung so ein, daß ihr zirkulations- 
freier Anteil dem gegebenen Wert für v., entspricht. Der zusätzlich noch vor- 
handene Zirkulationsanteil ®, ist dadurch noch nicht 
festgelegt. Besitzt das Hindernis aber, wiein Abb. 827.4, 
eine scharfe Kante am hinteren Ende, so ist es einer 
fast idealen Flüssigkeit praktisch unmöglich, diese 
Kante zu umströmen. Es stellt sich dann unter den 
verschiedenen möglichen Strömungen gerade diejenige Abb. 827.4. Tragflügel in 
ein, bei der der rechte Berührungspunkt A’ der Strom- einer Parallelströmung 
linie in der Spitze liegt. Bei unsymmetrischer Form 
des Hindernisses (Beispiel: Tragfläche eines Flugzeugs) besitzt diese Lösung eine 
von Null verschiedene Zirkulation. Diese Zirkulation verursacht Auftriebskräfte, 
wie im nächsten Abschnitt gezeigt wird. 


828 Kraftwirkung auf ein zylindrisches Hindernis 


In diesem Abschnitt soll die Kraftwirkung $t der Flüssigkeit auf ein um- 
strömtes Hindernis berechnet werden. Auf die gesamte Oberfläche des Hinder- 
nisses von Abb. 828.1 wirkt ein Druck, der an den einzelnen Stellen verschieden 
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groß ist. Die wirkende Gesamtkraft ist gleich dem Flächenintegral über den 
Druck 


8- aip=—- fafp. () 
P= —Ip bedeutet hier den Spannungstensor des Drucks. Wegen der zylindri- 
schen Form des Hindernisses kann die Oberfläche durch Elemente 

df=Le,xdr=8%xdr (2) 


dargestellt werden. L ist das betrachtete Längenstück des Zylinders, auf das die 
Kraft £ wirkt. Q= Ze, ist die zugehörige „gerichtete“ Länge. Das Oberflächen- 
integral (1) wird damit in ein Linienintegral über dr in der xy-Ebene überführt. 
Es wird angenommen, daß in der Flüssigkeit keine Volumenkräfte f wirken. 
Aus der Bernovutuischen Gleichung (822.8) folgt daher 


P=m-5v (3) 


für den Zusammenhang zwischen Druck p und Geschwindig- 
keit v. p, ist der Maximaldruck, der nur an Stellen mit v = 0 auf- 
tritt, in den Abb. 827.2 und 3 zum Beispiel an den Stellen A 
und A’. Er wird als Staudruck bezeichnet. Beim Einsetzen von 
(2) und (3) in (1) ist 


Abb. 828.1. Y Hdr=0 o 
Zylindrisches 
een n zu beachten, so daß zunächst 
5 Strö = v? = 
ciner Strömung - —uR x dar 9: (5) 


für die von der Flüssigkeit auf das Hindernis übertragene Kraft entsteht. 


Gleichung (5) soll zunächst nur für den Fall der Umströmung eines Kreis- 
zylinders ausgewertet werden. Das Strömungsbild sei aus den Potentialen 9, 
und ©, zusammengesetzt mit den zugehörigen Geschwindigkeiten v, und br, 
siehe (827.1 und 6). Das Linienintegral von (5) läßt sich somit umformen in 


Daro "= daro}ı (do + dr)? - Daro Lit nh+ 2u0n). (6) 
Die beiden quadratischen Ausdrücke verschwinden wieder aus Symmetriegrün- 
den: Für je zwei rer Punkter und’ des Zylinders gilt dr = — dr, 
aber 0% = v3 und v? . Das verbleibende Glied wird mit der bekannten 
Vektorzerikeungsformel.ı ei umgeformt in 


Pdrowpor=ddrvrow+Porx (drxd,). (7) 


Das letzte Glied von (7) verschwindet, weildr und v, am Zylinderrand stets parallel 
bzw. antiparallel sind. Im ersten Term wird vd, = dx + v„ im Sinne von (827.6) 
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gesetzt. |v;| ist an der Zylinderoberfläche konstant, und drv,- kann durch vrds 
ersetzt werden. Aus (6) und (7) folgt somit 


Par = daror od = Daroro ° (dx + da) =D, 0 oDarur+ er Dastn. (8) 


Das letzte Integral von (8) verschwindet wieder aus Symmetriegründen, wie aus 
Abb. 827.1 zu erkennen ist. Im ersten ist dp, = d„ und das Linienintegral gerade 
gleich der Zirkulation /'. Endgültig entsteht somit für die von der Flüssigkeit auf 
das Hindernis übertragene Kraft 


K= —uRrx vol. (9) 


Dieser Ausdruck wird als KUTTA-JOUKOWSKYsche Auftriebsformel bezeichnet. 


Das Bemerkenswerteste an (9) ist, daß Sf offenbar verschwindet, wenn !'=0) 
wird. Dies bedeutet, daß der ent- 
sprechend Abb. 827.2 umströmte 
Zylinder von der Strömung keine 
Kraft erfährt, oder anders herum 
betrachtet: sich in der Strömung 
widerstandsfrei bewegen kann. 
Dies Ergebnis widerspricht aller 
Erfahrung. Der Grund für diesen Abb. 828.2. Kraftwirkung auf einen rotierenden 
Widerspruch ist darin zu suchen, Zylinder (Magnus-Fffekt) 
daß die Näherung, fast ideale Flüs- 
sigkeiten durch ideale zu ersetzen, wohl im Innern der Flüssigkeit, nicht aber 
am Rande gerechtfertigt ist. Diese Problematik wird weiter unten im Rahmen 
der PrAanprtschen Grenzschichttheorie [846] noch, genauer besprochen. 


Andererseits enthält die KUTTA-JouKkowskysche Auftriebsformel (9) aber 
auch Aussagen, die durchaus vom Experiment bestätigt werden. Ein rotieren- 
der Zylinder besitzt je nach Rotationsrichtung eine Zirkulation ['>0. Die 
zugehörigen Strömungsbilder sind in Abb. 828.24 und b dargestellt. Nach 
(9) müssen Kraftwirkungen senkrecht zur Strömungsrichtung entstehen, die 
in den Abbildungen eingetragen sind. Diese Kraftwirkung der Flüssigkeit auf 
den rotierenden Zylinder ist als MAacnuseffekt experimentell wohlbekannt. An- 
schaulich verständlich wird dieser Effekt, wenn man die gesamte Kraftwirkung (1) 
betrachtet und berücksichtigt, daß auf der einen Seite des Zylinders Stromlinien 
zusammengedrängt sind, was einer höheren Geschwindigkeit vd und nach (3) 
einem geringeren Druck auf dieser Seite entspricht. Infolgedessen wirkt der all- 
seitige Druck unsymmetrisch auf den rotierenden Zylinder und führt zu den ein- 
gezeichneten und durch (9) dargestellten Kräften $. 


Die Auftriebsformel (9) gilt auch für beliebig geformte zylindrische Hindernisse. 
Der Beweis hierfür ist mit funktionentheoretischen Mitteln möglich, kann aber 
auch auf folgende Weise plausibel gemacht werden: Wir beachten, daß auch 


32 Macke, Teilchen. 3. Aufl. 
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das Strömungsbild eines beliebigen Hindernisses, wie zum Beispiel das von 
Abb. 827.4, in größerem Abstand genau wie das eines umströmten rotierenden 
Kreiszylinders aussieht und nur noch durch vd. und 7’ bestimmt wird. Wir 
denken uns den Hinderniszylinder daher von einem großen flüssigkeitserfüllten 
Kreiszylinder umgeben. Dann ist die Kraftwirkung der äußeren Flüssigkeit auf 
die im Kreiszylinder befindliche, einschließlich des Hindernisses, wieder durch (1) 
und (9) gegeben. Diese resultierende Kraft aber kann bei Abwesenheit von 
Volumenkräften nicht von der stationären Flüssigkeit selbst, sondern nur von 
dem in ihm befindlichen Hindernis aufgenommen werden. Somit gilt die Auf- 
triebsformel (9) auch für beliebig umströmte Hindernisse. Die Hauptschwierigkeit 
bei solchen Hindernissen besteht allerdings darin, die Größe /' zu bestimmen. 
Hierzu ist natürlich erforderlich, das Strömungsbild genauer zu kennen. Endet, 
wie in Abb. 827.4, das unsymmetrische Hindernis in einer scharfen Kante, so stellt 
sich, wie in [827] besprochen, eine Lösung mit ganz bestimmter Zirkulation 7’ 
ein, und es entsteht die Querkraft (9), die beim Tragflügel eines Flugzeugs zum 
Beispiel die Auftriebskraft liefert. 


829* Oberflächenwellen inkompressibler Flüssigkeiten 


Das Verhalten einer inkompressiblen Flüssigkeit unter dem Einfluß von 
Gravitation und Druck wird untersucht. Dabei bildet sich eine Flüssigkeits- 
oberfläche, die durch z = y(x,y,t) beschrieben werden soll (z-Richtung nach 
oben). Für die Massendichte (rt, t) wird mit der in [126] eingeführten 0-Funktion 
der Ansatz 


ß) () od 
ul,t) = WI (y(R,y,t) — 2) ar +30 RT =0 | (1) 


gemacht. Er muß die danebenstehende Kontinuitätsgleichung erfüllen. Wir 
setzen weiter voraus, daß die Flüssigkeit ideal (reibungsfrei) sei. Da Gravitation 
und Druck reine Potentialkräfte sind, bleibt nach (841.5 bis 8) die Flüssigkeit 
wirbelfrei, wenn sie es anfänglich gewesen ist, was hier vorausgesetzt wird. Die 
seschwindigkeitsverteilung v (rt, !) kann daher entsprechend (823.5) durch 


RT; WELT P-m ; 
v-- ala) rast | (2) 


beschrieben werden. ® erfüllt die vereinfachte skalare Bewegungsgleichung 
(823.10) mit U = gz als Gravitationspotential, g = p/u, als Druckpotential und 
U, = — Pl, als Integrationskonstante. 


Die Gleichungen (1) und (2) sind nach Elimination von v zwei Bestimmungs- 
gleichungen für das Geschwindigkeitspotential D(rt,t) und den Druck p(t, ). 
Die Hauptaufgabe besteht in der Berechnung von ® aus (1). Anschließend kann 
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p aus (2) leicht angegeben werden. Beim Einsetzen von u und v in die Kontinuitäts- 
gleichung (1) entsteht 


Iy o9y 9 9y dB 98 
A I a ee Peer 


| oy-2)AB=0. (3) 


Hierbei wurde 0' =ö von (126.5) berücksichtigt. Als weitere Randbedingung 
fordern wir, daß der Druck p(t, t) an der Oberfläche z = y konstant, nämlich 
gleich dem Luftdruck p, ist. Diese Forderung läßt sich in der Form 


dp 2) (pm) =0 3-92 -3[) =) W 


formulieren. Diese Gleichung besagt nämlich, daß für 2 = y gerade ptt, ti) = m, 
sein muß und daß p(t, t) für 2=+ y wegen ö = 0 beliebige Werte aufweisen daif. 
Die daneben angegebene Gleichung folgt aus der ersten durch Einsetzen der 
Bewegungsgleichung (2). Schließlich setzen wir voraus, daß die Flüssigkeit bei 


z= —h durch einen festen Untergrund begrenzt wird. Dies hat die Rand- 
bedingung 
98 
v.(&,y, —h,t) = 0 (Fe)... (5) 


zur Folge. Die Gleichungen (3) bis (5) bestimmen das Bewegungsproblem der 
Flüssigkeit einschließlich ihrer Randbedingungen vollständig. 


Wir setzen voraus daß in der Flüssigkeit nur kleine Schwankungen der Ober- 
fläche um den Wert z = 0 stattfinden. Dann ist neben y auch die Gesch windig- 
keit v(t, £) überall klein. Das gleiche gilt bei geeigneter Normierung auch für das 
Geschwindigkeitspotential ®(t, it). In den Gleichungen (3) bis (5) können daher 
alle Ausdrücke zweiter Ordnung in » bzw. ® vernachlässigt werden. Die Aus- 
wertung dieser Gleichungen führt dann auf die Bedingungen 


Ad(t,t)=0 innen (für 
= 0 


zehn 


gr De-0= 9% Bo: (5e) 


für das Strömungsbild der Flüssigkeit. Die erste der Gleichungen, die Potential- 
gleichung, folgt aus (3) für z<y, weil dort öyw—z) =0 und O9y— 2) =1 ist. 
Nunmehr integrieren wir (3) über eine e-Umgebung von z = y. Hierzu trägt der 
letzte Term praktisch nichts bei, da er proportional zu e wird. Folglich muß die 
neben ö(y -- z) in (3) stehende Klammer für z = y verschwinden. Daher wiederum 
gilt die Potentialgleichung auch für z2=y. Außerdem folgt aus dieser Forderung 
die zweite Gleichung der zweiten Zeile von (6) (in linearer Näherung). Genau- 
genommen müßte der Funktionswert für z= y eingesetzt werden. Eine an- 
schließende Entwicklung nach Potenzen von y aber würde zeigen, daß hierbei 
nur Zusatzglieder von höherer Ordnung in y entstehen würden, die voraus- 
setzungsgemäß vernachlässigt werden. Ganz analog entsteht die erste Gleichung 
32* 
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der zweiten Zeile von (6) aus der zweiten Gleichung von (4). Die dritte schließlich 
ist aus (5) übernommen. 


Die Gleichungen (6) legen das Verhalten der Flüssigkeit weitgehend fest. Die 
erste von ihnen beschreibt das räumliche Verhalten des Geschwindigkeitspoten- 
tials ®, und die übrigen können als Randbedingungen für ® angesehen werden. 
Die Auswertung der Gleichungen (6) versuchen wir durch eine FoOURIErtrans- 
formation (siehe [W 14]) der Koordinaten x und y in ® und y mit dem Ansatz 


a TE ae _[_U_ ste de 
ER !) Fe J (2)? © Dt, 2, 1) v(r,®) -[ (2r)? e lt, t) (7) 
Dt, 2,1) = [drei &lt,z,t) vd = fAreitipee, t). 
Die hierbei verwendeten Abkürzungen bedeuten 
t= ke, + kyt, ?=-K+h=k df=dk,dk, R 
rzxe, + Ye, fr=k,x + k,y dr=dxdy. (8) 


Für die Fourikzrtransformierten ®(f,z,t) und y(f, t) gelten im wesentlichen 
wieder die Gleichungen (6), jedoch sind die Differentialoperatoren durch 


ß) 3 ß) R 9° 5 
re 35 er A>,a—-R (9) 


zu ersetzen. Insbesondere die Potentialgleichung erhält die einfache Form 
%® 
922 


= k’® Dlt,2,)= olt,)[e!"*P + ert@r m], (10) 


Der danebenstehende Ansatz für ®(f, z,t) stellt die allgemeinste Lösung dieser 
(gewöhnlichen!) Differentialgleichung dar, die die dritte Randbedingung von (6) 
befriedigt. Die ersten beiden Randoedingungen führen mit diesem Ansatz auf die 
Gleichungen 


ED gehn ehe, 


(11) 


dpi DIEBE 
vED —nfeeh — kN) lt, 


für die einstweilig noch beliebig wählbaren Funktionen y(f, t) und p(f, t). Sie 
stellen ein lineares System gewöhnlicher Differentialgleichungen erster Ordnung 
dar, weil die Variabeln f hier nur als Parameter auftreten. 


Durch Zeitableitung der zweiten Gleichung (11) und anschließendes Einsetzen 
der ersten folgt eine Gleichung für »(f, t) allein: 


25 + gktanhkh| y(t, D = 0. (12) 


Sie ist eine Differentialgleichung zweiter Ordnung und läßt für die Anfangs- 
bedingungen der Flüssigkeit folgendes erkennen: yp(x, y, 0) und (x, Y, 0), 
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also die Oberflächenform und ihre zeitliche Ableitung, können willkürlich vor- 
gegeben werden. Hierdurch sind entsprechend (7) die Funktionen y(f,0) und 
%(t, 0) bestimmt. Sie legen die Anfangswerte der Lösung von (12) und damit die 
Funktion y(f, t) eindeutig fest. Mit w(f, t) aber ist nach (7) auch der Zeitablauf 
der Oberfläche (x, y, t) vollständig bestimmt. Weiter kann mit der zweiten 
Gleichung (11) aus y(f, t) die Funktion p(f, ft) bestimmt werden und mit ihr 
Ö(f,z,t) entsprechend (10). Diese Funktion bestimmt in (7) wiederum das 
Geschwindigkeitspotential D(x, y, 2, t) und über die beiden Gleichungen (2) die 
Geschwindigkeitsverteilung vd (rt, t) und den Druck p(t, t). 


Gleichung (12) ist eine einfache Schwingungsgleichung für die FOURIER- 
amplituden (f, t), also die periodischen Anteile der Oberflächenfunktion. Am 
einfachsten ist die Lösung, wenn die Oberfläche räumlich periodisch als y- el** 
vorgegeben ist. Dann wird infolge (12) auch die Zeitabhängigkeit in der Form e-}”! 
periodisch. Der Zusammenhang 


w(k) = Ygktanh kh t = Y(2rA/g) coth 2rch/A (13) 


wird als Dispersionsrelation bezeichnet. Mit = 2r/r und k = 2r/A folgt der 
danebenstehende Zusammenhang zwischen der Schwingungsdauer 7 und der 
Wellenlänge }. Aus der Dispersionsrelation folgt die Phasengeschwindigkeit 
vn = w/k, siehe (W 233.6). 


Bei Flüssigkeiten, deren Tiefe h groß gegen die Wellenlänge 4 ist, vereinfachen 
sich diese Relationen entsprechend 


ph 


kh>1 h > 2/6 tanhkhr] 
I Fe Sa (14) 
owYgk von & 1 g/k = VgA/2r. 
Für Flüssigkeiten geringer Tiefe dagegen gilt 
kh<] h< 4/6 tanhkhrkh 
= Ei (15) 
© Yghk Opn I Vgh. 


Hier (und nur hier) wird die Phasengeschwindigkeit unabhängig von k bzw. A. 


Aus (12) läßt sich über die FourIErtransformation (7) eine Wellengleichung 
der Oberfläche gewinnen. Sie kann mit (9) formal durch 


ee )=0 et 
9er Tr (A) v(X,Y, )= * dr a (16) 
L(R?)=gktanhkh P—>—A 


beschrieben werden. Dabei ist der hier definierte Differentialoperator Z von 
unendlich hoher Ordnung. Die in (16) gegebene Definition ist so zu verstehen, daß L 
zunächst als Potenzreihe dargestellt werden muß. Dann wird A? durch — A ersetzt. 
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Es läßt sich zeigen, daß L auch durch einen Integraloperator dargestellt 
werden kann. Zu diesem Zweck bilden wir die zweite Zeitableitung von (rt, £) 
in (7) und erhalten mit (12) 


y(r,t) fd pt  [dE 5 i 
EYE | ERSE eift a I eiltgktanhkhyff, t) en 
[ ei it v) r 
= dr’ (9. gtanhkh ei Io, d. 


Im letzten Ausdruck wurde die FourIeErtransformierte von (7) verwendet. 
Gleichung (17) aber läßt sich in der Form 


6) 1 G I 
| - 9) = [Ar Er) yW, (18) 
darstellen, mit dem Integralkern 
r fr dt ey 
Ger) = [og gktanhkh c) a, (19) 
Beachten wir, daß. wie auch in (W 143.6) gezeigt wird, 
yo j A site-n > 
det) Fan eifae-r (20) 


die Fourikrdarstellung der zweidimensionalen ö-Funktion ist und daß neben der 
exponentiellen Ortsabhängigkeit in (19) k? durch den Operator — A ersetzt werden 
kann, so erhalten wir 


Gl -v)=L(-A)öt—r) 1) 


für den Integralkern (19). Beim Einsetzen von (21) in (18) entsteht wieder die 
in (16) angegebene Form für die Bestimmungsgleichung der Oberfläche y(z, %, t). 


Übungsaufgaben 


82.1. Unter welcher Bedingung ist ein schwimmender Körper einem angreifenden Dreh- 
moment gegenüber im stabilen Gleichgewicht? Schwingungsfrequenz & für kleine Aus- 
lenkungen aus der Gleichgewichtslage? Speziell Quader mit den Kantenlängen a, b, c 
und der Dichte z.' (Dichte der Flüssigkeit u). 


82.2. Wie hoch muß der Wasserspiegel eines (großen) Staubeckens über dem Ende eines 
Abflußrohres (Länge 1 = 2 km, Durchmesser d = 2 m) liegen, wenn das Wasser mit der 
Geschwindigkeit » = 5 m/s austreten soll? Die Reibungsverlusthöhe in der erweiterten 
Bernoutrischen Gleichung ist nach Experimenten hr = Alv?/2gd mit A = 2Pß/a?; 
9 = ms"? = 9,81 ms”?; und « = 3,85 In (d/[m]) -- n. Bei Betonrohren ist n = 34. 


82.3. Berechnung der Dämpfung ebener Schallwellen, verursacht durch die in [823] und 
[824] vernachlässigte Kompressionsreibung. Änderung der Schallgeschwindigkeit? Wie 
läßt sich die Kompressionsreibungskonstante n', bestimmen? 
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83 Wirbel in idealen Flüssigkeiten 


Zusammenfassung: In Wirbelfeldern einer idealen Flüssigkeit ist die Zirkulation 7’ 
einer geschlossenen Kurve von Null verschieden, bleibt aber nach Tmomson für dieselben 
Flüssigkeitsteilchen im Zeitablauf konstant. Die Kurve bleibt dabei zwar geschlossen, 
ändert aber ihre Lage und Form. — Im Stromlinienbild ö(r) werden einzelne Wirbellinien zu 
Wirbelfäden zusammengefaßt. Da das Wirbelfeld quellenfrei ist, können solche Wirbelfäden 
im Innern der Flüssigkeit weder anfangen noch enden. Die Wirbelfäden sind in sich geschlossen 
oder unendlich bzw. bis an den Rand der Flüssigkeit ausgedehnt. Ihre Wirbelstärke I/2 = Fo 
ist längs des Fadens konstant. Ein einzelner Wirbelfaden behält im Zeitablauf seine Wirbel- 
stärke bei und beherbergt stets die gleichen individuellen Flüssigkeitsbestandteile. — In 
inkompressiblen Flüssigkeiten wird das Geschwindigkeitsfeld v(r) durch das. Wirbelfeld 
ö(t) verhältnismäßig einfach bestimmt. Da es andererseits die Bewegung des Wirbelfadens 
mitbestimmt, beeinflussen sich benachbarte Wirbelfäden sehr stark. Bei gleicher Zirkulation 
bewegen sie sich auf Kreisen umeinander. Eine zu einem bestimmten Zeitpunkt vorhandene 
Wirbelschicht ist daher notwendig instabil. 


831 Zirkulation von Wirbelfeldern 
Im Gegensatz zu vorher werden in diesem Kapitel Strömungen untersucht, 
die entsprechend 


ß) 
Fr v(vi)+0 (1) 


auch Wirbel enthalten dürfen. Es wird aber neben der üblichen Vernachlässigung 
der Kompressionsreibung (n’ = 0) weiter vorausgesetzt, daß die Flüssigkeit 
ideal ist, also keine inneren Reibungen enthält (n = 0). Die NAVIER -STOKES- 
schen Gleichungen vereinfachen sich dann zu 


(2) 


Sie dienen zur Bestimmung von Massendichte u, Geschwindigkeit v und Druck p 
für alle Orte v und den gesamten Zeitablauf !. Dieses Gleichungssystem ist so 
kompliziert, daß darauf verzichtet werden muß, allgemeine Lösungen aufzusuchen. 
Dafür lassen sich aber allgemeine Sätze über wirbelhafte ideale Flüssigkeiten 
ableiten, die über das qualitative Verhalten solcher Flüssigkeiten weitgehende 


Aussagen machen. 
T=$drv (3) 


auf einer beliebig gewählten geschlossenen Kurve (die keinesfalls mit einer Strom- 
linie übereinzustimmen braucht) ist im allgemeinen von Null verschieden. Es 
besitzt einen für die betreffende Kurve im gegebenen Feld v (r) charakteristischen 


Das Integral 
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Wert, der als Zirkulation bezeichnet wird. In wirbelfreien Gebieten verschwindet 
diese Zirkulation, wie bereits in (826.11) ausgeführt wurde, oder aber sie besitzt 
einen konstanten und von der speziellen Kurve unabhängigen Wert, wenn die be- 
trachtete Potentialströmung mehrfach zusammenhängt und das Linienintegral Ge- 
biete umschließt, die nicht zum Strömungsgebiet gehören. Bei wirbelhaften Strö- 
mungen dagegen kann I" für jede geschlossene Kurve einen anderen Wert besitzen. 


832 Erhaltung der individuellen Zirkulation 


In einer idealen Flüssigkeit wird auf irgendeiner, in Abb. 832 gezeichneten 
Bahn s die zugehörige Zirkulation entsprechend 


berechnet. Die Bahn verläuft überall durch Flüssigkeitsteil- 
chen, die im weiteren Ablauf individuell betrachtet werden. 
I sei die Zirkulation zur Zeit t. Zu einem späteren Zeitpunkt 

Abb. 832. t+ öt sei die zugehörige Zirkulation auf einer Bahn, die die 
Verschiebung der gleichen Flüssigkeitsteilchen wie vorher enthält, 7”. Natür- 
auf einer geschlos-- Jich beschreiben die Flüssigkeitsteilchen auch im nächsten 
senen Kurve s lie- Augenblick noch eine geschlossene Kurve, die in Abb. 832 


genden Flüssig- 5 i . B 
k in nach mit s’ bezeichnet wird. Im Zeitraum 


& in der Zeit 6t t>t+öt (2) 


verschieben sich alle Flüssigkeitsteilchen der Kurve s entsprechend 
t>tV=rH+tHltY)öt (3) 


an die Orte r’ der neuen Kurve s’. Außerdem ändert das Geschwindigkeitsfeld 
seine Werte, so daß die Zirkulation (1) dabei in 


T->T' = Gdrov(r,t+ it) (4) 


übergeht. Das Differential dt von (1) geht dabei, wie man zeichnerisch der Abb. 832 
und analytisch der Gleiehung (3) entnimmt, in 
dr>dV=dr+[p(t + dr, i) — v(t, i)] ö£ (5) 
über. 
Zur Berechnung von I” werden (3) und (5) in (4) eingesetzt. Bei Entwicklung 


nach kleinen Größen entsteht 
8 
P'=$fdr+ötfo(e + dr,t) -v(ui)]}o(e + v(ut) dt, t+ 81) 
8 8 5 (6) 
— Hdrv(wt) +5 Hole + dv,t) - (u, Now, t) + PdArdv 
=T+öN,+ST.. 
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I" unterscheidet sich vom ursprünglichen Wert I' also um zwei Beiträge ö/', und 
ö/',. Der erste kann bei Entwicklung nach dt durch 


8 s $ 
E ß) u 0) v? v? 
8, = sßurto 56,900 = 5: dar = sda[f)=0 (7) 


dargestellt werden. Er läßt sich offenbar als totales Differential darstellen, dessen 
Integral verschwindet, weil über eine geschlossene Kurve integriert wird. Anfangs- 
und Endpunkt der Integrationskurve fallen zusammen. Der zweite durch 


81, — Pdröv (8) 
dargestellte Zusatzterm enthält 
SH = vlt + nm t)öt,t+ 81) - uly,t) = ($ +0 a & v)ör (9) 


als Abkürzung. Dieser Ausdruck kann, falls etwa vorhandene Volumenkräfte 
ein Potential besitzen, durch 


öt /, 9p dr. 
sv —(t 82 (U4+gq) (10) 


gr T 


dargestellt werden. Beim Einsetzen in (8) entsteht 


s 


5n=- Dart (W+9= dam +n=0, (11) 


also wieder ein totales Differential, dessen Integral auf dem geschlossenen Weg 
verschwindet. Zusammenfassend läßt sich also feststellen, daß in idealen Flüssig- 
keiten stets 7’= I' gilt oder, wenn man die Bedeutung dieser Größen beachtet, 


T[t+51=TIt]. | (12) 


Dies ist der Tuomsonsche Satz, nach dem sich die Zirkulation einer aus indivi- 
duellen Flüssigkeitsteilchen gebildeten geschlossenen Kurve im Zeitablauf nicht 
ändert. Die ursprünglich betrachtete Kurve bewegt sich dabei mit den indivi- 
duellen Flüssigkeitsteilchen weiter durch den Raum. Ihre Zirkulation aber bleibt 
konstant. Für wirbelfreie Flüssigkeiten ist dieser Satz trivial, weil hier /' = 0 
gilt. Bei wirbelhaften, idealen Flüssigkeiten aber ist er sehr wichtig zur Begründung 
weiterer Sätze über die Wirbel solcher Flüssigkeiten. 


833 HELMHoLTzsche Wirbelsätze 


Irgendein Strömungsfeld v (rt, t) beliebiger Art wird betrachtet. Wir setzen vor- 
aus, daß es Wirbel besitzt entsprechend 


Öl) = x) +0. (1) 
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Nach (811.6) ist & hier die Rotationsgeschwindigkeit der Umgebung des Punktes r 
um diesen zur Zeit t. Wir bezeichnen äf(t, £) als das Wirbelfeld der Flüssigkeit 
und denken uns dieses Feld den Ausführungen von [452] entsprechend ver- 
anschaulicht. Seine Stromlinien bezeichnen wir als Wirbellinien. |@ö| ist — wie 
üblich — die Wirbelliniendichte. Die einzelne Wirbellinie muß überall die Richtung 
des Feldes öft, it) besitzen. Denken wir uns die einzelne Wirbellinie durch eine 
Kurve in der Parameterdarstellung 3 = 3(&) beschrieben, so ist 


ar ER.) (2) 


die Differentialgleichung einer Wirbellinie 3(&) des Wirbelfeldes öft, it) zur 
Zeit t. Ändert sich das Wirbelfeld im Zeitablauf, so 
bewirkt die Änderung des Parameters t in (2), daß 
sich die Wirbellinien bewegen. 


Wir betrachter eine Momentaufnahme des Wirbel- 
feldes zur Zeit i. Ein Bündel benachbarter Wirbel- 
linien im Sinne von Abb. 833 bezeichnen wir als 
einen Wirbelfaden. Der Mantel dieses Fadens be- 
steht ebenfalls nur aus Wirbellinien in Längsrich- 
tung. Das Wirbelfeld besitzt entsprechend seiner Definition (1) die Eigenschaft 


a re 5 Be 
5%) > (% 0 0 8) 


Sie hat zur Folge, daß jedes Oberflächenintegral vom Typ 


ars-[arz-0=0 (4) 


verschwindet. Dabei wurde der Gausssche Satz (453.8) benutzt. Führen wir die 
Integration (4) über das zylindrische Stück des Wirbelfadens von Abb. 833, so 
erhalten wir auf dem Mantel keine Beiträge wegen df L ®. Lediglich die Enden 
des Zylinders liefern Beiträge, und wenn wir das Vorzeichen der Fläche F, wie 
bei F, festlegen, so folgt 


Abb. 833. Wirbelfaden 


F,o, = F,o, = konst. (5) 


(Dabei sind w, und w, die Mittelwerte über die kleinen Flächen F, bzw. F,.) 
Das Produkt Fo wird gleich der durch die Fläche F hindurchtretenden Wirbel- 
linienzahl. Es wird hier als Wirbelstärke bezeichnet. Nach Gleichung (5) kann 
sich die Zahl der Wirbellinien längs eines Wirbelfadens nicht ändern. Die Wirbel- 
stärke ist längs des gesamten Wirbelfadens konstant. 


Für die räumlichen Eigenschaften eines Wirbelfadens lassen sich somit zwei 
Sätze aufstellen: 
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I. Wirbellinien und damit auch Wirbelfäden können im ganzen Raum 
nirgends verschwinden oder entstehen. Wirbelfäden müssen daher un- 
endlich lang sein (bzw. bis an den Rand der Flüssigkeit verlaufen), oder sie 
müssen ringförmig geschlossen sein. 

II. Überall ist längs eines Fadens Fo = konst. Ist also der Wirbelfaden 
an einzelnen Stellen etwas dicker, ist dort also der Querschnitt F größer, 
so muß  eritsprechend kleiner sein. 


Als nächstes diskutieren wir den Zeitablauf eines Wirbelfadens. Zu diesem 
Zweck verfolgen wir das weitere Schicksal derjenigen Flüssigkeitsteilchen, 
welche zur Zeit i gerade einen Wirbelfaden gebildet haben. Aus Gründen der 
Kontinuität bleiben benachbarte Flüssigkeitsteilchen im nächsten Augenblick 
benachbart. Die Flüssigkeitsteilchen bilden also auch in der Zukunft noch einen 
Faden. Es bleibt aber zu untersuchen, ob dieser künftige Faden immer noch 
die Eigenschaften eines. Wirbelfadens besitzt. Zur Klärung dieser Frage be- 
trachten wir die in [832] untersuchte Zirkulation 


r-Dar=[[ar(z,x0)=2[fara. (6) 


Für eine Kurve vom Typ I der Abb. 833, die den Wirbelfaden umschließt. gilt 
Tı=2Fo. (7) 
Ihre Zirkulation ist also gerade gleich der doppelten Wirbelstärke Fo. Für eine 


Kurve vom Typ II der Abb. 833 dagegen gilt wegen df 1 ® 
Tı=0. (8) 


Die bisherigen Überlegungen gelten für jedes Wirbelfeld, unabhängig von seinen 
physikalischen Eigenschaften, lediglich auf Grund der Definition (1) von @. 


In unseren weiteren Überlegungen beschränken wir uns auf die Betrachtung 
idealer Flüssigkeiten. Hier sind die Voraussetzungen gegeben, unter denen der 
Tuomsonsche Satz (832.12) für jede geschlossene, aus individuellen Flüssigkeits- 
teilchen bestehende Kurve gilt. Wir betrachten jetzt nur die Flüssigkeitsteilchen, 
die sich zur Zeit t auf der Kurve II befunden haben. Da das Geschwindigkeits- 
feld eine stetige Funktion ist und benachbarte Teilchen benachbart bleiben 
müssen, bilden sie im nächsten Augenblick wieder eine geschlossene Kurve, deren 
Zirkulation nach dem Tuomsonschen Satz und Gleichung (8) verschwindet. Im 
Zeitablauf bleibt also Zr = 0. Nach (6) bedeutet das, die von dieser Kurve 
umschlossene Mantelfläche darf wegen (8) nicht von Wirbelfäden durch- 
laufen werden, bleibt also Mantelfläche des gleichen Wirbelfadens. Daher kann 
behauptet werden, daß stets die gleichen Flüssigkeitsteilchen den Mantel des 
Wirbelfadens bilden. Folglich können auch durch den Mantel keine Flüssigkeits- 
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teilchen ein- oder austreten. Hieraus folgt: 
III. Die individuellen Flüssigkeitsteilchen, die sich zu irgendeiner Zeit 


in einem Wirbelfaden befinden, bilden auch zu jedem späteren Zeitpunkt 
wieder einen Wirbelfaden. 


Nunmehr betrachten wir die Flüssigkeitsteilchen, die auf einer Kurve vom 
Typ I der Abb. 833 liegen und den Wirbelfaden umschließen. Ihre Zirkulation 
ist zur Zeit £ durch (7) gegeben. In der idealen Flüssigkeit bleibt aber /'; im 
Zeitablauf unverändert. Daraus folgt: 


IV. Die Wirbelstärke Fw eines individuellen Wirbelfadens bleibt im 
gesamten Zeitablauf konstant. 


Zunächst ist an den Wirbelsätzen (I) bis (IV) auffällig, daß (III) und (IV) 
ganz analoge Aussagen über den Zeitablauf eines Wirbelfadens machen, wie 
(I) und (II) über die Raumverteilung. Die Wirbelsätze zeigen uns, daß ein einmal 
in einer Flüssigkeit vorhandener Wirbelfaden entweder geschlossen sein muß 
oder sich durch die gesamte Flüssigkeit bis an den Rand hindurchziehen muß. 
Im Zeitablauf bilden die gleichen Flüssigkeitsteilchen stets einen Wirbelfaden 
gleicher Wirbelstärke. Der Wirbelfaden einer idealen Flüssigkeit kann also 
lediglich seine Lage und Form ändern, er kann aber nicht verschwinden oder neu 
entstehen. Aus diesem Grunde spielt in idealen oder fast idealen Flüssigkeiten 
die Betrachtung der Wirbelfäden als sehr langlebiger Charakteristika der Flüssig- 
keit eine ganz besondere Rolle. Andererseits wird durch die Wirbelfäden und 
damit durch das Wirbelfeld ö(t, t) das Geschwindigkeitsfeld v (v, £) weitgehend 
mitbestimmt. In diesem Sinn kann man Gleichung (1) bei gegebenem & als 
partielle Differentialgleichung erster Ordnung zur Bestimmung des Geschwindig- 
keitsfeldes v ansehen. Allerdings wird vd damit noch nicht vollständig bestimmt. 


834 Wirbel inkompressibler Flüssigkeiten 


Das im letzten Abschnitt angeschnittene Problem, bei bekannter Wirbel- 
verteilung @(t) die Geschwindigkeitsverteilung v(r) zu berechnen, wird für den 
Spezialfall inkompressibler Flüssigkeiten untersucht. Wir denken uns das Wirbel- 
feld in der Form \ dä 

Ö= ft) —=0 Ü) 
gegeben. (Der Zeitablauf t spielt hier keine Rolle; es wäre allenfalls das gleiche 
Problem für jeden Wert von t einzeln zu lösen.) Das zugehörige Geschwindig- 
keitsfeld v(r) genügt dann den Gleichungen 


—x0=260 el; (2) 
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Die erste definiert das Wirbelfeld, und die zweite enthält die Kontinuitäts- 
gleichung im gegebenen Yalle u = konst. 


Die Gleichungen (2) bestimmen tatsächlich das Geschwindigkeitsfeld v(r) bis auf irgend- 
welche noch zu erfüllenden Randbedingungen. Das zugehörige Geschwindigkeitsfeld wird 
aD a [ee P jazau PB 

ar rtv] 4r ar rtv 


v()= & 


9 
Ar x Alt) 


(3) 
berechnet. Zunächst wird für v das Vektorpotential A(r) angesetzt, was wegen der zweiten 
Gleichung von (2) erlaubt ist. A(r) genügt dann der in (853.12) erwähnten Poıssonschen 
Differentialgleichung mit der im zweiten Gleichheitszeichen von (3) enthaltenen Lösung. 
Die Durchführung der Vektoroperation 


9 ] i- 
9% Ir! vr] 


(4) 


analog zu (243.4 und 5) liefert dann endgültig 


vl) -[ av’ 2Sr)x(t—-V) (5) 


4r|r— v |? 


für das Geschwindigkeitsfeld v(t) bei gegebenem Wirbelfeld ö(t). Da dieses Ergebnis nicht 

weiter benötigt wird, kann auf eine ausführlichere ‚Darstellung der Ableitung verzichtet 

werden. Sie läuft völlig analog zu der in [F 42] behandelten Berechnung eines durch Ströme 

hervorgerufenen Magnetfelds (BıoT-Savartsches Gesetz). Ist @(t) durch einen einzigen 

dünnen Wirbelfaden in sonst wirbelfreier Flüssigkeit gegeben, so braucht lediglich über das 
Volumen dr’ dieses Fadens integriert zu werden. Es gilt dann 


dr’ öäfr) = (dv|jdf'| ör)=dr’odfäfr), (6) 


da alle drei Vektoren gleichgerichtet sind. Die Integration über df’ liefert 
die Zirkulation T', und es bleibt 


’ T fd’x(t-v) 
x uf RR 


(7) 


[2 
mit nur noch einer einzigen Integration dr’ längs des Wirbelfadens. 

Bei einem einzigen geradlinigen Wirbelfaden entsprechend 
nis Abb. 834.1 in einer unendlich ausgedehnten und im übrigen wir- 
Stromlinien Pelfreien Flüssigkeit umgeben die Stromlinien der Geschwindig- 

um einen keit den Wirbelfaden ringförmig. Bei Integration über einen 
geradlinigen solchen Ring entsteht 
Wirbelfaden 


T= $drvo=2rav (8) 


mit I’ als der auf allen Kreisen gleich großen Zirkulation. Die Geschwindigkeit 
v(r) besitzt also in allen Punkten die dem Stromlinienbild von Abb. 834.1 ent- 
sprechende Richtung. Ihr Betrag ist durch 


ai 2ra (9) 
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gegeben, mit a als Abstand des Punktesr vom Wirbelfaden. Das gleiche Ergebnis 
liefert die allgemeinere Formel (7) im Spezialfall des geradlinigen Wirbelfadens. 


Sind mehrere Wirbelfäden in einer im übrigen wirbelfreien Flüssigkeit vor- 
handen, so beeinflussen sie sich gegenseitig. In Abb. 834.2a und b sind zwei 
parallele Wirbelfäden gleicher und entgegengesetzter Zirkulation dargestellt. 
Jeder Wirbelfaden bestimmt das Geschwindigkeitsfeld seiner Umgebung und damit 
auch die Geschwindigkeit vd, mit der sich die Flüssigkeitsteilchen des jeweils 
anderen (individuellen!) Wirbelfadens bewegen. Im Fall a rotieren beide Wirbel- 
fäden umeinander auf einem Kreis. 


+49 
Fa x Im Fall b bewegen sie sich gemeinsam 
TU TO »t }# in Richtung v. Da sie aber von der 
Y Y4 Y N) VO GRRRRRRER hei Sl ha 
y Sr übrigen Flüssigkeit im angegebenen 
u y ef Drehsinn umströmt werden, entsteht 


in Gesamtbild der Flüssigkeit, bei 
Abb. 834.2. Bewegung von Wirbelfäden durch z Kette : =. mr ni ee. 
gegenseitige Beeinflussung. Zwei Wirbelfäden SL OIOSLIULO ZWISCHEN: DOLSEN, WIE 


mit gleichgerichteter (a) und entgegengesetzt ge- belfäden sich mit der Geschwindig- 
richteter Zirkulation (b). Wirbelfaden in der keit 4b bewegt, siehe [Ü 83.1]. 
Nähe einer Grenzschicht (c) mit der (willkür- Qualitativ ähnliche Verhältnisse wie 
Hahn) Bedingnep Det in Abb. 834.2b entstehen bei ge- 
schlossenen Wirbelringen. Ein sol- 
cher Wirbelring muß sich zwangsläufig bewegen, während gleichzeitig die um- 
gebende Luft noch rascher durch ihn hindurchströmt. Das bekannteste Beispiel 
hierfür sind die Rauchringe. Die Durchströmung der Ringe mit höherer Ge- 
schwindigkeit beobachtet man bei dem Versuch, einen Rauchring durch einen 
zweiten hindurchzublasen. 


In der Nähe einer Wand, an der vy = 0 sein muß, bleibt auch der einzelne 
Wirbelfaden nicht in Ruhe. Es entsteht das gleiche Strömungsbild, als würde 
sich auf der anderen Seite der Wand ein „Spiegelfaden‘ befinden. Der Wirbel- 
faden bewegt sich parallel zur Wand geradlinig fort. 


Die durchgeführten qualitativen Überlegungen zeigen ein für spätere Über- 
legungen in [846] sehr wichtiges Resultat: Betrachten wir eine aus lauter parallel 
zueinander liegenden Wirbelfäden zusammengesetzte ‚Wirbelschicht“, dann 
müssen sich die jeweils benachbarten Wirbelfäden entsprechend Abb. 834.2a 
bewegen. Sie haben also die Tendenz, umeinander zu rotieren. Die Wirbelschicht 
ist daher nicht stabil und muß nach kürzester Zeit in einzelne Bestandteile auf- 
reißen. 


Übungsaufgaben 


83.1. Auf welchen Bahnen und mit welchen Geschwindigkeiten bewegen sich zwei parallele, 
geradlinige, unendlich lange Wirbelfäden in idealer, inkompressibler Flüssigkeit mit 
den Wirbelstärken 7‘ und 7’,?-a) Gleicher, b) entgegengesetzter Drehsinn. Wie läßt 
sich aus dem Zusammenhang der Geschwindigkeiten beider Fäden ein „Schwerpunkts- 
erhaltungssatz‘“ formulieren ? 
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33.2. Berechnung von Vektorpotential und Geschwindigkeitsfeld eines kreisförmigen Wirbel- 
ringes (Radius R, Wirbelstärke I‘) in einer idealen, unendlich ausgedehnten Flüssigkeit 
nach (834.3 und 6) für großen Abstand vom Wirbel. 


84 Wirbel in zähen Flüssigkeiten 


Zusammenfassung: Bei zähen Flüssigkeiten tritt mit n +0 noch das Reibungsglied 
— nrotrotv zur Bewegungsgleichung hinzu. Dieses Glied spielt bei wirbelfreien Strömungen 
keine Rolle. Auch im Innern der zähen, wirbelfreien Flüssigkeit können keine Wirbel ent- 
stehen. Vorhandene Wirbel dehnen sich infolge der inneren Reibung auf immer größere 
Gebiete der Flüssigkeit aus, ohne dabei ihre Gesamtzirkulation 7 zu ändern. Hierbei wird 
ständig Strömungsenergie verbraucht. Die laminare Strömung d=0 läßt sich in in- 
kompressiblen Flüssigkeiten mathematisch verhältnismäßig einfach handhaben. Sie wird aber 
hydrodynamisch instabil, sobald ihre charakteristische Reynorpssche Zahl Re = uRvfn 
gewisse kritische Werte übersteigt. Die laminare Strömung geht dabei in eine turbulente 
über, bei der mit op #0 regellose Wirbelbewegungen stattfinden. Die Instabilität laminarer 
Strömungen gegenüber kleinen turbulenten Störungen wird am Beispiel der ebenen Kanal- 
strömung genauer untersucht. Da die turbulente Bewegung mathematisch nur schwer zu- 
gänglich ist, spielen in der Hydrodynamik Modellversuche eine wichtige Rolle, bei denen 
das Modell die hydrodynamischen Ähnlichkeitsgesetze erfüllen muß. Die PrAnDTLsche Grenz- 
schichttheorie erklärt; das Verhalten fast idealer Flüssigkeiten bei der Umströmung von 
Hindernissen. 


841 Allgemeine Eigenschaften 


Zähe, kompressible Flüssigkeiten werden durch die Kontinuitätsgleichung und 
die Zustandsgleichung 


+0 u= u(p) (1) 


sowie die Bewegungsgleichung 


(2) 


0,0 | ou x B 
ular+V 92 eo ar Tr TER AT a) 


beschrieben. Kompressionsreibung wird, wie in [816] bereits besprochen, ver- 
nachlässigt (n’ = 0). Weiter wird in (2) vorausgesetzt, daß etwa vorhandene 
Volumenkräfte f ein Potential besitzen. Die Umformung der Bewegungsgleichung 
entsprechend (815.6) liefert 


? d 
p \ e 
i 3 
J u(p) u we 
Überall, wo die Strömung wirbelfrei ist, wo also rotb = 0 gilt, verschwindet der 
letzte Term, und es gelten die Bedingungen der bereits in [82] beschriebenen 
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Potentialströmung. Es bleiben in diesem Kapite! daher vorwiegend diejenigen 
Besonderheiten zu besprechen, die bei Strömungen mit rotp + 0 auftreten. 


Besonders ist bei (3) hervorzuheben, daß dies für v (t, £) eine partielle Differen- 
tialgleichung zweiter Ordnung hinsichtlich der Ortskoordinaten ist. Für 7 = 0 
dagegen, also in der Näherung der idealen Flüssigkeit, wird sie zu einer Differential- 
gleichung erster Ordnung hinsichtlich der Ortsabhängigkeit. Dieser Sachverhalt 
ist für die Randbedingungen des Problems von großer Bedeutung, da die 
Lösungen einer Differentialgleichung zweiter Ordnung eine größere Mannigfaltig- 
keit ergeben als die einer Differentialgleichung erster Ordnung. Es müssen daher 
im Fall 70 weitergehende Randbedingungen vorgegeben werden als bei 

= 0. Im letzteren Fall wurde an den Grenzflächen der Flüssigkeit lediglich die 
Bedingung vy = 0 vorgeschrieben. Bei der zähen Flüssigkeit mit 7 = 0 dagegen 
müssen auch die Tangentialkomponenten v7 der Strömung vorgeschrieben 
werden. Im allgemeinen wird d7 = 0 gefordert. In der Nähe einer Grenzfläche, 
also in der unmittelbaren Nähe eines Hindernisses, ruht die Flüssigkeit. Erst 
in einigem Abstand von der Flüssigkeit kann eine Strömung stattfinden. Während 
also die ideale Flüssigkeit an den Wänden beliebig entlanggleiten kann, ruht die 
zähe Flüssigkeit unmittelbar an der Wand. 


Auch bei zähen Flüssigkeiten besitzen die wirbelfreien Lösungen mit rotv = 0 
eine große Bedeutung. Es läßt sich nämlich zeigen, daß in einem wirbelfreien 
Strömungsfeld auch bei der zähen Flüssigkeit keine Wirbel entstehen können. 
Um dies einzusehen, bilden wir die Rotation von Gleichung (3). Dabei verschwindet 


die erste Klammer in (3) wegen 
[6 


d 
ET Tun (4) 


und es entsteht durch Einführung der Rotationsgeschwindigkeit @ nach (833.1) 
=} S x eo yo : xG (5) 
2 9 or | u ar | “% 


Besitzt die Strömung zur Zeit t = 0 eine Anfangsverteilung ohne Wirbel, also 
mit der Eigenschaft “(t, 0) = 0, so folgt aus (5) 


ö(t,0)=0 — dw t)].-o= 0. (6) 
Durch Differenzieren von (5) lassen sich entsprechende Aussagen über alle höheren 
Ableitungen gewinnen: 
oe 2, 
389 Rn (7) 


t=0 


Der Zeitablauf des Wirbelfeldes wird durch eine Tayrorreihe dargestellt, und es 
gilt mit (7) 


(8) 
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Damit ist gezeigt, daß in Strömungsfeldern zäher Flüssigkeiten, die zu Anfang 
wirbelfrei gewesen sind, auch im Zeitablauf keine Wirbel entstehen können, 
wenn die Volumenkräfte, wie das in (3) angenommen wurde, ein Potential be- 
sitzen. Bei Flüssigkeiten mit geringer Zähigkeit werden die Wirbel im allgemeinen 
am Rande der Flüssigkeit erzeugt und bewegen sich dann durch die Flüssigkeit 
hindurch, wie das durch die HELMHoLTzschen Wirbelsätze beschrieben wird. 


Bei zähen Flüssigkeiten allerdings findet eine allmähliche Auflösung der Wirbel 
statt. Dies soll an einem einfachen Beispiel erläutert werden. Wir betrachten einen 
in der z-Achse gelegenen Wirbelfaden einer Flüssigkeit, die lediglich um den 
Faden herum rotiert. Die Beträge von vo und ö sind mit der vorausgesetzten 
Rotationssymmetrie nur von o — x? + y? abhängig. In Zylinderkoordinaten o, 9,2 
besitzt @ nur eine z-Komponente w,(o) und dementsprechend p nur eine g-Kam- 
ponente v,(o). Beachtet man, daß wegen (4) div@ = 0 ist, und setzt weiterhin 
Inkompressibilität der Flüssigkeit voraus, also u = konst., divp = 0, so läßt 
sich derjenige Term in (5), in dem v und ö gleichzeitig auftreten, umformen: 

() % 0 x ß) 0) 


ae. 9 + 
rexdö=zöod TUE FRITZ 


(9) 


Beide Terme verschwinden, weil sich aus Symmetriegründen weder v in @-Rich- 
tung (z-Richtung) ändert, noch & in v-Richtung (Änderungen von p). Ist die 
Flüssigkeit inkompressibel, so vereinfacht sich Gleichung (5) also zu 


m 7 9 GN Ar 
10) I. % (ar X) „As. (10) 


Im zweiten Gleichheitszeichen von (10) ist die zweifache Rotation entsprechend 
(814.9) zerlegt und die Divergenzfreiheit (833.3) des Wirbelfeldes & berücksichtigt. 
Gleichung (10) stimmt formal mit der Wärmediffusionsgleichung überein, die in 
[S 12] detailliert untersucht wird und im Zeitablauf die Gleichverteilung der 
Temperatur über den gesamten Raum bewirkt. Eine spezielle, der vorliegenden 
Situation gerecht werdende Lösung von (10) ist mit /’ als beliebiger Integrations- 
konstante 
zt+y? 
=% Tr e Hmm 
ötl)=e, Sam 1) 
Sie erfüllt zur Zeit t= 0 die Anfangsbedingung 
ö(t, 0) = e,(T]2) ö(x) ö(y) (12) 


eines in der z-Achse liegenden Wirbelfadens. Ohne die Theorie der Diffusions- 
gleichung (10) im einzelnen zu studieren, überzeugt man sich durch Einsetzen 
von (11) in (10) leicht davon, daß (11) eine Lösung ist. Diese Lösung läßt er- 
kennen, daß der Wirbelfaden zur Zeit t über eine Umgebung Y4tn/u ausgedehnt 
ist (bei o= Yx?+ y?= Y4tn/u ist » um den Faktor 1/e kleiner als auf der 


33 Macke, Teilchen. 3. Aufl. 
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z-Achse), die im Zeitablauf ständig zunimmt. Wirbelfäden in zähen Flüssigkeiten 
verteilen sich also um so rascher über die gesamte Flüssigkeit, je größer ihre 
Zähigkeit n ist. Die Zirkulation dieses Wirbelfadens ist nach (833.6) 


x oo 
e r Te *rlaın f* do?e” gzujaın 
ne D) ee ed a : 
:[[uis- 2 | 2rode Intlm r| EReM T, (13) 
v 0 


also gerade gleich der in (11) eingeführten Integrationskonstanten J'. Genau wie 
bei idealen Flüssigkeiten bleibt die Zirkulation I’ also im Zeitablauf konstant. 
Im Gegensatz zu ihnen (siehe HELMHoLTZsche Wirbelsätze [833]) aber breitet sich 
der Wirbelfaden hier auf immer größere Flüssigkeitsbereiche aus. 


Die durch Reibung verlorene kinetische Energie der Flüssigkeit wird nach 
(855.12) durch : 3 5 
N - fary(z, x v) 41 [dra® (14) 


beschrieben. Der in (855.12) noch auftretende Oberflächenterm verschwindet, da 
über den oo großen Zylinder integriert werden muß, auf dem @ bereits ver- 
schwindet. Beim Einsetzen von @ aus (11) entsteht über eine Länge Z des Fadens: 


oo 
4nLI” 4nLI”r 2t 
Te N | 2 Zee N 5 
N n2llaro (0) er] 2redoe men Brian (15) 
{0 


Somit ist 


(16) 


die pro Längeneinheit auftretende Verlustleistung des Wirbelfadens. Sie nimmt 
im Zeitablauf ab, während sich der Faden immer mehr ausbreitet. Besonders 
überraschend ist die scheinbare Unabhängigkeit der Verlustleistung (16) von der 
Zähigkeit n. Vergleichen wir zwei Wirbelverteilungen gleicher Form, aber ver- 
schiedener Zähigkeit 7, > 3, so muß in (11) in, = tan, gesetzt werden. Es müssen 
also verschiedene Zeiten t, <t, dieser Verteilungen miteinander verglichen 
werden. Die zugehörigen Verlustleistungen 


Ny/N; = tolt = le (17) 


verhalten sich also auch hier, wie nach (14) zu erwarten war, wie die zugehörigen 
Zähigkeiten. 


842 Laminare Strömungen 


Wir beschränken uns im vorliegenden Abschnitt auf die Untersuchung statio- 
närer Strömungen, die in zähen Flüssigkeiten als laminare Strömungen be- 
zeichnet werden. Zur weiteren Vereinfachung setzen wir Inkompressibilität und 
Abwesenheit von Volumenkräften voraus, also die Bedingungen 


u = konst. U-=0 v=0 u=0, (1) 
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unter denen sich die Gleichungen (841.1 und 2 bzw. 3) erheblich vereinfachen. 
Sie lauten nach Zerlegung des doppelten Vektorprodukts gemäß (814.9) einfach 


9p 
—=0 Abs, cd=—-7,+nAb. (2) 


Die erste der Gleichungen ist die Kontinuitätsgleichung inkompressibler Flüssig- 
keiten, und die zweite enthält die Bewegungsgleichung im stationären Fall. 
Druck und Reibung sind die einzigen wirksamen Kräfte. 


Besonders komplizierend wirkt sich in (2) das in v quadratische Glied aus. 
Speziell bei Geschwindigkeitsfeldern, die aus Symmetriegründen die einheitliche 
Richtung 

d = avft) a=e, j (3) 


aufweisen, hat die Inkompressibilitätsbedingung zur Folge, daß 
ol b=avlaxr) = e,v(y, 2) (4) 


gilt, daß v sich also mit ar = x nicht ändert. Der in v quadratische Term in (2) 
wird dann 


0) 
ro =, (5) 


ß) 
od=vAa— oeNnv=vaAao 


ar Ar 
und die zweite Gleichung (2) liefert für p in Komponenten die Aussagen 


9p 09p 


Era Fe a BP 
D. A 9% N od (8) 
ya“ p(x)=A+ Ba 


Dieser einfache Druckverlauf ist also Voraussetzung für ein Geschwindigkeitsfeld 
einheitlicher Richtung vom Typ (3). 
Darüber hinaus verschwindet der Term 
dv z o9v—0, wenn pvp? klein (7) 

ist, verglichen mit den Termen der rechten Seite von (2). Dann gelten ent- 
sprechende Vereinfachungen, so daß 

CP) dv 

ar nAv Ap=nA =0 (8) 
entsteht. Der Druck p genügt also der Potentialgleichung. Er muß nach den 
Ausführungen von [825] an den Randpunkten R als p(R) vorgegeben sein 
und wird dann durch die Potentialgleichung (8) im Innern als p(t) bestimmt. 
33* 
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Nachdem diese Aufgabe gelöst ist, kann p(t) als bekannt vorausgesetzt werden, 
und aus der zweiten Gleichung von (7) folgt 


Ant Ir) (9) 


als Bestimmungsgleichung für v. Die rechte Seite der Gleichung wird als bekannt 
angesehen. Die Vektorgleichung (9) kann zerlegt werden in drei Gleichungen 
zur Bestimmung der Komponenten v,(t), v,(t) und v,(rt). Diese Gleichungen sind 
Poıssonsche Differentialgleichungen, siehe (853.12), die sich grundsätzlich ebenfalls 
unter den gleichen Voraussetzungen eindeutig lösen lassen wie die homogene Poten- 
tialgleichung, siehe zum Beispiel [F 422]. Ist die 


J 


3 b Geschwindigkeit vo(N) am Rand vorgegeben, so 
a folgt die Geschwindigkeit v (tr) im Innern aus der 

eng) Lösung von (9). Damit ist der Weg zur Berech- 

EN ES ___ nung laminarer Strömungen grundsätzlich auf- 


x gezeigt. Er erfordert mehrfach die Lösung von 
Potentialgleichungen, eine Aufgabe, die bei 
komplizierten Randbedingungen sehr mühevoll 
werden kann. 


Abb. 842.1. 
Laminare Strömung zwischen zwei 
großen parallelen Ebenen 


Unter geometrisch einfachen Voraussetzungen sind die Gleichungen (7) der 
laminaren Strömung leicht zu lösen. In Abb. 842.1 wird eine Strömung zwischen 
zwei unendlich großen parallelen Ebenen betrachtet, von denen die untere ruht 
und die obere sich im Abstand b mit einer Geschwindigkeit v, nach rechts bewegt. 
Entsprechend ruht auch die Strömung bei y = 0 und besitzt bei y = b die Ge- 
schwindigkeit v,. Es wird vorausgesetzt, daß der Druck am Rand überall konstant 
sei, daß also p{R) = p. gilt. Die Lö ung der Potentialgleichung (8) für den Druck 
lautet dann einfach p(t) = p., und die Bestimmungsgleichung der Geschwindig- 
keit (9) vereinfacht sich zu 

Av=0. (10) 

Entsprechend Abb. 842.1 wird für die Geschwindigkeit der Ansatz v (rt) = 1„v(y) 
gemacht. Für die Potentialgleichung (10) und ihre Lösung gilt dann 

d’ 

dy? 


v=0 v=ay+Pß (ıl) 


mit beliebigen Konstanten x und ß. Aus den Randbedingungen v(0) =0 und 
»(b) = v, folet ä 
b 


v(y) = do- (12) 
für das Geschwindigkeitsfeld. Die Geschwindigkeit nimmt also zwischen den 
Flächen linear zu. 

Nunmehr wird angenommen, daß beide Grenzflächen von Abb. 842.1 ruhen. 
Dafür wird vorausgesetzt, daß der Druck bei x = 0 bzw. L die Werte p(R) = pı 
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bzw. p, besitzt und links überwiegt, um mit 9, > p, die Reibung zu kompen- 
sieren. Eine Lösung der Potentialgleichung (8) für den Druck, die diesen Rand- 


bedingungen gerecht wird, ist 


pl) = pı— 0% o-Az#. (13) 
Die Geschwindigkeit genügt nach (9) und (13) der Potentialgleichung 
EB en, (14) 
n ot n N 


Die zweite der Gleichungen folgt aus (4) und (5). Entsprechend Abb. 842.2 setzen 
wir v = v(y) und fordern v(+h) =0 au den Randflächen bei y= +h. Dann 
folgt aus (14) 


Om nom (15) 


für die Geschwindigkeitsverteilung der ebenen Kanalströmung unter Druck- 
differenz. v„, ist die bei y = 0 vorhandene Maximalgeschwindigkeit. 


‚Als weiteres Beispiel untersuchen wir die Strö- 
mung durch das Rohr von Abb. 842.3, ebenfalls 
durch Druckdifferenz hervorgerufen. Wieder gelten 
die Gleichungen (13) und (14) für p und v. Die Ge- 
schwindigkeit hängt jedoch entsprechend 


vd) =e,v() mit o=-Yy+z (16) 


Abb. 842.2. Geschwindigkeits- 
profil einer laminaren, statio- 
nären Strömung zwischen zwei 
ruhenden, parallelen Platten im 
Abstand 2h (Kanalströmung) 


PP P-D 


Abb. 842.3. Laminare Strö- 
mung in einem Rohr 


aus Symmetriegründen nur vom Abstand o von der 
Mittelachse ab. 


Zur weiteren Bestimmung der Geschwindigkeits- 
verteilung v(o) aus (14) und (16) wäre es erforder- 
lich, den Operator A in Zylinderkoordinaten aus- 
zudrücken. Eine andere Möglichkeit besteht darin, 
daß wir Gleichung (14) über den kleinen Zylinder 
in Abb. 842.3 integrieren. Dabei entsteht auf der 
linken Seite mit dem Gaussschen Satz (453.8) 


089 PL ” 
Sara far Lr-Sartt. (17) 


Da v sich nur in Richtung von o ändert, kann zum ÖOberflächenintegral nur der 
Mantel beitragen, nicht aber die Enden: 


(18) 
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Die rechte Seite von (14) wird einfach mit dem Zylindervolumen x 0?Z multipli- 
ziert, und für v(g) entsteht somit 


" c R 
mel" = rel. (19) 

Die Lösung dieser Gleichung ist 
v(e=--—- E44. (20) 


Als Randbedingung wird verlangt, daß-die Geschwindigkeit in unmittelbarer 
Nähe der Rohrwand, also bei o= R verschwindet. Verfügt man entsprechend 
über die Integrationskonstante A von (20), so wird mit C aus (13) 


v(0) 2 (R’—- 0°). (21) 


Die Geschwindigkeit nimmt also von ihrem Maximalwert bei o=0 aus qua- 
dratisch ab. Diese Geschwindigkeitsverteilung (21) wurde von HAGEN und 
POISEUILLE gefunden. (21) und (15) stimmen qualitativ überein. 


In der Zeit öf wird der Querschnitt F des Rohres von dem Flüssigkeitsvolumen 
50-/[fajör=[[Afv(e)öt=Jöt (22) 


«urchströmt. öx = vöt ist der Bereich hinter dem betrachteten Querschnitt. 
der in der Zeit dt den Querschnitt erreicht und somit also gerade hindurch- 
strömt. J ist das pro Zeiteinheit hindurchströmende Flüssigkeitsvolumen und 
wird entsprechend (825.10) als Flüssigkeitsstroem bezeichnet. Bei der vorliegenden 
Geschwindigkeitsverteilung (21) ist der Flüssigkeitsstrom 


R 
= 2 g Rt eg 
= ffarve = [reden Hmm. 


Durch die Bedingung 
J=Fi=rRr (24) 


führen wir die mittlere Geschwindigkeit 7 ein. Aus (23) und (24) folgt dann für 
den Druckabfall die Beziehung 


(25) 


Die gesamte Schubkraft X, die erforderlich ist, um die Flüssigkeit bei mittlerer 
Geschwindigkeit ö durch die Rohrlänge L zu bewegen, ist also 


K=F(pm — p,) = Sryöl. (26) 


Sie wächst mit der Zähigkeit »7 der Flüssigkeit. 
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843 Turbulenz 


Im voraufgehenden Abschnitt konnte gezeigt werden, daß zum Durehströmen 
eines Rohres vom Radius R mit der mittleren Geschwindigkeit 5 (hier nur kurz 
als v bezeichnet) die Druckdifferenz pro Längeneinheit 


PM-P, _ 8n® a) 


Z R: 
erforderlich ist. Dabei wurde vorausgesetzt, daß das Strömungsbild laminar ist. 


Bei höheren Geschwindigkeiten jedoch stellt sich heraus, daß die laminare 
Strömung instabil ist und durch geringfügige Ursachen in ein ganz anderes, 
nichtstationäres Strömungsbild umschlagen kann. In dieser nichtstationären 
Strömung lösen sich starke Wirbel von den Rändern ab und bewegen sich schein- 
bar regellos durch die Flüssigkeit hindurch. Dieses letztere Strömungsbild wird 
als Turbulenz bezeichnet. Für das Umschlagen der laminaren Strömung in die 
turbulente gibt es eine charakteristische dimensionslose Größe, die REYNoLDssche 
Zahl 

lami 

| Re = #7? < Rey, = 1150 ei (2) 
Diese Zahl Re nimmt für jede Strömung einen charakteristischen Wert an. 
Laminare Strömungen sind um so instabiler, je ir 
größer der Wert Re ihrer REYnousschen Zahl ist. furbulent 
Unterhalb einer kritischen Zahl Re), » 1150 ist 
kein Umschlagen in die turbulente Strömung mög- l 
lich, ist die laminare Strömung also stabil. Soweit W 
der empirische Befund. Die Theorie der Instabilität v, v 


und damit der kritischen REynouosschen Zahl wird Abb. 843. Widerstand bei tur- 
in [845] entwickelt. bulenter und bei laminarer 


4 2 ; Strömung in einem Rohr in 
Da das turbulente Strömungsbild stark wirbel- Abhängigkeit von der mittleren 


haft ist, entstehen entsprechend (841.14) große Geschwindigkeit v 
Energieverluste durch die innere Reibung n der 
Flüssigkeit. Der turbulente Widerstand ist daher auch erheblich größer als der 
in (1) angegebene laminare Widerstand. Erfahrungswerte ergeben für den mitt- 
leren turbulenten Widerstand die Formel 

) - 1.66 

Nam 


Tr 


Da Turbulenz nur bei Re > Re,, auftritt, ist der turbulente Widerstand stets 
größer als der laminare, siehe Abb. 843. Beim Einsetzen von (2) entsteht 


Pı— P- 
L 


Pı= Pr 
L 


(3 jr (3) 


Pp-P, mv, ( uRvfn \3a Bu Ski 
L R? 2 . 1150 ) = 0,1582 (@Rysr (4) 
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für die empirische Formel. Die laminaren und die turbulenten Magerstanle sind 
in Abb. 843 miteinander verglichen. 


844 Hydrodynamische Ähnlichkeitsgesetze 


Wegen der großen Schwierigkeiten, exakte Lösungen der hydrodynamischen 
Gleichungen anzugeben, spielen Modellversuche in der Hydrodynamik eine 
wichtige Rolle. Bei diesen Versuchen soll am stark verkleinerten Modell das 
hydrodynamische Verhalten einer Flüssigkeit unter gegebenen Bedingungen 
studiert werden. Zu diesem Zweck ist es erforderlich, die Ähnlichkeitsgesetze zu 
kennen, mit denen Rückschlüsse vom verkleinerten Modell auf die Verhältnisse 
in der Wirklichkeit gezogen werden können. 


In der kräftefreien Bewegungsgleichung für inkompressible Flüssigkeiten 


CR) 9 [® p ß) 6) 
a kJ [o-23:1x (ar x >) () 
werden alle auftretenden Größen ersetzt entsprechend 
5 3 ME: s : 


durch dimensionslose Größen 8, t, i, ? mit Faktoren V, R, T, P, die die Größen- 
ordnung und Maßeinheit angeben. Es entsteht so die Bewegungsgleichung 


f D {6} 2 u _ 
et + ae 9 EL x (5 (3) 
vT 8: 01 |2 uV uVR or 9 


zwischen dimensionslosen Größen, nachdem die Gleichung zuvor noch mit R/V? 
multipliziert wurde. Hierbei bedeuten R, V, T, P charakteristische Werte der 
Flüssigkeit für Größe, Geschwindigkeit, Zeit und Druck. 


Wir bezeichnen zwei Strömungen 1 und 2 als ähnlich, wenn sie derselben 
Gleichung (3) genügen und durch dieselbe Lösung d(f, i) beschrieben werden. 
Hierzu müssen offenbar drei Bedingungen zwischen den charakteristischen Kon- 
stanten der Flüssigkeit erfüllt werden. Die erste rührt von der linken Seite der 
Gleichung her und lautet 


BT vn e 


R,/R, ist das Vergrößerungsverhältnis der verglichenen Strömungen, V,/V, das 
entsprechende Geschwindigkeitsverhältnis. Sind beide vorgegeben, so muß der 
Vorgang entsprechend 7',/T, schneller oder langsamer ablaufen, damit die beiden 
Strömungen „ähnlich“ sind. Für stationäre Strömungen spielt diese Bedingung 
keine Rolle, da die linke Seite von (3) verschwindet. 


Die zweite Bedingung, die Gleichung (3) zu entnehmen ist, lautet 
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Sie ist entscheidend dafür, daß zwei stationäre Potentialströmungen ähnlich 
sind, denn bei Potentialströmungen spielt der letzte Term von (3) keine Rolle. 
Die charakteristische Größe (5) stellt das Verhältnis von Druckpotential zu 
kinetischer Energie dar, also das Verhältnis zwischen Druckkräften und Trägheits- 
kräften, durch das die Potentialströmung maßgeblich bestimmt wird. 


Schließlich muß bei wirbelhaften Strömungen, bei denen die Ähnlichkeits- 
versuche die wichtigste Rolle spielen, die dimensionslose Größe 
BEN Be (6) 
N 
der zu vergleichenden, Strömungen den gleichen Wert haben. Das bedeutet 
also — verglichen-mit (843.2) —, daß die ReynoLpsschen Zahlen 


Re, =Re, (7) 


gleich groß sein müssen, damit die Strömungen ähnlich sind. Anschaulich be- 
deutet Re das Verhältnis von Trägheitskräften zu Reibungskräften. Turbulente 
Strömungen sind solche, bei denen die Trägheitswirkungen überwiegen. Bei 
laminaren Strömungen dagegen, die eine kleine ReyxoLpssche Zahl Re besitzen, 
überwiegt der Reibungseinfluß. 


S45* Stabilität laminarer Strömungen gegen Turbulenz 


Die in [843] gegebene qualitative Diskussion der Turbulenz soll nunmehr durch 
quantitative Überlegungen ergänzt werden. Wir diskutieren zunächst den fol- 
genden Sachverhalt: Bei zeitunabhängigen Randbedingungen existieren stets 
stationäre Lösungen der NAvIER-STokzsschen Gleichungen, die ebenfalls zeit- 
unabhängig, also laminar sind. Trotzdem werden diese laminaren Strömungen 
außer bei sehr großer Zähigkeit der Flüssigkeit nur sehr selten beobachtet. Es 
bilden sich vielmehr Lösungen mit sehr starker Zeitabhängigkeit heraus, die 
turbulenten Strömungen. Danach scheint es, daß die laminaren Strömungen zwar 
existieren, aber der Ausbildung turbulenter Strömungen gegenüber nicht stabil 
sind. Diese Frage der Stabilität laminarer Strömungen gegenüber Turbulenz 
gilt es im folgenden zu untersuchen. , 


Verwendet wird für diese Untersuchung die in [511] erläuterte Methode kleiner . 


Schwingungen. Darunter ist im vorliegenden Falle folgendes zu verstehen: Wir 
betrachten eine durch 


v(d)=volt) +0, d) Iv,|< |vo| = 
Wh) el®! Ino=0 a 


beschriebene Strömung p (t, t). Sie besteht aus der zu untersuchenden laminaren 
Strömung v,(t) und einer zeitabhängigen Störung p, (rt, t), die an jedem Ort und 
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zu jeder Zeit klein gegen die laminare Strömung v, bleibt und periodisch an- 
gesetzt wird. Mit dem Ansatz (1) werden die NAVIER-SToREsschen Gleichungen 
zu linearen Bestimmungsgleichungen für v,(t, t), da Glieder in v! vernachlässigt 
werden können. Sie gestatten es, die möglichen Frequenzen w in Abhängigkeit 
von den Flüssigkeitseigenschaften und den Randbedingungen zu bestimmen. 
& wird im allgemeinen komplex. Der Imaginärteil von w hatiin (1) zur Folge, daß 
sich die Amplitude der Störung v, exponentiell verkleinert oder vergrößert. Im 
ersten Falle bedeutet dies, eine zufällig auftretende Störung klingt nach kurzer 
Zeit wieder ab, so daß dann nur noch die laminare Strömung v, übrigbleibt. In 
diesem Falle ist v, also stabil. Im zweiten Falle dagegen wird eine zufällig auf- 
tretende Störung bp, exponentiell angefacht. Dann überwiegt nach einiger Zeit 
die Störung v, im Gesamtbild der Strömung. Die ursprünglich laminare Strömung 
v, ist dann also nicht stabil gegenüber kleinen Störungen. Auf diese Weise liefert 
die Untersuchung von Im w ein Stabilitätskriterium. 


Zur. praktischen Durchführung dieses Gedankenganges beschränken wir uns 
auf die Untersuchung inkompressibler Strömungen, auf die außer Druck und 
Reibung keine weiteren Kräfte wirken. Geschwindigkeit und Druck sind dann 
nach (841.1 und 2) durch die Gleichungen 


op ß) d op. 
2 vlg: ee o)v= m -nAv (2) 


gegeben. Anstelle der Bewegungsgleichung in (2) betrachten wir deren Quellen 


und Wirbel 
9,9 \08 | (ot ev)-nat« 
nlar to ar e)ae rt tr er re 


(3) 


+ 
Ap= „sp |; ug on], 


da (bis auf die Randbedingungen) jedes Vektorfeld bekanntlich durch seine Quel- 
len und Wirbel vollständig beschrieben wird, siehe [F 424]. Durch die erste dieser 
Gleichungen läßt sich p unabhängig von p berechnen. Die zweite dient der 
anschließenden Bestimmung des Drucks p. Wir brauchen uns im folgenden nur 
für die erste der Gleichungen (3) zu interessieren. 


Um die weiteren Überlegungen nicht unnötig zu komplizieren, beschränken 
wir uns auf die Betrachtung ebener Strömungen in der xy-Ebene. Dann ver- 
schwinden v, und alle Ableitungen nach z. so daß die Bedingungen 


ß) 


Fr 


v,=0 N) (4) 
die Gleichungen (2) und (3) vereinfachen. Dadurch verschwindet gerade das 
komplizierteste Glied von (3), nämlich 
ß) v2 dv, 9% 9v, 9v 9v, 9v 

x = => RE ” re N BEE. m 2 Kh. 1 
Ir“ (v Ay: ov) PA un ee Eee + DM 


€ UK, 72 ER m 77 
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In der Komponentendarstellung treten nach (4) keine Glieder mit k,! = 3 auf. 
Der Definition (214.11) von g;;, zufolge wird also nur i= 3 berücksichtigt. Dann 
aber treten in der Summe über m nur verschwindende Glieder mit m=3 auf 
und solche mit m = 1 oder 2, die sich wegen divpv =0 kompensieren. Die durch 
(4) vereinfachten Gleichungen (2) und (3) lauten daher 


f) (0) f6) \09 
Fraen | °)5 


AI, 
ie An xD. (6) 
Sie bestimmen den Verlauf der zu untersuchenden Strömung. 
Nunmehr wird der Ansatz (1) in die Gleichung (6) eingesetzt und berück- 
sichtigt, daß auch die laminare Strömung v, allein diesen Gleichungen in der Form 


ß) 9 BE , 
En dr? = Ag, X M 


genügt. Die aus (1), (6) und (7) hervorgehenden Bestimmungsgleichungen für v, 
lauten dann 


= -_—— 
_ 8. 9898 3 9%... .94408 
.» ke Doyr o) a ae 


nachdem quadratische Glieder in v, vernachlässigt wurden. Dies sind homogene, 
lineare Bestimmungsgleichungen für die Störung v, bei gegebener ebener, lami- 
narer Strömung dp. 


Die aus der Inkompressibilität folgende Quellenfreiheit der Störung v, gestattet 
nach (834.3) den Ansatz 
xa —=0 (9) 


9 
er 


I 


eines Vektorpotentials a, dessen Quellen noch frei verfügbar sind und willkürlich 
gleich Null gesetzt werden. Die in (8) auftretende Rotation kann nun durch 

() 6) (0) ß) 9a 

ar N ar er xa) BerTBerTT Aa=—Au u) 


\ 


ersetzt werden, und die Gleichungen (8) gehen in 


d d .,N8 3,5, 7 
[ar +03r0]aa (+: xa) 37° 37% aa (1) 
über. Dies ist die ORR-SOMMERFELDSsche Störungsgleichung. 


Die Beschränkung (4) auf ebene Strömungen hat den Vorteil, daß wegen 
(v,),= 0 für das Vektorpotential der Störung der vereinfachte Ansatz 


add) = ezalr.y.t) (12) 
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gemacht werden kann. Er befriedigt die zweite der Bedingungen (9) und liefert 
ein Störungsfeld v, ohne z-Komponente, das nur von x, y und t abhängt. Mit 
diesem Ansatz vereinfacht sich (11) nach Multiplikation mit e, zu 


0 | h) ; da ° b) BR.‘ 
E 05; olAa+.,(3 x 3.) oe:[2 x%)=2 Ana. (13) 


Von den Vektorprodukten bleibt also nur je eine Komponente übrig, so daß 


0) 9 da 8 da 9 900 av n 
N FE ! = i ARE = 
[9 + % dr o]Aa + (7 dy 9y ler: 3) „Ada (14) 


entsteht. 


Die weitere Diskussion des Stabilitätsproblems beschränkt sich auf den kon- 
kreten Fall der Abb. 842.2 einer Kanalströmung zwischen zwei ruhenden Platten. 
Die laminare Strömung v, dieses Problems besitzt eine einheitliche Geschwindig- 
keitsverteilung in Richtung e,. Dies hat zusammen mit der Quellenfreiheit zur 
Folge, daß gemäß 


vo(t) = 8, (X, Y) a 0 = v(Y) (15) 


die Geschwindigkeitsverteilung nur von y abhängen daıf. Nach (842.15) lautet 
die Lösung für die Geschwindigkeitsverteilung 


= -(F)] =, (16) 


wenn sich die Platten bei y= +5 befinden. Die ORR-SOMMERFELDsche Störungs- 
gleichung (11) bzw. (14) vereinfacht sich hier zu 


° () jr bi) 
LE N WW) = Ada. (7) 


Hinzu treten als Randbedingungen des Störungsfeldes v, die Gleichungen 


KUREN u — gi 
(ey = I% a (vu), = dy Ra (18) 
(17) und (18) bestimmen «@ und damit nach (9) und (12) das. Störungsfeld v,. 
Zur weiteren Behandlung wird der Ansatz 
a(x,y,t) = (64 .()et I=8 (19) 


gemacht. Er ersetzt die Variable x mit Hilfe der Fourıertransformation (siehe 
W[14]) durch k, und y durch die dimensionslose Variable &. Beim Übergang 
von (17) zu einer Bestimmungsgleichung für b werden die Operatoren durch 


Be; a 1/8 
ae er b (38 


(en)) (20) 
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ersetzt. Führen wir weiter (mit R statt früher Re) die dimensionslosen Größen 


kh=a meh (21) 
Nn 


ein, so erhält die neu entstehende Bestimmungsgleichung für b(k, &, t) die Form 


9° 


[e &+a-@ire]l(5- 0) + 2iRa- 


Hinzu treten von (18) her die Forderungen 
| 
A R = (23) 


an b als Randbedingungen. 
Von den in der Differentialgleichung (22) auftretenden Variabeln spielt k bzw. 
x nur noch die Rolle eines Parameters. Die Differentialgleichung ist von vierter 
Ordnung in & und von erster Ordnung in t. Da alle neben den Operatoren auf- 
tretenden Koeffizienten zeitunabhängig sind, kann für die i-Abhängigkeit ein 
exponentieller bzw. periodischer Ansatz gemacht werden. Beim Auftreten mehre- 
rer derartiger Lösungen mit verschiedenen Frequenzen w, kann die allgemeinste 
Lösung dureh die Linearkombinationen 
bik,s,t)= Non el®ntb,(E) (24) 
n 


gefunden werden, da (22) homogen und linear in b ist. Die c, in (24) sind will- 
kürlich wählbare Koeffizienten. Entsprechend unterscheiden sich die Bestim- 
mungsgleichungen der Funktionen b,(£) von (22) dadurch, daß 9/81 durch jw, 
ersetzt werden muß. (22) ist dann eine gewöhnliche Differentialgleichung in £ 
mit den Randbedingungen (23). Sie besitzt ein diskretes Spektrum von Eigen- 
lösungen b,(E) zu bestimmten Eigenwerten »,, die im allgemeinen komplex sind. 
Sowohl die wo, als auch die b„(&) sind Funktionen der in (23) auftretenden 
Parameter x und R. Speziell die o, absorbieren den in (22) noch enthaltenen 

Faktor h?u/n, sind also von Typ 
0, = a7 In{R, 0) (25) 


mit dimensionslosen komplexen Funktionen g„(R,a). Zur Berechnung der Fre- 
quenzen (25) müssen die Eigenfunktionen b,(£) bestimmt werden. Diese Aufgabe 
wurde von Lıs, THOMAS, GROHNE und anderen!) - - +?) erfolgreich durchgeführt 
und kann hier nicht im einzelnen besprochen werden. Die Ergebnisse stehen bei 


1) C.C. Liv, Quart. Appl. Math. 3, 117, 218, 277 (1945/46) “On the Stability of Two- 
dimensional Parallel Flows’”. 

2) L.H. Thuomas, Phys. Rev. 86, 812 (1952) ‘The Stability of Plane Poiseuille Flow”. 

3) D. GROHNE, ZAMM 34, 344 (1954) „Über das Spektrum bei Eigenschwingungen ebener 
Laminarströmungen‘“. 

4) Zusammenfassende Darstellung: H. ScHLIcHTING, „Entstehung der Turbulenz‘“ in 
S. FLügee, Handb. Physik Bd. VIII/l. ‚„Strömungsmech. I“, S. 351-450. 
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einem ähnlichen Problem, dem der Umströmung einer ruhenden Platte, in Über- 
einstimmung mit Experimenten!). Wir beschränken uns daher auf die Diskussion 
der Ergebnisse. R und « sind die für das Problem charakteristischen Parameter. 
Die Reynorpssche Zahl R ist für die Strömung selbst charakteristisch, & für die 
Wellenlänge } = 2r/k = 2rrh/x der Störung. Die laminare Strömung wird zu- 
sammen mit ihrer Störung also durch einen Punkt der R,«-Ebene von Abb. 845 
charakterisiert. Für jede der komplexen Frequenzen w,(R,a) gilt die Stabilitäts- 
bedingung (1) einzeln. Sie unterteilt die R,«-Ebene in einen stabilen und einen in- 
stabilen Bereich. Stabil gegenüber allen Stö- 
rungen b„(£) mit ihren Frequenzen , ist nur 
der Bereich der R,a-Ebene, der die Bedingun- 
gen 

Imw,(R,0)>0 für allen | (26) 


erfüllt. Es ist der in Abb. 845 nichtschraf- 
fierte Bereich. 


PR; Aus Abb. 845 geht hervor, daß Strömungen. 
”%a deren Reyxopssche Zahl einen kritischen 
Wert R.. nicht überschreitet, offenbar stabil 

Abb. 845. Instabilitätsbereich (schraf- sind. Die bei der vorliegenden geometrischen 
fiert) der durch die Reynorpssche Anordnung für Ry. festgestellten Werte 
Zahl R=r„uhln charakterisierten „chwanken zwischen 5314 (Lıis) und 5780 
laminaren Strömung b,(r) von ; Aa 
Abb. 842.2. Instabilität hervorgerufen (T#0Mas). Bei zunehmender Geschwindig- 
durch kleine periodische Störungen Keit v„. der laminaren Strömung nimmt 
v,(t,£) mit der Wellenzahl k auch R zu, und es entsteht zunächst eine In- 
stabilität beisolchen Störungen, deren x-Kom- 

ponente eine durch kh = 1,02 bestimmte Wellenlänge } = 2rh/1,02 = 6,2 h be- 
sitzt. Unter den in einer Strömung stets auftretenden kleinen Schwankungen 
aller Wellenlängen werden also gerade diejenigen mit 4 = 6,2 h selektiv angefacht, 
während alle übrigen exponentiell abklingen. Mit zunehmendem R verbreitert. 
sich der instabile Wellenlängenbereich zunächst und verschiebt sich bei weiterer 
Zunahme von R nach tieferen Werten von k, also nach größeren Wellenlängen 
hin. Die hier festgestellten Instabilitätseigenschaften laminarer Strömungen gelten 
qualitativ für Strömungen aller Art. Dabei bedeuten v,, und h eine für die be- 
treffende laminare Strömung charakteristische Geschwindigkeit und Ausdehnung. 


846 Pranpsusche Grenzschichttheorie 


In Abb. 846 ist das Strömungsbild einer „fast idealen‘ Flüssigkeit (hierzu 
gehört auch Wasser) an einem Hindernis dargestellt. Es findet von links her eine 


1) G.B. SCHUBAUER, H.K. SkramstaD. Nat. Bureau of Standard Research Paper 1772, 
“Laminar Boundary-Layer Oscillations and Stability of Laminar Flow” (auch J. Aeron. Sci. 
14, 69 (1947)). 
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Umströmung statt, die ähnlich wie bei der idealen Flüssigkeit (siehe [827]) aus- 
sieht. Hinter dem Hindernis jedoch lösen sich an zwei Stellen A und A’ Wirbel 
ab, die sich mit der Flüssigkeit nach rechts weiterbewegen. Zwischen den beiden 
Wirbelbereichen, also im Schatten des Hindernisses, ruht die Flüssigkeit im 
wesentlichen. 


Dieses typische Verhalten emer fast idealen Flüssigkeit an einem Hindernis 
findet seine Erklärung in der PRAnDTLschen Grenzschichttheorie. Diese Theorie ist 
außerordentlich interessant, weil sie die in Abb. 846 und bei anderen Strömungs- 
problemen stattfindenden Vorgänge qualitativ anschaulich verständlich macht 
und darüber hinaus — je nach dem beabsichtigten Rechenaufwand — Ansätze 
für die quantitative Behandlung liefert. Für den 
Lernenden ist dieser Abschnitt insofern besonders 
wichtig, als er nahezu alle bislang in diesem Teil 
behandelten Einzelerscheinungen zur Erklärung 
benötigt. Dieser Abschnitt vermittelt dem Lernen- 
den daher am besten ein Gefühl dafür, ob er die 
bisherigen Ausführungen von [8] verstanden hat. 


Abb. 846. Strömung in einer 
„fast idealen‘‘ Flüssigkeit um 
Nach PRANDTL wird die Gesamtflüssigkeit in ein Hindernis. I Potentialströ- 
s z ä mung, IT’ Totwasserbereich, 
mehrere Bereiche unterteilt, deren Grenzen in HM und: I Wishelschichten, 
Abb. 846 gestrichelt eingezeichnet sind. Der Strö- III Grenzschicht 
mungsbereich I ist stationär und wirbelfrei. Wegen 
rotp =O spielt die Reibung der Flüssigkeit überhaupt keine Rolle. Hier darf 
n— 0 gesetzt werden. Die Strömung kann entsprechend [823] als Potential- 
strömung dargestellt werden. Ihre Randbedingungen bestehen darin, daß in 
großem Abstand vom Hindernis v(t) > vo. gilt, also ein Strömungsbild mit 
konstanter Geschwindigkeitsverteilung herrschen muß. An den Grenzen des Be- 
reichs I mit III, II und II’ ist die Randbedingung vy (R) = 0 etwa erfüllt. Die 
Tangentialkomponenten v7 an diesen Rändern können bei der Potentialströmung 
(Differentialgleichung erster Ordnung für dv!) bekanntlich nicht vorgegeben 
werden, sie entsprechen vielmehr dem vorliegenden Strömungsbild und können 
durch Rechnung bestimmt werden, nachdem man die Potentialströmung in I 
berechnet hat. 


Der Strömungsbereich I’ hinter dem Hindernis wird als ‚Totwasserbereich‘“ 
bezeichnet. In diesem Bereich ruht die Flüssigkeit, es gilt also dv (rt) = 0. 


Zwischen den Bereichen I und I’ müssen sich Wirbelsehiehten befinden, die 
diese Bereiche voneinander abgrenzen. Wir denken uns die Bereiche II und IT’ 
vorübergehend stationär. Dann herrscht rechts vom Hindernis eine Geschwindig- 
keitsverteilung, die in der Form p(t) = e,v(y) überall nach rechts gerichtet 
ist, ihren Betrag aber nur in y-Richtung ändert. Das Wirbelfeld einer solchen 
Strömung ist 

m 19 _.e,x6, 9% c, 9» dv 


= — XV 
2 or 


i i II 
u ae 7 mit ia in 1r. (l) 
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Innerhalb der Bereiche I und I’ selbst ändert sich v kaum. Dort befinden sich 
also keine Wirbel. In den Bereichen II und II’ dagegen findet der Übergang von 
v = 0 zur äußeren Strömungsgeschwindigkeit v x v. statt. Dort gerade muß also 
der in (1) auftretende Differentialquotient verschieden von 0 sein. Sein Vor- 
zeichen, das in II und II entgegengesetzt ist, bestimmt den Drehsinn des Wirbel- 
feldes @. Diese Überlegung zeigt, daß die Strömungsfelder I und I’ zwangsläufig 
durch Wirbelschichten gegeneinander abgegrenzt werden müssen. 


Auch in den Wirbelbereichen dürfen wir annehmen, daß die Reibung n keine 
große Rolle spielt. Wir setzen n — 0. Das Verhalten von Wirbeln in idealen 
Flüssigkeiten aber wurde in [83] genauer untersucht. In [834] stellte sich heraus, 
daß eine Wirbelschicht grundsätzlich instabil ist und aufreißen muß, weil be- 
nachbarte Wirbelfäden die Tendenz besitzen, umeinander zu rotieren. Jede 
zwischen I und I’ irgendwann einmal vorhanden gewesene Wirbelschicht II, IT’ 
muß sich daher auch hier wegen ihrer Instabilität in einzelne Wirbel auflösen, die 
irreguläre Bewegungen ausführen. In diesen Bereichen II und II wird also eine 
nichtstationäre Wirbelbewegung unter den Bedingungen 


11,1"; D=+0 —xb=+0 y>0 (2) 


beobachtet. Die einzelnen Wirbel bewegen sich mit der äußeren Flüssigkeit 
nach rechts. Sie wirken wie mitrollende ‚Kugellager‘ zwischen der Strömung I 
und dem Totwasserbereich I’. Daß in Wirklichkeit die Reibung n = 0 ist, macht 
sich dadurch bemerkbar, daß sich nach einiger Zeit, das heißt hier also in einigem 
Abstand vom Hindernis, die Wirbel allmählich auflösen, wie das in [841] grund- 
sätzlich gezeigt werden konnte. In einer bestimmten, von der Reibung n ab- 
hängigen Entfernung vom Hindernis verschwinden also die „Wirbelstraßen‘ 
II und II’ allmählich, und die Strömungsbereiche I und I’ gehen ineinander 
über: 

Die Frage, woher die Wirbel II und II’ eigentlich kommen und wodurch sie 
erzeugt werden, muß die Untersuchung der Strömung in der das Hindernis 
umgebenden Grenzschicht III zeigen. In dieser Grenzschicht erfüllt die Flüssigkeit 
am Hindernis selbst die Randbedingungen vy=0 und vr = 0 streng. Mit zu- 
nehmendem Abstand vom Hindernis wächst die tangentiale Geschwindigkeits- 
komponente sehr 'stark, bis sie die der Potentialströmung I entsprechenden 
Werte erreicht hat. Hier herrschen die Bedingungen der laminaren Strömung 


III: v=0 N2,x0=0. (3) 


Obwohl „, in der fast idealen Flüssigkeit als klein vorausgesetzt wird, spielt das 
Reibungsglied der Bewegungsgleichung hier trotzdem eine entscheidende Rolle, 
weil gleichzeitig die Ableitungen der Geschwindigkeit vd sehr groß sind. Die 
Strömung entspricht den Bedingungen von [842] und ist laminar im Bereich bis 
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zu einem Abstand R vom Hindernis, der durch die kritische REYNoLDssche 


Zahl Rx 
Raait = ar = 5000 (4) 


abgeschätzt werden kann. v bedeutet hier die Tangentialkomponente der Ge- 
schwindigkeit am Rand der Potentialströmung I. 


Das Flüssigkeitsbild entspricht einer Strömung zwischen zwei Flächen. Aller- 
dings besteht hier eine Besonderheit: Die am gestrichelten Rand zwischen I und 
III vorgegebene Geschwindigkeit v7 ist nicht konstant, sondern ändert sich längs 
der Schicht entsprechend den Bedingungen der Potentialströmung. Sie ist zum 
Beispiel links vom Hindernis Null und besitzt oben und unten in Abb. 846 
Maximalwerte. Der zugehörige Druck längs der gestrichelten Linie folgt aus der 
BERNoULLIischen Gleichung (ohne Volumenkräfte, U = 0): 


p-+ v0” = konst. (5) 


w|F 


p besitzt daher gerade dort ein Minimum, wo v? ein Maximum besitzt. Von dieser 
Stelle aus bis nach 4 nimmt vo? wieder ab und p entsprechend zu. 


Das Verhalten der Strömung im Bereich der Grenzschicht III kann unter den 
soeben besprochenen Randbedingungen rechnerisch mit den Methoden von [842] 
behandelt werden. Wir begnügen uns hier mit einer qualitativen Überlegung. 
Bekanntlich gilt die BErRNnoULLische Gleichung (5) auch in idealen wirbelhaften 
Strömungen längs einer einzigen Stromlinie, wie in [822] gezeigt wurde. In der 
hier betrachteten zähen Strömung dagegen nimmt p + „v?/2 längs der Strom- 
linie wegen n == 0 laufend ab. Da die Grenzschicht III im allgemeinen sehr dünn 
ist, findet von außen her bis an das Hindernis Druckausgleich statt. Wir können 
daher annehmen, daß p in der ganzen Grenzschicht praktisch von außen her be- 
stimmt wird. Verfolgen wir die Größe p + »?/2 längs einer Stromlinie in der 
Mitte der Grenzschicht, so nimmt diese Größe hier ab, während sie längs der ge- 
strichelten Kurve, also am äußeren Rand von III, wo noch die Bedingungen der 
Potentialströmung herrschen, entsprechend (5) konstant bleibt. Hieraus folgt, 
daß innen auch v? von der oberen Krümmung des Hindernisses aus weiter nach 
rechts stärker abnimmt als am Rand. Es findet daher wegen der übermäßigen 
Abnahme von v? am hinteren Teil des Hindernisses eine Flüssigkeitsstauung statt, 
die dazu führt, daß an irgendeiner charakteristischen Stelle A (und unten ent- 
sprechend A’) ein Teil der nachströmenden Flüssigkeit die Grenzschicht ver- 
lassen muß, um die Inkompressibilität zu wahren. 


Bei A und A’ verläßt also die in der Grenzschicht strömende Flüssigkeit das 
Hindernis, löst sich ab und tritt in den äußeren Bereich der Flüssigkeit ein. 
Da diese Grenzschicht aber den Bedingungen der laminaren Strömung ent- 
sprechend stark wirbelhaft ist, werden die Wirbel als eine Wirbelschicht mit in 
die Bereiche II und IT’ transportiert. Andererseits aber ist diese Wirbelschicht — 


34 Macke, Teilchen. 3. Aufl. 
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wie besprochen — hydrodynamisch instabil und löst sich in die einzelnen Wirbel 
der Wirbelstraßen II und IT’ auf. 


Das hier beschriebene Strömungsbild der fast idealen Flüssigkeit erklärt die 
Paradoxa, welche bei der idealen Umströmung eines Hindernisses aufgetreten 
waren. So liefert die von der Strömung auf das Hindernis ausgeübte Kraft 


8= fdip+0 (6) 


hier von Null verschiedene Werte auch bei zirkulationsfreien Strömungsbildern 
mit I = 0. Hinzu kommt noch die durch Reibung auf die Grenzschicht ausgeübte 
Kraft. Führt man das Oberflächenintegral (6) nunmehr über die Druckverteilung 
p(R) des Strömungsbildes von Abb. 846, so überwiegt der Staudruck 7, den 
Druck des Totwasserbereichs I’, und die Kraft St von (6) besitzt eine nach rechts 
gerichtete Resultierende. Transportiert man umgekehrt das Hindernis durch eine 
ruhende Flüssigkeit mit der Geschwindigkeit — d.,, so entsteht (im mitbewegten 
Bezugssystem) das gleiche Strömungsbild von Abb. 846, und die in (6) berechnete 
Kraft $& muß hier als — 8 ständig aufgewandt werden, um das Hindernis mit der 
gegebenen Geschwindigkeit — v., weiterzutransportieren. 


Übungsaufgaben 


84.1. Welche Dicke hat der unendlich lange, geradlinige Wirbelfaden (841.11) nach a) 1 sec, 
b) Ih in Wasser und Glyzerin (n/u = 0,01 bzw. 9,71 cm? sec”! bei 20 °C). 


84.2. Berechnung der stationären Umströmung einer Kugel (Radius R) durch eine zähe, 
inkompressible Flüssigkeit bei Vernachlässigung des Trägheitsgliedes. Reibungswider- 
stand der mit der Geschwindigkeit p, bewegten Kugel (STokessches Widerstandsgesetz) ? 


84.3. Wie läßt sich die Zähigkeit 7 experimentell bestimmen? 


85  Bilanzgleichungen von Erhaltungsgrößen 


Zusammenfassung: Auch in der Hydrodynamik lassen sich für die wichtigsten Er- 
haltungsgrößen der Punktmechanik Bilanzgleichungen angeben. Es handelt sich hierbei um 
die Masse, den Impuls, den Drehimpuls, den Anfangsschwerpunkt und die Energie. In ihrer 
mathematischen Form erinnern alle diese Gleichungen stark an eine (erweiterte) Kontinuitäts- 
gleichung. Während die Masse stets erhalten bleibt, spielt die Kraftdichte f für die Impuls- 
bilanz die Rolle einer Impulserzeugungsdichte. Entsprechend bedeutet r x f die bei der 
Drehimpulsbilanz auftretende Drehimpulserzeugungsdichte. Schließlich ist vf die Energie- 
erzeugungsdichte. Besitzt f ein Potential, so enthält vf die entsprechende Dichteabnahme 
der potentiellen Energie derart, daß potentielle und kinetische Energie zusammen (bis auf 
Ennergieströmung) konstant bleiben. Bei Spannungskräften {= 9 P/dr kann vf zerlegt werden 
in einen Term, der nur am Rande der Flüssigkeit auftritt und dort die Arbeit der äußeren 
Kräfte beschreibt, und einen zweiten Term, der den bei inneren Verzerrungen auftretenden 
Energieverlust enthält. Die Bilanzgleichungen werden auf das Beispiel einer einfachen lami- 
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naren Strömung angewendet. — Im letzten Abschnitt wird die Deformation der Erdkugel 
infolge der bei ihrer Rotation auftretenden Zentrifugalkraft berechnet. Die Oberflächenform 
i(c) = 0 folgt aus der Bedingung, daß die potentielle Energie der Anordnung im rotierenden 
System ein Minimum aufweisen muß. 


851 Masse und Impuls 


Genau wie in der Punktmechanik werden auch in der Kontinuumsmechanik 
viele Vorgänge dadurch übersichtlicher verständlich, daß man diejenigen Größen 
untersucht, welche im Zeitablauf unverändert bleiben, nämlich die Erhaltungs- 
größen. Die Untersuchungen dieses Kapitels werden zeigen, daß es sich hierbei 
im wesentlichen um die gleichen Erhaltungsgrößen wie in der Punktmechanik 
handelt, lediglich die mathematische Formulierung der Erhaltungssätze ist 
wesentlich anders. Zu den bekannten zehn Erhaltungsgrößen tritt infolge der 
anonymen Beschreibungsweise die gesamtmasse m als elfte derartige Größe hinzu. 
Sind bei einem System alle diese Größen zeitunabhängig, so wird das System als 
abgeschlossen bezeichnet. Daneben ist es auch noch üblich, solche Systeme als 
abgeschlossen (im engeren Sinne) zu bezeichnen, bei denen nur die Masse und die 
Energie Erhaltungsgrößen sind. 


Der Erhaltungssatz der Masse wurde bereits in [454] dargestellt. Die zu einer 
gegebenen Massenverteilung w(t,t) und Geschwindigkeitsverteilung v(r, ft) ge- 
hörige Gesamtmasse ist 


Die danebenstehende, von (454.6) her bekannte Kontinuitätsgleichung enthält 
in integraler Form 


4-0 7a (2) 


die Bilanzgleichung der in einem gegebenen Volumen Ö befindlichen Massen on. 
J ist die dabei in der Zeiteinheit aus der geschlossenen Randfläche heraus- 
strömende Masse. 


Um die in der Kontinuitätsgleichung (1) enthaltenen Aussagen zu verdeutlichen, 
betrachten wir das Schicksal der in einem kleinen, festen Volumen dr befind- 
lichen Masse dm = dru während eines Zeitintervalls öi. Da sich dr voraus- 
setzungsgemäß nicht ändert, erhalten wir für die Massenzunahme 
Cy7 


Sdm=drön=dröt 7 


ß) f 
== dröt- dir. (3) 
Der letzte aus (1) folgende Term kann nach dem Gaussschen Satz (453.8) durch 
ein Oberflächenintegral über das infinitesimale Volumen dr dargestellt werden: 


Sdm= - fajdinu= -Pafssu= —rdru. (4) 
34* ; 
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In diesem Integral bedeutet 88 = ötv die im Zeitintervall öt erfolgte Verschiebung 
der individuellen Flüssigkeitsbestandteile. Entsprechend enthält die durch das 
letzte Gleichheitszeichen definierte Größe ö6*dr die Volumenänderung, welche 
sich bei individueller Betrachtung der Flüssigkeitsbestandteile ergibt. (3) und (4) 
können daher in der Gleichung 


dröu+ ö*Fdru=öt(dru)= 0 (5) 


zusammengefaßt werden. Die hier definierte ‚‚individuelle‘‘ Massenänderung ver- 
schwindet infolge der Kontinuitätsgleichung (1). 


Eine ganz analoge Bilanzgleichung läßt sich für den Impuls 


| % = [drum B =Ymnt, | (6) 


einer kontinuierlichen Massenverteilung angeben. Daneben ist in (6) zum Ver- 
gleich der Impuls eines aus Punktmassen zusammengesetzten Systems an- 
gegeben. Um etwas über die zeitliche Ä:.derung des Impulses (1) aussagen zu 
können, benötigen wir die Gleichungen, die den Zeitablauf der Größen u und 
vd bestimmen, also die Bewegungsgleiehungen (811.10) und (812.4): 


g I \ 
er + grv)u=0 vlg +07 0)p=t. (7) 


Die durch die Kraftdichte £ beschriebenen Kraftwirkungen können entsprechend 


3 
f=othreiotz pP (8) 


Volumen- und Flächenkräfte sein. Die weiteren Umformungen werden durch die 
Differentiationsregel 
a\ 


(3 F Fr o)ab (4; +3 v)a +a[yr in v57)b (9) 


wesentlich erleichtert. Man beachte hierbei die verschiedene Stellung von v 
neben den Differentialoperatoren. 


Ähnlich wie in (1) für «a bilden wir jetzt die entsprechende Bilanzgleiehung 
für die in (6) enthaltene Impulsdichte uv. Mit (9) erhalten wir zunächst 


9,09 RE: f9,.2 
(ar Te me o)uv =ypo (Fi + Dr vu ru (37 nu) Fi o) v (10) 
und unter Verwendung der Bewegungsgleichungen (7) 


a, 4 
(+ ger e)an=t. ı) 
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Nach Integration über ein beliebiges Teilvolumen Ö des Systems entsteht, wieder 
mit dem Gaussschen Satz, 


Er rg-n I=ßaivonm. (12) 


Analog zu (2) bedeutet hier $ den Stromvektor des Impulses. Zum Beispiel ist J; 
der zur Geschwindigkeitskomponente v,; gehörige Impulsstrom durch die Rand- 
fläche nach außen. $t ist die im Volumen Ö angreifende Gesamtkraft. Sie ist ent- 
sprechend (8) durch 


8= [ar(to+;P) - farto +fafp (13) 


gegeben. Die durch die Spannung P beschriebenen Kräfte wirken also nicht im 
Innern der Flüssigkeit, sondern nur am Rande. 

Um die in (11) und (12) erhaltenen Aussagen genauer zu studieren, untersuchen 
wir wieder die Änderung des in einem gegebenen infinitesimalen Volumen dr be- 
findlichen Impulses 


AB drum SAP drölun) = drötl; m. (14) 
Infolge der Bilanzgleichung (11) erhalten wir hierfür zunächst 
SAP -drötl-voup+drött (15) 
Die Größen 
83=nÖöt und df=drf (16) 


bedeuten die individuelle Verschiebung der: Bestandteile in öf und die auf die in 
dr befindliche Masse wirkende Kraft. Mit ihnen läßt sich der erste Term von (15) 
wieder wie in (4) durch ein infinitesimales Oberflächenintegral darstellen. Dabei 
entsteht 
Pafvötoun = -fdjssoun = —S*drup. (17) 
Mit (15) zusammen kann wieder eine ‚individuelle Impulsänderung‘ eingeführt 
werden, für die 

6*(druv) = Ös*druvp +drölun) =stdAR (18) 


gilt. Somit ist die Bilanzgleichung (11) also nichts anderes als die anonyme Be- 
schreibung dafür, daß die infinitesimale Impulsänderung gleich der entsprechen- 
den infinitesimalen Kraft ist. 


Enthält die Kraftdichte f wie in (8) einen Spannungsanteil, so kann dieser ent- 


sprechend n 
drtr=drz P=- faip=ffdhr (19) 


umgeformt werden. Es entsteht wieder ein infinitesimales Oberflächenintegral 
über dr. Da dfP nach (722.3) eine auf die Fläche df wirkende Flächenkraft be- 


534 8 Flüssigkeiten und Gase [552] 


schreibt, ist dies nichts anderes als die Summe der auf die Oberfläche wirkenden 
Kräfte dStz. Obwohl auch diese Kraft den Impuls der in dr befindlichen Massen 
verändert, trägt sie im Innern der Flüssigkeit nichts zur Gesamtbilanz (12) bei. 
da auch für jedes Nachbarelement dr’ ein entsprechender Ausdruck (19) gilt. 
Dort hat P an der gemeinsamen Randfläche den gleichen Wert, der nach außen 
gerichtete Vektor df jedoch trägt das umgekehrte Vorzeichen, so daß sich die 
Beiträge der Flächenkräfte benachbarter Volumenelemente kompensieren. 


852 Drehimpuls und Schwerpunkt 
Die entsprechenden Bilanzgleichungen für den Drehimpuls und den Sehwer- 


punkt sind von geringerer Wichtigkeit, sollen aber der Vollständigkeit halber 
Hier kurz dargestellt werden. Der erstere wird durch 


| 8= [drex un Lux mt, 1) 


definiert. Daneben ist wieder zum Vergleich der entsprechende Ausdruck für ein 
System von Punktmassen angegeben. 


Für die zugehörige Drehimpulsdichte v x u» bilden wir die Bilanzgleichung 
und erhalten zunächst 


6) 6) a b) d N 5 
(G5 + zevo]uxum 1x (+5 vr wo x (gr +% ee (2) 
Wegen der Gültigkeit der Gleichungen 


) 9 © 

ztr-0 ern bxo=0 (3) 
(t, t sind voneinander unabhängige Variabeln!) verschwindet der letzte Term in 
(2), und der erste liefert mit (851.11) 


dt or 


(35 + 5 V o]txan=ıxt. (4) 


Nach Integration über ein gegebenes Volumen Ö entsteht mit dem Gaussschen 
Satz die zugehörige makroskopische Bilanzgleichung 


2 -fdjvorx um 
ru=M u (6) 
M= fArıxt. 


% bedeutet den durch den Rand des Volumens nach außen tretenden ‚Dreh- 
impulsstrom‘ und W das auf das betreffende Volumen wirkende Gesamtmoment 
der Kraftdichte f£. 
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In Analogie zu dem entsprechenden Ausdruck (341.4 und 7) bei Punktsystemen 
definieren wir den Schwerpunkt durch 


= fArur=a+ ht. (6) 


3, ist der Anfangsschwerpunkt und dementsprechend durch 
9-3 1-— [dran =[ärs (7) 


gegeben. o ist die zugehörige Anfangsschwerpunktsdichte. Gilt der Impulssatz 
(851.11) für £ = 0, so befriedigt sie die Kontinuitätsgleichung 


o=mTlu(t—ni) 


wie anschließend bewiesen wird. Ihr zufolge wird 3, genau wie m in (851.1) zeit- 
unabhängig, wodurch der Schwerpunktssatz (6) erst seinen eigentlichen Sinn 
erhält. 


Zum Beweis von (8) bilden wir mit (851.9) zunächst wieder 


b) b) 9 9 { ß) 
(+ re )ae- = (terre +95 0) bi) 
6) 9 () 
(ev) (+ ger) +Rlog or) () 
9, {) 


Der erste Term verschwindet wegen (851.1), der zweite wegen (3) und der dritte 
wegen (851.7), weil £ = 0 (Impulserhaltung) vorausgesetzt wird. 


853 Energiebilanz bei Potentialkräften 


Die kinetische Energie T' eines mechanischen Systems wird durch 


T-[aräv: T-3 u (ı) 


beschrieben. u0?/2 ist die Diehte der kinetischen Energie. Wir stellen die Bilanz- 
gleichung dieser Größe auf und erhalten zunächst mit (851.9) 


8,2 kpl, 2 ERFIRLHAT. 
(tr) tr)atulge tr) 
° 


(2) 
-0+ w|[, + (05; )|o- 
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Die zweite Zeile entsteht nach Differenzieren des letzten Terms. Sie liefert mit 
der Bewegungsgleichung (851.7) 


Diese Bilanzgleichung der kinetischen Energie erhält nach Integration über ein 
willkürlich gewähltes Teilvolumen OÖ die Form 


ar Jr=$fdfo o un?/2 
—+Jr=N 
N = [Arvt. 


dt (4) 


Die Änderung der kinetischen Energie wird also einerseits durch die zugeführte 
Leistung N dargestellt. Je nachdem, ob v und f gleich- oder entgegengerichtet 
sind, ist N positiv oder negativ (wie in der Punktmechanik, siehe (154.2)). Anderer- 
seits enthält J7 die in der Zeiteinheit infolge der Flüssigkeitsbewegung durch den 
Rand nach außen transportierte Energie. vd © uv?/2 ist dann die Energiestrom- 
dichte des Strömungsfeldes. 


Für eine detailliertere Untersuchung der durch (3) und (4) beschriebenen 
Phänomene betrachten wir wieder die in einem festen Volumenelement dr be- 
findliche kinetische Energie 


daT=drup?/2 AT = dröl(sıv?/2) (5) 


und ihre Änderung während eines Zeitintervalls öt. Infolge der Bilanzgleichung 
(3) entsteht zunächst 
(u : d fi ) R 
d7=drstz, (50) =dröt(-,vo&r v8). (6) 
Diese Gleichung läßt sich wieder wie früher in (851.4 und 17) umformen. und es 
entsteht 


8dT= -Sapsso&wı Ssdt= -S*drfn+ösdk. (7) 


Wieder bedeutet 53 die individuelle Auslenkung und 6*dr die individuelle 
Volumenänderung. Für die aus (5) und (7) hervorgehende individuelle Änderung 
der kinetischen Energie erhalten wir somit 


s*(dr&08) - drötvt- SSdN, 


also wie in der Punktmechanik das Produkt aus wirkender Kraft dt und Ver- 
schiebung 53. Dies ist die einer ursprünglich in dr befindlichen Flüssigkeits- 
menge während der Zeit öt zugeführte Arbeit. 
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Für die weiteren Überlegungen setzen wir voraus, daß die Kraftdichte f wie 
in (815.2) ein Potential besitzt. Die rechte Seite von (3) kann dann durch 
au D) on 


vf= — up a = up U - ET U (9) 


ersetzt werden. Das zweite Gleichheitszeichen berücksichtigt die Produktregel 
der Differentiation. Der letzte Term von (9) wird mit der Kontinuitätsgleichung 
(851.1) und der Produktregel in 


BD 7 Mund rt 

en U= y2 U- gt U+u 31 (10) 
überführt. Dann läßt sich die Bilanzgleichung (3) mit (9) und (10) in der veränder- 
ten Form 


4 v)e=u% e=En:+uU (11) 


darstellen. Wir bezeichnen uU als die Dichte der potentiellen Energie und e als 
die Dichte der Gesamtenergie. Offenbar ist das Volumenintegrai der so definierten 
Größe &, die Gesamtenergie des Systems, eine Erhaltungsgröße, wenn die rechte 
Seite von (11) verschwindet. Dies ist der Fall, wenn U(t) ein vorgegebenes, 
zeitunabhängiges Potential darstellt. Ist U dagegen zeitabhängig vorgegeben. 
so erfolgt nach (11) eine Energiezufuhr durch äußere Arbeit, die beim „Um- 
schalten‘ des Potentials (bei seiner Zeitabhängigkeit) aufgebracht werden muß. 
Die hierbei erforderliche Leistung erhalten wir analog zu N in (4) als Volumen- 
integral der rechten Seite von (11). 
Schließlich soll noch der Fall besprochen werden, daß U das Gravitations- 
potential der Massenverteilung u selbst sei und daher entsprechend 
RER ER ER 2 Aleyn (12) 


4r iv) 


genau wie u von der Zeit abhängt. Die erste Gleichung (12) geht aus (243.8) bei 
Übergang zum Kontinuum m„—>dr’w' hervor. Die zweite, die sogenannte 
Poıssoxsche Differentialgleichung, folgt durch Anwendung des LarLaceschen 
Operators A aus der ersten, wenn man die Gültigkeit von 


1 E 
AL = öl) (13) 
berücksichtigt. Diese Gleichung wiederum ist aus (825.2 und 8) für r = 0 (wo die 


rechte Seite von (13) also verschwindet) zu entnehmen. Sie wird auch für r>0 
bestätigt, indem man (13) über das Volumen einer kleinen Kugel integriert, und 
links den Gaussschen Satz anwendet. Mit der zweiten Gleichung von (12) läßt 
sich die rechte Seite von (11) weiter umformen. Es entsteht bei wiederholter 
Anwendung der Produktregel 


90° ap dU _.,8 (eU a0ı ,aU &U 
a ae et a ee =) "Fi R 
ee Bi IIBRBENEN, die) 

-’ Hıı m a 2yp \ or)?’ 
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und der Energiesatz (11) erhält hier die Form 


(16) 


für die Energiedichte e’ und die Energiestromdichte j’. Damit ist gezeigt, daß 
eine Massenverteilung unter dem Einfluß der gegenseitigen Gravitation ein 
abgeschlossenes System darstellt. Die in (16) auftretenden Zusatzterme bedeuten 
die Energiedichte und Energiestromdichte des Gravitationsfeldes. 


854 Einfluß von Druck und innerer Reibung 


Nunmehr nehmen wir an, daß auf die zu untersuchende Flüssigkeit nur die 
von [815] her bekannte Druckkraft 


p 
dp dq [dp 
Te Are er) var ” 
wirkt. Da diese Kraftdichte mit dem Druckpotential g genauso beschrieben wird, 
wie vorher diejenige in (853.9) mit U, können wir aus (853.9 und 10) sofort 


Ü 0 9q b 
ln = ng - ug+u (2) 
übernehmen. Aus der letzten Gleichung von (1) aber folgt hier weiter 
gg dq 9p 1 dp _98p 
Par Ha Fa Be (3) 


Daher gilt wieder der Energiesatz in der Form 


Steh, (4) 


(5) 


gegeben. 


Wir betrachten zur Anwendung von (5) eine volumenelastische Flüssigkeit, 
deren Massendichtew jenach dem vorhandenen Druck p um den Wert u, schwankt: 


p=-aln— m) =oRÖN. (6) 
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Die zugehörige, in (5) enthaltene Dichte der elastischen Energie kann mit (1) 
und (6) ausgewertet werden: 

Ent (ut - Pe -ptu Br 
elast EZ u + p/a 


= -p+aula(l+ 2 ); (7) 


Alto 


Entwickeln wir das Ergebnis nach p bzw. öu bis zur zweiten Potenz, so entsteht 
bei mehrfacher Anwendung von (6) 


p? pöu & 2 
East I — = = —— (öu)%. 8 
last 2m EITR Fu | A) (8) 


Dieser Ausdruck hängt quadratisch vom Druck p bzw. von du ab und erinnert 
dadurch an die Energie eines harmonischen Oszillators. Bei inkompressiblen 
Flüssigkeiten (mit O0/dr = 0) wird Su > 0 und dementsprechend East = 0. 


Zur Verallgemeinerung dieser Überlegungen nehmen wir an, daß die Kraft- 
diehte durch den in [814] beschriebenen Spannımgstensor P hervorgerufen wird 
und dementsprechend 

9 


{= ++, P P=-Ip+P (9) 


aus drei Anteilen besteht: f, enthält die soeben beschriebene Druckkraft, f, die 
Wirbelreibung und f,, die Kompressionsreibung. Die letzteren beiden werden in 
dem von (814.2 und 4) gegebenen Spannungstensor 


RE x x 1[3 3 
P=2nE&-+ (n — 2n)ISpe E=-;z oV+bo n (10) 


zusammengefaßt. Die auf der rechten Seite von (853.3) stehende Energie- 
erzeugungsdichte erhält hier die Form 


; 9 9 %) 
vt=u(,P)= 7, Pv-(Pzr)t- a) 
Die anschließende Umformung folgt aus der Produktregel der Differentiation. 
Dabei ist allerdings zu beachten, daß P mit 9/dr und v verknüpft bleibt und im 
übrigen ein symmetrischer Tensor ist. 


Um die Bedeutung von (11) genauer zu erkennen, betrachten wir wieder die 
von (853.8) her bekannte individuelle Änderung der kinetischen Energie einer 
in dr befindlichen Flüssigkeitsmenge während der Zeit öt. Sie wird hier 


fe) h) : 
a7 =drötot-drörlz-Po-SpP (Zr ov)|. (12) 


Der erste Term liefert wieder ein infinitesimales Oberflächenintegral über dr. 
Der zweite, auch von (11) herrührende Term kann als Spur eines Produkts 
zweier Tensoren dargestellt werden, siehe (262.11). Denken wir uns den zweiten 
Tensor in einen symmetrischen Anteil, den in (10) eingeführten Tensor €, und 
einen antisymmetrischen Anteil zerlegt, so liefert der letztere keinen Beitrag, 
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weil neben ihm der Tensor P symmetrisch ist (Beweis wie in (732.7) bis (732.13)). 
Somit entsteht * ınächst 

S*dAT-- fAfPnst— drSpPE&dt (13) 
infolge (12). 


Wie in (851.16 und 19) führen wir die anschaulichen Größen 


ö3 = ötv dfr=dfP SE =-Eöt (14) 


ein. Die letzte von ihnen bedeutet nach (814.2) den zur Verschiebung ö8 gehörigen 
Verzerrungstensor. Mit diesen Größen erhält (13) die leicht deutbare Form 


dr 
SHAT=fsARFSöS — drSpPöE. | (15) 


Die betrachtete kinetische Energie d7' in dr wird durch zwei Beiträge möglicher- 
weise verändert: Der erste enthält die von den Oberflächenkräften während der 
Verschiebung 68 geleistete Arbeit. Der zweite liefert nur dann einen Beitrag zu 
öT, wenn 6E€ + 0 ist, wenn also durch die Verschiebung 63 eine Verzerrung des 
Volumenelements dr hervorgerufen wird. Würde P wie in (734.2) nur von E ab- 
hängen, so wäre dieser Term integrabel und würde eine mit der Zunahme von 
kinetischer Energie gleichzeitig verbundene Abnahme der entsprechenden 
elastischen Energie in dr darstellen. Dies gilt aber nur für den in P enthaltenen 


und bereits auf andere Weise untersuchten Druckanteil. Der übrige Anteil P 
von P jedoch, der die innere Reibung der Flüssigkeit beschreibt, ist auf keinen 


Fall integrabel, da er nicht von E, sondern von - abhängt. 


Zur weiteren Auswertung von (11) zerlegen wir auch die Verlustleistungs- 
dichte » entsprechend (9) in drei Anteile: 


vi= Pr —_ rm tmt rt. (16) 
Sie können nach (13) durch 
[7 -pSpE p = vn + 1m = SpPE (17) 


dargestellt werden. », enthält die bereits auf andere Weise beschriebene Zunahme 
der elastischen Energie. Zur Auswertung der beiden übrigen Terme setzen wir 


P aus (10) ein: 


(18) 


Dies sind die Verlustleistungsdichten bei Wirbeireibung und bei Kompressions- 
reibung. Beide beschreiben die örtliche Verteilung des durch innere Reibung 
hervorgerufenen Energieverlustes der Flüssigkeit. Sie treten nur dort auf, wo 
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€ = 0 ist, wo also auch tatsächlich Verzerrungen der Flüssigkeit stattfinden. Ist 
nur nach dem gesamten Energieverlust innerhalb eines ausgedehnten Flüssigkeits- 
volumens, nicht aber nach dessen räumlicher Verteilung gefragt, so ist es oftmals 
vorteilhaft, nicht das Volumenintegral von (18) zu berechnen, sondern N aus 
(853.4) direkt zu ermitteln. Dabei muß allerdings sorgfältig auf die Oberflächen- 
beiträge zu diesem Integral und deren physikalische Bedeutung geachtet werden. 
Ein Beispiel dieser Art ist die in [841] durchgeführte Berechnung des Energie- 
verlustes eines geradlinigen Wirbelfadens. 


855 Energiebilanz einfacher laminarer Strömungen 


Zur Anwendung der Überlegungen des vorigen Abschnitts untersuchen wir die 
Wirbelreibung am einfachen Beispiel einer inkompressiblen Strömung, der in 
[842] behandelten ebenen Kanalströmung. Das Geschwindigkeitsfeld dieser 
Strömung ist nach (842.12) durch 


v(t) = e,ay a = tvo/b (ı) 


gegeben. Wir bestimmen zunächst den Tensor 


ß) 9 Yo % 
Er a a 2) 
und hieraus den Verzerrungstensor 
> 1/9 , 3 Ü , i 
€= 5 [2 ob -+po 2) — SE (0,0 dl, 0). (3) 
In übrigen werden noch die Formeln 
R vo \? i & ee __% 
= (38) (& 0 7 + 8,0 6,) SpeE 0 per (4) 


benötigt. Die Verlustleistungsdichte dieser Strömung aus (854.18) ist also orts- 


unabhängig wie €: 


v„=2nSp & = 1702/02. (5) 
In einem Volumen der Höhe 5b und Fläche F wird also die Leistung 
N„=farv, = Fbv,— Fb (6) 


durch innere Reibung vernichtet. 


Die gleiehe Leistung muß durch äußere Arbeit über die Randbedingungen 
ständig nachgeliefert werden, um die Strömung in ihrer stationären Bewegung 
zu halten. Nach den Ausführungen von [842] erfolgt dies durch Bewegung der 
oberen Begrenzungsfläche mit konstanter Geschwindigkeit v, in Richtung e,. 
Die zugeführte Leistung N, (Eingangsleistung) wird durch (853.4) und (854.11) 
beschrieben. Der zweite Term der letzteren Gleichung enthält die Reibungs- 
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verluste und wurde in (6) verwendet. Der erste jedoch liefert entsprechend 
(854.13) das Oberflächenintegral 


N,=fafPv P=-27€ mit Sp&=0. (7) 


Da € nach (3) nur Terme außerhalb der Diagonalen enthält, können zu (7) nur 
solche Randflächen beitragen, bei denen df und dv verschiedene Richtungen 
besitzen. Dies trifft nur für die obere und untere Begrenzungsfläche zu. Da v in 
der unteren verschwindet, bleibt allein der Beitrag der oberen Fläche übrig: 


N. = Fe,2n(vo/2b) (e,o ey+e,o &,) 6% = Fiyvg/b = Mr (8) 
Der Vergleich mit (6) zeigt, daß die auf diese Weise zugeführte Leistung N, 


gleich der Verlustleistung (6) ist. Dieser Energiebilanz stellen wir die entsprechende 
Bilanz der Kräfte 


K=fArt= Asp Kopen + unten = O (9) 


gegenüber. Auch hier entstehen nur Beiträge an den beiden Begrenzungs- 
flächen F. Sie sind entgegengerichtet und gleich groß. Die gleiche Kraft, die an 
der oberen Begrenzungsfläche beim Verschieben dieser Fläche wirkt, muß an der 
unteren Fläche (in umgekehrter Richtung) aufgebracht werden, um diese fest- 
zuhalten. Das macht sich in (9) dadurch bemerkbar, daß df auf beiden Flächen 
entgegengesetztes Vorzeichen trägt. 

Wie am Schluß des vorigen Abschnitts bereits erwähnt wurde, führt man die 
praktische Berechnung von Verlustleistungen ott durch direkte Volumeninte- 
gration von df durch. Nach (814.10) gilt für die Kraftdichte der Wirbelreibung 


09% a [a 
eg -ng rer). (10) 


Die zugehörige Leistungsdichte kann in zwei Terme entsprechend 


i ) 9 d 2 
dt, = 4 [m x (+ xv)| (3; x») (11) 


zerlegt werden, wovon man sich durch Differentiation des ersten leicht überzeugt. 
Die der Flüssigkeit zugeführte Gesamtleistung ist daher 


N - [arvt,- fbai £ x (= x v)| = nfar(&- x v) (12) 


Bei der Auswertung dieser Gleichung stellt sich heraus, daß das Oberflächen- 
integral mit (7) und das Volumenintegral mit (6) übereinstimmt, siehe [Ü 85.1]. 


Allerdings ist diese Übereinstimmung nur zufällig. Um uns hiervon zu über- 
zeugen, denken wir uns Gleichung (12) auf ein zylindrisches, mit Flüssigkeit ge- 
fülltes Gefäß angewandt, das mit konstanter Winkelgeschwindigkeit rotiert. In 
diesem Fall ist rotv = fonit., also ist der zweite Term in (12) von Null verschieden. 
Da jedoch keinerlei innere Bewegung der Flüssigkeit stattfindet, kann es auch 
keine Reibung geben, und », in (854.18) muß verschwinden. Berechnen wir jetzt 
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auch noch das Oberflächenintegral von (12), so erhalten wir ebenfalls einen von 
Null verschiedenen Term, obwohl das Gefäß kräftefrei rotiert. Das Ergebnis 


N = nLR?4ro®— nLR4ro?= 0 (13) 
7 N 


aber läßt erkennen, daß N als Ganzes richtig berechnet wurde. Ein anderes 
Beispiel wird in [Ü 85.2] behandelt. 


856* Hydrostatisches Gleichgewicht der rotierenden Erde 


Wie in [255] bereits angekündigt, soll jetzt das hydrostatische Gleichgewicht 
der rotierenden Erde berechnet werden. Wir machen zu diesem Zweck die 
(näherungsweise berechtigte) Annahme, daß die Erde eine inkompressible Flüssig- 
keit ist und mit konstanter Winkelgeschwindigkeit © rotiert. Die einzelnen Be- 
standteile dieser Flüssigkeit unterliegen daher der gegenseitigen Massenanziehungs- 
kraft und der Zentrifugalkraft. Die Durchführung der Gleichgewichtsberechnung 
erfordert allerdings eine gewisse Vertrautheit mit den Methoden der Feld- 
berechnung, die im allgemeinen erst beim Studium der Elektrodynamik [F] er- 
worben wird. Immerhin gehört das Problem dem Thema nach zur Hydro- 
statik. 


Wir betrachten zunächst die potentielle Energie der Erde im mitbewegten 
System 


Epot = ff re > druldx m). (1) 


tr] 


Der erste Term enthält analog zu (F 232.8) die potentielle Energie der Gravitations- 
kräfte und der zweite die potentielle Energie der Massenverteilung u im Potential 
der Zentrifugalkräfte. Die Massenverteilung muß den obigen Annahmen ent- 
sprechend den Gleichungen 


> innen 
Jaru=M ut) = OL (e)] /)=0 am Rande | (2) 
< außen 


genügen. Sie besitzt im Innern der Kugel den Wert u, und verschwindet außen. 
(X) = 0 ist die einstweilen unbekannte Randfläche der Flüssigkeit. 


Die Berechnung des hydrostatischen Gleichgewichts erfolgt unter Variation 
der Massendichte zı(t) und damit der Funktion f(r), so daß die potentielle Energie 
dabei ein Minimum wird (Prinzip der virtuellen Verrückungen). Bei der Durch- 
führung der Variation muß die Gesamtmasse M entsprechend (2) konstant ge- 
halten werden. Diese Forderung wird als Nebenbedingung in das Variations- 
verfahren eingeführt. so daß 


{Ey —aAM} = 0 5M = Sfaru=fAröu (3) 
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entsteht. A ist der zugehörige LAGRANGEsche Parameter. Die hinzugefügte Kon- 
stante a wird später so gewählt, daß A dimensionslos wird. 


Die Variation der potentiellen Energie ergibt zunächst 


, de 1 _ 2 
IEi- - far du Fl +2 (@x 2] = (dr SuUke), (4) 
während die Variation von u mit (126.5) auf 
dd 
du my = MBTöL/)] (5) 
führt. Damit erhält die Variationsgleichung (3) die Form 
far möfölfw1 {U (W) — ar} =0. (6) 
Da dieses Integral für willkürliche d/(rt) verschwinden soll. muß 
SW] LU (e) - ar} = 0 (7) 


gelten. Der Definition von / entsprechend ist die ö-Funktion nur am Rande der 
Flüssigkeit von Null verschieden, also muß hier die geschweifte Klammer ver- 
schwinden. Diese Forderung besagt nichts anderes, als daß im Gleichgewicht 
die Massen so verteilt sein müssen, daß die Randfläche eine Potentialfläche 
U (rt) = konst. wird, mit aA als Potentialwert auf dieser Fläche. 

Die in (2) eingeführte Funktion /(r) soll auf der Randfläche verschwinden, im 
Innern positive, im Äußeren negative Werte aufweisen und darf im übrigen 
beiiebig gewählt werden. Genau diese Eigenschaften besitzt aber bis auf das 
Vorzeichen Urt) — a/. Dies rechtfertigt den Ansatz 


-affı) = Ur) -—aA (8) 


für die gesuchte Funktion f(r). Mit der in (4) definierten Größe U(r) stellt (8) 
eine Bestimmungsgleichung für f(r) dar. Allerdings enthält U die Massendichte w' 
und damit wiederum /(r’) in den Integrationsgrenzen. (8) ist daher eine kompli- 
zierte Integralgleichung für /(r), die anschließend in einer für unsere Zwecke 
hinreichenden Näherung gelöst wird. 

Zuvor soll noch die Bedeutung des in (4) eingeführten Potentials U(r) unter- 
sucht werden. Zu diesem Zweck denken wir uns innerhalb der durch u beschriebe- 
nen Flüssigkeit eine geringfügige Masse dm von 3 nach 3 + 83 individuell ver- 
schoben. Die zugehörige Änderung von u bei dieser Beschreibung ist 

öu = dm[ö(r — 3 — 68) — ölt —-9)}. (9) 


Die erforderliche Arbeit muß gleich der zugehörigen Änderung der potentiellen 
Energie sein. Wir erhalten mit (4) 


84 = Byoı = dm[U(E 4589) - Ul@)] = dm 2-55. (10) 
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Andererseits beschreiben wir diese Arbeit entsprechend 


5A= 853 R=dmg 9 -ZR| m 


durch eine zugehörige Kraft, die ihrerseits neben der verschobenen Masse dm 
den Vektor g der Schwerebeschleunigung an der betreffenden Stelle enthält. 
Der Vergleich von (10) und (11) zeigt, daß U gerade das Potentia! der Schwere- 
beschleunigung g ist. 


Nach (8) und (4) lautet die Bestimmungsgleichung der Randfläche 
= ‚rs (dröfwW)) , 1, N BE 12 
afte) ar + Ze ( Hzöxut _ [arsuiel)-. 12 


4r tr] 2 


Über a wird so verfügt, daß f(r) und A dimensionslos werden. A muß so bestimmt 
werden, daß die Nebenbedingung (2) erfüllt wird. Für die Rechnung führen wir 
die Größen R und g, durch die Gleichungen 


4 M R 3 
M=w-R ns = . Yu r (13) 


ein. R und g, bedeuten den Erdradius und die Schwerebeschleunigung im Falle 
& = 0. Gleichung (12) erhält mit diesen Größen die Form 


r ’ ‘ 1 a 1 
fr go, [EU + tax? farorwı= rs |cı 


für die gesuchte Funktion fr). 


Zunächst lösen wir Gleichung (14) in dem (trivialen) Fall verschwindender 
Rotation und nennen die dabei auftretenden Größen f = f,(t) und A = A,. Vor- 
aussetzungsgemäß ist bei @ = 0 das Potential U(rt) aus Symmetriegründen 
kugelsymmetrisch und daher nach (8) auch f(r). Das in (14) enthaltene Integral 
aber läßt sich für eine Kugel vom Radius R leicht auswerten und liefert nach 


[F 222] 


390 dr’ Io 2 P) 
4raR ) \r-V| 2aR BR]: (15) 


Damit vereinfachen sich die Gleichungen (14) in 


holt) = n+ ze (BR°— 72) h(R)=0. (16) 


Die zweite Gleichung (14) wird erfüllt, wenn die Kugel gerade den Radius R 
besitzt und f,(Z%) also verschwindet. Die erste Gleichung liefert mit r = R den 
Parameter },, so daß wir bei geeigneter Wahl von a 


(17) 


erhalten. 


35 Macke, Teilchen. 3. Aufl. 
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Nunmehr suchen wir f und A für den Fall © + 0 und setzen zunächst 
Io=fir) +6f Az), +54 (18) 


an. Beim Einsetzen in (14) und nach Berücksichtigung von (16) entstehen für 
die unbekannten Größen öf und 6% die Gleichungen 


3 dr’60' 1 
2rk® ) ı-rV| gR 


f=54+ (ö x v)? 


(19) 


[dr50=0 86 =Alfı(r) + öfl - Hlfı(r)]- 


Hierbei ist zu beachten, daß der letzte Term wegen « = w?R/g, = 1/289,9 nur 
eine sehr kleine Störung darstellt. Für die vorliegenden Zwecke genügt es daher, 
auch öf und ö/ nur in erster Potenz von « zu berechnen und alle Beiträge mit 
höheren Potenzen von « zu vernachlässigen. Unter dieser Voraussetzung kann 


60 näherungsweise durch 


d6 
ar En a) 0, (20) 


ersetzt werden, da die höheren Glieder dieser Entwicklung auch höhere Potenzen 
von öf und damit von a enthalten. 


Zur Auswertung von (19) in der Näherung (20) werden folgende zweekmäßige 
Größen eingeführt: 


t=re V=re o=r/R Öö=wa C=ae C"=ae 
öfte) = öfle, 2) (GR) x n)?= aor(l 2°). 
Die ö-Funktion (20) wird mit (17) in 


thin =5l1-(F) 


2 


een] 5 (R-n\=35R-n (22) 


umgeformt. Schreiben wir das Volumenelement von (19) in Kugelkoordinaten 
dr = dodär:dr, so erhält das Integral in (19) die Form 


"dr’60' R deo'di’r'?dr’ö(R-r') öf(e', &') R: (f dap'ac’öf(l,d) r 
n T n Tor RZ 1 . (23) 
k-r 2 Ire—r'e'| 2 lee-e| 


Die Bestimmungsgleichungen (19) lauten somit 


EG raum fardıa,d=0 | 


Die Nebenbedingung von (19) wurde in gleicher Weise wie (23) über (20) und (22) 
umgeformt. 
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Zur weiteren Bestimmung von öf werden alle Funktionen von £ nach LEGENDRE- 
schen Polynomen entwickelt, siehe [F 226]. Diese sind ein durch 


+1 
Tore age Pıtee) mit | AcPud Pd (25) 


-1 


le 


(für o < 1) definiertes Orthogonalsystem. Für die einfachsten Funktionen gilt 


Bd) =1 Ba=-- 1-0=3(P-B). (26) 


Außerdem geht (25) nach Mittelung über den zu irgendeiner anderen Richtung a 
gehörigen Azimutwinkel in 


do/2r 
ren 


En =[5E Ze Pie‘) = De'Pıleo) Pı(e'a) 7) 
ee-e| , 2r 7 7 
über, siehe (F 226.17). Nach diesen Funktionen wird öf entwickelt: 

öf(e,£) = Pıle) Pı(&) 2ß,(o)/(21+ 1) -fagöfle, &)Pı(d). (28) 


Die zweite Gleichung folgt aus der ersten nach Multiplikation mit P,(&) und Inte- 
gration über £, bei Verwendung der Orthogonalitätsrelation aus (25). 


Wir setzen zunächst (27) in (24) ein und erhalten mit den Gleichungen (28) 


he PO- 82 en Pd + (82 Eee )Po ep. 


Die jetzt noch zu bestimmenden f,(o) können aus (29) durch Vergleich der 
Koeffizienten neben den verschiedenen P, bestimmt werden. Dabei setzen wir 
zunächst o = l und bestimmen die ß,(l). Anschließend werden die letzteren 
in (29) eingesetzt zur Bestimmung der ß},(o). Die Nebenbedingung von (24) 
führt wegen 1 = P, mit der Orthogonalitätsrelation (25) auf ,(l) = 0 und diese 
Bedingung wiederum auf ö6A = — 2/3. Die Ergebnisse sind 


= Ple)=- 0-0) Palo) = — 


5x 


Ze. (30) 


Alie übrigen ß, verschwinden. Für die gesuchte Funktion f(r) entsteht mit (18) 
und (28) 


i0=-1-3a-e(1-} (31) 


3 


Die Oberflächenform der Erde wird durch f(t) = 0 mit f(r) aus (31) beschrieben. 
Diese Gleichung liefert (bis zur ersten Ordnung in «) für den Erdradius r(£): 


ii) =0 r()=Re- R(l+50-7el). (32) 
35* 
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Am Äquator bzw. an den Polen wird & = ea = 0 bzw. 1. Die Abplattung der Erde 
wird durch 


"max er _ > 
R 177% 231,9 (33) 
beschrieben. 
Aus (8) berechnen wir das Gravitationspotential U (x): 
a R 3 5 
U=aü-n-[-3+0(1-30+320)|. (34) 


Hieraus folgt mit (11) die Schwerebeschleunigung durch Gradientenbildung. 


Unter Verwendung der Gleichungen 
8 0 fe) v y ge d oe a8 a? 0 u 
9 2 aı 2R® R R . or 2 dr 2R R aoae (35) 


erhalten wir 
ou 


= ne e+ 7 8e-zaaoae). (36) 


or 


Von besonderem Interesse ist der Betrag der Schwerebeschleunigung am 
Rande r(£) der Erde. Hierfür entsteht aus (36) zunächst 


3 5 2 
9= 900 [e -Z0+ > aaoae) 


R s N i (37) 
5 5 7 3» > a 
It 75 ze) lı 5etyos 
und bei Vernachlässigung höherer Potenzen von & 
u 13 Bo 
9=-nl1-ga+zed). (38) 


Als Lotabweichung p wird nach (255.6) der Winkel zwischen e und — g bezeichnet. 
Für die Abweichung zum Äquator hin erhalten wir gegenüber der einfachen 
Theorie (255.8) hier 


(39) 


In der anschließenden Tabelle 


T Meorie B Experiment 


1/231,9  |1/293,7.--1/298,6 
9,8049 ms? | 9,8063 ms“? 
14 49"' 11' 36" 


Abplattung 
Schwerebeschleunigung | bei 45° 
Lotabweichung geogr. Breite 
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werden die hier berechneten theoretischen Werte mit den experimentell ge- 
messenen Werten verglichen. Bei diesen Zahlen wird g, = 9,8204 ms”? aus (38) 
durch Vergleich mit experimentellen Werten ermittelt (LAnDoLT-BÖRNSTEIN, 
6. Aufl., Bd. 3, Astronomie und Geophysik, 8. 256ff). Das Ergebnis ist eine im 
großen und ganzen recht befriedigende Übereinstimmung, wenn man die ver- 
einfachenden Annahmen der Theorie berücksichtigt. Die noch verbleibenden 
Diskrepanzen rühren vor allem daher, daß die Dichte u der Erde nicht konstant 
ist, sondern nach innen zunimmt. 


Übungsaufgaben 


85.1. Die Leistung N für die ebene Kanalströmung von Abb. 842.1 ist nach (855.12) zu be- 
rechnen. 


85.2. Impuls- und Energiebilanz für die ebene Kanalströmung von Abb. 842.2? 


85.3. a) Welches Drehmoment M® muß aufgewandt werden, um einen Zylinder (Radius R,) 
in einem anderen ruhenden (Radius R,) mit der Winkelgeschwindibkeit w zu 
drehen ? Geschwindigkeitsfeld der laminaren Strömung im Zwischenraum? 

b) Berechnung der Reibungsverlustleistung nach (854.18) und Vergleich mit der 
Leistung des äußeren Drehmoments M®. 
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11.1. 


11.2. 


11.4. 


12.1. 


Aus den Definitionsgleichungen (Spalt: 2) folgt a) mit t{=/!v-!, b) mit 
!=vt, ec) miti=[1, d)miti=! und n=T!. 


Dimension Dimension 


Impuls 
Drehimpuls 
Kraft 
Arbeit 
Leistung 
Wirkung 


Aus K= - (y/4r) mım;/r? und K = (1/4re,) eıea/r? folgt mit 
yl4&r = 6,67 - 10°"! kg=!m?s“?, 1/4rne, = 8,988 - 10° Vm/As und 
e = 1,602. 10°"? As: 


Massen Abstand Massen. Coulomb- 
[kg] [m] anziehung kraft 
[N] [N] 
Sonne-Erde 1,50 . 1011 | 3,50 - 1022 
Erde—Mond 3,84 .10° |1,99 . 102° 
Proton— Proton - 10-15 | 4,65 - 107% 58 
Proton-Elektron . 10-4 | 3,63 - 10-47 | 8,25 - 10-3 


. Die aufzuwendende Arbeit bei quasistatischer Prozeßführung ist 


A=- [ar&=- [ar(-")=- 2” = 6,28. 107 Nm. 
R R 


Für eine beliebige äußere Kraft K gilt (F= Querschnitt) K=(p— p,)F 
mit Ö=0Ö,(1- e/l). Mit p= 9,0,[O folgt daraus 


©) x/l F = 
Kr (1) gr x für z<l. 


Entsprechend X (x) muß auch die Skala geeicht werden. 

Für kleine y geht die Funktionalgleichung in f(x) + yf'(z) 

= af(xz)[f(0) + yf'(0)] über: Mit f(0) = a! und f’(0) = ba! folgt 
f(&) =bf(®). Lösung: f(x) = a-!ed®, 
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12.2. a) Differentiation der Identität #= t(x(f)) nach t liefert mit der Ketten- 
regel 1=t’& oder &= (#’)-!. Nochmalige Differentiation nach { liefert 


= —- () "5 - — (3 ". 
b)z=r5 i=wW'2 +40 mit vd =de/lds, ©’ = dee/ds?. 
J)&=al®+ms mit S=(f) und 5= —(f')}r’ nach a). 
d&= «2483 mit @’=(s)"t und x’ = —(8')”?s’ nach a) 


und $ und 3 wie unter c). 
e) Mit 9//dx=f,, 9f/dt=f, und der Kettenregel folgt df/dt= f,£+f=0. 

df/dt? = fe + fan + Fe + Fre + fra= 0. Für „+0 und stetige 

Ableitungen folgt wegen fi, = fu: &= — (filze — Warlah + Rha)lfz- 
12.3. a) Die Gleichung der Isoklinen erhält man 

aus der Differentialgleichung (DGl) mit 

%= c = konst. Die Isoklinen 

x = t(e— 1)/(ce+1)=tr ergeben mit 


c | —o —1 0 1 © 
r 1 to —1 0 1 
das Richtungsfeld von Abb. Ü12.1. Die Rich- 


tungsfelder b) und c) ergeben sich entspre- 
chend und sind in Abb. U 12.2, Abb. U 12.3 


und Abb. Ü 12.4 dargestellt. Abb. Ü12.1 
x x 
% 
r 
c>0 6<0 
Abb. Ü 12.2 Abb. Ü12.3 Abb. Ü 12.4 


12.4. Mit dem Ansatz x(t)=g(t)®(t) erhält man, da ® Lösung der DGI ist, 
9+ 92/8 +f)=0. Lösung: 


t ti = 
g=c,D*exp I- far Ro) y=@%+ far" B(t’)? exp ® dt Ro) ö 


Speziell mit ®(t) = sini/t entsteht: 


t PZ 
sint sint v2 sin cost 
2-0 + [ar Sinmepr XP I- far au \-. r —G f N 


+ 
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12.5. Mit dem Ansatz folgt 
h (Ba + Pi) + (bi + Pe) + Bü + Fe, =f. () 


Dies ist die einzige Forderung der Differentialgleichung an c,(t) und c,(t), 


die im übrigen willkürlich gewählt werden dürfen. Zur Vereinfachung wird 
daher weiter 


Da +We,=0 (2) 
gefordert. Nach Differentiation von (2) und Einsetzen in (1) entsteht dann 
u+Pa=t. 8) 


Auflösung des Gleichungssystems (2 und 3) nach c, und c, und Integration 
liefert mit den Integrationskonstanten c, 9, Cao 


t 
‚eO)F@) = fe) ot) 
 fart =D 7a 2) - fat a er 
0 
Di) =BV-bY. 


13.1. Zweifache Zeitintegration und anschließende partielle Integration liefert 


ur 


j 
' 


\ 
= #far gi sinat’ \ 


N 
ı 

\ 
! \ 
\ 
ı 


4A er : U] 
- — [Fr 7 sinat’ — f# —sinat 
m t t ' 


0 


at N 
79, ae. ee een 
= 2 «|- EU e| ' ei 


Das verbliebene Integral ist als Integral- 
sinus bekannt (siehe Jahnke-Emde, Tafeln 
höherer Funktionen 8.1), Auswertung ge- 
gebenenfalls durch Reihenentwicklung von 


sin«. ® 
Fa ; 
13.2. Mit V= mw2a?/2 folgt aus (133.9) F Abb. Ü13 
g 7 Er — 
Be 1 d(o, Ym/2 Ex) 1 aresin (oz: 
= Yı - (woVm/2Ea)? © 


Lösung: x= Asinw,(t— 4) mit A= Y2E/m/o,. 


13.3. 


13.4. 


14.1. 


14.2. 


14.3. 
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Mit &= v lautet die Bewegungsgleichung ö+ yV?+g=0 für v>0. Auf- 
lösung und Integration liefert: 


Häye dv = arc tan 2, 
gtyW Y5 ar tanh 


var Em ge vn al-W v>0. 


‘y tanh osh 


x(t) und v(t) sind in Abb. Ü13 dargestellt. Bedeutung der Konstanten: 
— Steigzeit, x, = Steighöhe, 1, = — (r/? — are tanv, Yy/g)/Vyg- 

a) Bewegungsgleichung: &+ atö-+ a?t?x/4= 0. Mit dem Ansatz 

x = u(t) exp [— at2/4} (Kamke, Differentialgleichungen, Lösungsmethoden 

und Lösungen, Bd.1, 8.417) folgt ö— au/2= 0 und als Bahn 


ee «z 


b) Bewegungsgleichung: & — &2/x — axInßx = 0. Mit dem Ansatz 


x = cexpu(t) (Kamke, Te Lösungsmethoden und 


Lösungen, Bd.1, 8. 571) folgt ü — a(u + _ = 0 und als Bahn 
2) = Btexp [or (Naiı) +0 (- Naii)] “>0. 


Mit (132.7) und (132.1) folgt für die schwingende Masse, d.h. die Masse 
des Wagens ohne Räder M = (1/2)? mg/x = 1050 kg. 


Aus der Differentialgleichung 
d n d ı 
F (Fr) (tk) = (=) z(t) =0 
entsteht mit z= exp(At) nach dem Fundamentalsatz der Algebra: 


= Zapil= (A Am... (A Am u; 
i=0 
Die einzelnen Faktoren in F sind vertauschbar, ca die A, Konstanten sind. 
Dabei ist jedes z,(t) Lösung, das (d/dt — A,)”*z,(t) = 0 befriedigt. Mit dem 
Ansatz z,(f) = g,(f) exp (Axt) folgt aus 


(47-2) 0 = (I a)" er =)" = 0, 


daß g,(t) ein Polynom (m; — l)ster Ordnung ist. Die allgemeinste Lösung 
z = Nay2, entsteht durch Überlagerung der Einzellösungen. 


ERER.. SEORE 
m (@* + (y/2)°) 


a) zl) = „far Ye? sinwt im [are vel+jot — 


Mo 


x(t) = K/maon. 
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14.4. 


14.5. 


15.1. 


15.2. 
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oo 
b) <(t) = nf di’ er? sinowt’ cos Qt — f‘) 


= nn Sneen [ar erWI2+3Dt —_ 3 (jet — erief) 
J 


_ Re ei? Ko (w— 22) cos At+yAsinQt 
mo er; + GR +j9)? m (08 — Q2)? + „EQ® 
: 2 
x(l)= Ko ec08(Qt—x) mit 0o= PEN. SSEHENENN ‚ tanı= % = 
m 5 Vog - 23)? + 922? a 2? 
x Mr 
Ksina u 
mW, a —_ 
| u -" 
[7] Hr - ei 
I 


Abb. Ü14.1 Abb. Ü 14.2 
z()=0 für t<0. zit)= (Kymo)[J(t) —-J(0)]) für 0<!i<T. 
x(t) = (Kmo)[J(T)- J(0)] für t>T. J=fdtert-NMPsinolt—l). 
Auswertung von J(f) wie in [Ü 14.3]: 
J= — Im fat" e(-rl2+jo!" — Im 5 (yJ2 + jw) el? Hi U-N) 
= 0, ert-NMRlysino(t— !)/2 +wcosw(t— )]. 
Mit y/2 = w, 6084, ® = @, sin«& folgt daraus für 
0<t<T xt) = (K,/mww,) [sina — er!l?sin(wt + «&)] 
Ti x(t) = (K,/moo,) e’!? {er Tl? sin (w(t— T) + x) — sin(wt+ &)]. 
Darstellung für T>w"! und 7T>y"!in Abb. Ül4.l. 


Es gelten die Lösungen von [149] (siehe Abb. Ü14.2). Der Einfluß der. 
Haftreibung besteht lediglich darin, daß der Stahlwürfel in dem ersten 
Umkehrpunkt liegen bleibt, für den |x| = |2,— n:2&| <a, = u,9/@o gilt 
(n= Anzahl der Halbschwingungen). Zahlenwerte: n = 2, x,=2cm. 
Trotz rollender Reibung (geschwindigkeitsunabhängig!) gilt formal der 
Energiesatz: mv?/2 = mgs sin + umgs cos«a. Somit folgt 

s = v2/2g(u cos& + sin«) = 895 m. 


#=-as(1- 2) 3=V2-(@- ve) 
Y@)=--mf ee -2) »(x) = VY2m(E — v)). 


Die möglichen Bewegungstypen folgen aus Abb. Ü15.1 und Abb. Ü15.2. 
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15.3. Mit E = p2/2m + mgx = mgh ist 
Elmg Elmg 


woraus nach (131.9) mit 7 = Igteig + ka = 2 V2r/g folgt: 
dJ/AR = (2/9) V2/m EM? =. 


Abb. Ü 15.1. Mögliche Bewegungstypen und Potentialverlauf des anharmonischen Oszillators 
Iınax = Va/b, V nas = ma?/4b, Kain = 0, V anin =0 


15.4. Mit E= ml?9?/2 — mglcosp = -mglcos&, & = Maximalamplitude, ist 
nach (155.1 und 5) 


j dJ(E) dp 
E)—= —————— 
2) dE ® V2 (E/m12 + (g/l) cosg) 
Mit .der Substitution sin (p/2) = ksinu (k = sin(&/2)), cos(p/2) d(p/2) 
= kcosu du entsteht 


T(&) V: $ ar —— 
g V2(cosp — cos«) 
B V- du 
No P cos (p/2) 
= y- du 
u 79 Vı-R sineu 


Abb. Ü 15.2. Phasenbahnen des anharmonischen 
Oszillators. Zu jedem Wert 0< E < Var (schraffier- 
ter Bereich) existieren drei Kurven: eine geschlos- 
sene, die der Bewegung in der Potentialmulde von 
Abb. Ü15.1 entspricht, und zwei nichtgeschlossene, 
die der Bewegung außerhalb der Potentialmulde 
entsprechen. Alle Bahnkurven E> V ax schmiegen 
sich den gestrichelten Parabeln p= /b/2 ma? 
asymptotisch an. 
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Reihenentwicklung des a und gliedweise Integration liefert 


ee el ee 


Vergleich mit (312.4) liefert für den Fehler 


= «f] | ı 5 !4a5 
Re BE Ey nein Fe | 

E, e[%) /0,002| 0,05 |3,97 
Für e = 0,01 folgt unter Berücksichtigung der ersten 2 Glieder: k = sin («/2) 
= 0,198, & = 22,8°. 

15.5. Ersetzt man in (148.12) #’ durch t — t' und differenziert nach t, so entsteht 
mit k= K/my 
" 


’=y far k(t')ere-l2 I- 3 sinw(t —!) +cosw(t — v)) i 
Mit 9 —0 folgt ® > jy/2. Mit y = 1/r, (144.8) und ! =t— t" ent- 
steht (157.8) 
vl) eg Eye, 
ö 


21.1. Aus Abb. Ü 21.1 folgt: a(b + c)/Ja| = ab/lal + ar/lal. 


21.2. 5 (a xb)= im +4 x Ber OxEN _ im alt+ di) 
$ di>0 dt>0 
x a lim eernzen xbl)=axbtäxb. 


ee 


Die beiden übrigen Beweise folgen formal genauso! 


ahaı are a 
(Br e)/ on 
Abb. Ü21.1 Abb. Ü 21.2 
21.3. F=/Siajj=$ldrx 1|= $dsl=2rrl. 
21.4. v(t) = |2| = @Y(A — B)?+ 4A Bsin?[{ot + (x — B)j2]. 


21.5. a) Wegen ı Lb,a— r, folgt für den Ebeneneinheitsvektor 
n=bx(a-1,)/|bx(a—r,)|. Ebenengleichung: ın=d mit d=tn 
(d= Abstand vom Ursprung). 


21.7. 


21.8. 


22.1. 


22.2. 


22.3. 
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b) Wegen n Lt, — ty, ta — tz folgt für den Ebeneneinheitsvektor 
n=(u-%)%X (%—%)/|(tı — te) X (rR —13)|. Ebenengleichung: 


ın=d mit d=yun. 


.i=u+bt mit ,=bx[bx(t,—a)] (siehe Abb. Ü 21.2). Fußpunkt 


des Lotes: = a+ (1/2) (1, —a)bob. 
En - uB=4u- mtb”. (A) 


Für das Minimum des Abstandes gilt: 952/0' =2b,d = 0, 
062/00’ = —2b,d =0. Diese Gleichungen sind mit d = fb, x b, zu erfüllen. 
f folgt nach skalarer Multiplikation von (1) mit b, x b;: 


_ (41 — 42) (b1ı x b,) = _ (0 —@,) (bı x be) 
j (b1 x b3)? d=|b| Ibı x ba| " 
Nach Abb. 218 sind die Lösungen Kreise mit beliebigem Radius R um die 


durch & gegebene und durch den Koordinatenursprung gehende Achse, 
die mit konstanter Geschwindigkeit ® R durchlaufen werden: 


rt) = a@fw + e,Rcos(wti+x) +e,ksin(wi+a) mit e,Le,L® 
und e,, e,, @ Rechtssystem. a, R, x sind willkürlich wählbar. 
Mita=ae, liefert die Projektion der Bewegungsgleichung auf di Achse 
m2 = —at,(,xt)=0, woraus z(f)= 2, + v,ot folgt. 


Projektion der Bewegungsgleichung auf eine zu a senkrechte komplexe 
Ebene liefert mit (218.10) und (218.11) 


2=- x )=- —(x)ti=-j—Er=-jZ 
Für die Lösung Z = Z, exp(jYj Ya/mt) - Z,exp (-jVj Ya/m {) entsteht 
mit j3? = el'3#lt _ _ cos(r/4) - jsin (r/4) = (-1+ j)/Y2, Ya/?m= w und 
2; = |2,|e!* 

Zi) = | Ze eftettd + |Z,]e®teritei-en), 


Die Bewegung entsteht durch Überlagerung der gleichförmigen Bewegung 
in z2-Richtung und zweier Spiralen in der xy-Ebene. Es wird eine Wendel 
der Ganghöhe 2rv,o/w» mit der Kreisfrequenz » durchlaufen. 


Aus e/m=w/B=v/rB und mv?/2=eU folgt: e/m = 2U/rB?, v=2U/rB. 
Zahlenwerte: e/m = 1,76 : 101! As/kg, v = 4,19 - 10° m/s. 


Nach Multiplikation von (226.6) mit den Einheitsvektoren e, | ®, e; LAU 
und Elimination von t entsteht mit Ye, = A,, Be, = By die Gleichung einer 
Ellipse in der durch A und B aufgespannten Ebene: (re,/A,)?+ (tey/B,)?=1. 
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23.1. Aus Z(t) = Ae“ folgt mit a= —y/2 + jw nach zweimaligem Differenzieren 


23.2. 


23.3. 


= aZ = (PA — @) Z- jyoZ= -(PA+o)Z-y2=-wiZ-y2. 
Damit ist 8 = — modr — myt. 


Differentiation von (223.1) liefert mit 7 =1/y 
dr*/di" = (— 1)" (g — yv)/T""?. Dabei wird mit t, = 0 nach (231.4) 


Ener art rar) ae. 
a) ° or b) 


57 xlaxı)=ao or=3a-—a=2aH+I. 


Hr 9 
X besitzt kein Potential! Die Bewegung wurde in [Ü 22.1] diskutiert. 


b) 


{) ax(axı _ 1 ° en 2 _ 
Ep Kr — Ban jr x (aoar roa)—[ax(axv] 
f) 1 1 6) 2.0 
x ar (a x v)? wen (X ge arte gr xr)+lax(axy] 
1 8 


(er - (ar) = 0 


% Tas Ir [lax(axr)]xlax(axn)]=®. 


2 
(ax ri 
Mit a=aec, und z=9_c0s9, y=esing erhält man 


Se re! e,x(&,xr, _([zda+ydy (de _ 
V=- [are [ar ee ze y® Ti: 


Yie)=inlaxrl//axz,|) mit V()=0. Die Potentialflächen sind die 
Zylinder o = konst. 


ec) 9 us... A dr 3 E3 I 
dt (axı? (ax)? (ao dr -agr or) (xx; EL, 
2a p) 
Gary Taxi (axı)x (ax(axv)) 
2a 


(ax (ax (aolaxv’— (axr)oataxn)=0. 


Mit a=ae, und = _c089, y= osing erhält man 


= BE xt 1 f-yde+zdy 
7=-[are- le = 4 
l 1 
für ir 
Die Potentialflächen sind die Halbebenen p = konst. 
{) 
d) Zrrlax(xd)=-x(boar-roab)=- -bx -oar=axb 


23.4. 


23.5. 


24.1. 
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: besitzt nur für a|b ein Poienual, Mitb=oa a=ae,undz=0c089, 
= osing erhält man 
V=--f[dr8 = — va? [Ar(e, x (e,x t)) - aa [vde+ydy 
u xa®fode = oa? 0?/2. 


V(r)=o(ax r)?/2 mit V(0)=0. Die Potentialflächen sind die Zylinder 
o = konst. - 


Mit r()=R-— wt, L= mRv, und 9(0) = 0 folgt durch Integration des 
Drehimpulserhaltungssatzes (243.12) 


"m dtRw vot R 
PO) mu Rn N TE 
0 


fe+)=fa+&sy+tnmz2+{) mit S=Fe,+nme,+Le,. 
Für die &-Änderung folgt nach (124.13) 


d 
E—— 
fe+s)=e "faytn2+Ll). 
Analog gilt 


De. 0, 
fa, y+n,2+0)=e Wfwy,2+0) Ka,y,2+0)=e% fin, y, 2) 


und damit 


f‘) 
fe+3)=e fe). 


k 1 1 
öf= [5% + 1,5% 5 Zend + ey öröy + zwöy. 


Aus der entsprechenden Entwicklung von 9 (x, y) = 0 folgt öy in Abhängig- 
keit von öx nach Entwicklung der Wurzel bis zu ö2? 


... Dx b? ba? 2 
oy=— Fir ee 


Mit y(x) aus g(&,y) = 0 wird 6/= A(x) dx + B(x) 8x? mit 
3b[(a? + 52x) (a? — x?) — a?x?] 
a? Va? — a? 
3b (3atx + 3a2b?x? — Lara? — 2a) 
2adY(a? —: a2)? 


A(x) = 32° — 


B(«) =3x + 


Stabile Kreisbahnen sind nur möglich für 120) = Minimum. 


a L? @_0. d2V 


dr mr» n. as dr? 


=($3 - N <a Hr >0Onur füra>Oundn<3. 
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24.2. Mit V= — a/r? wird V= (12/2m — a)/r?. Mitx=2E/m, = 2(L?/2m — a)/m 
= L?/m? — 2a/m entsteht aus (243.13): #?= x — ß/r?. Integration liefert 
r(t). Mit r(t) erhält man durch Integration des Drehimpulserhaltungs- 
satzes p(t). Die Bahn entsteht durch Elimination der Zeit aus r(t) und 
p(t) oder mit «= 1/r, y= L/m aus yx?= a — Ba?. 
Ergebnisse mit c,, c,, c als beliebigen Integrationskonstanten: 


p(t) Ur (@) 


y arctan "x cos ViBl ß| 


Br ar coth m‘ +) |] sinh y 


(P+e) 


— ylalt+c) = Yx( (P+c9)ly 


nicht möglich 


<0| VIBNel-IxIe+en® =at yigpartanı Nr eh ys ih YA, is 


nicht möglich 
G — 9 + ytlc} 1% 


2 ; Re ‚e" Melotv 
Yyinie+e fc r 


Wegen (152.8) sind auch jeweils r(—-t), g(—-t) Lösungen. Die Bahnen 
werden dann mit entgegengesetztem Drehsinn durchlaufen. — In den Ab- 
bildungen wurde Z > 0 gewählt. 


a>0,8>0 / 
; 
i 
h ; 
\ 
B \ / 
\ / 
N ea 
a>0,ß<o a<o,ß<o 


Abb. Ü 24.1 Abb. Ü 24.2 Abb. Ü 24.3 


24.3. Mit L=mRv, lautet der N 


* 
E=- er Gr=3 5mr@R mt = m + 


y4 
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Grenzradien folgen daraus mit # = 0 zu 
n=R r, = mad(l + VI + SGRm})/4G, 


und es gilt für GR mi: r, Sr, = R. Kreisbahn für »)/R = G@/m. 


a>0,ß-0 _ a=0,ß=0 a=0,ß<o 
Abb. Ü 24.4. Abb. Ü 24.5. Abb. Ü 24.6. 
>0,ß=V0. o=0,ß=0. e=0, B<O. 
Kreis Logarithmische Spirale 


25.1. Mit & = we,, &t=Z, 28 =K und (218.12) folgt aus (254.17) 
m2=K-2jmw2 —- jm»Z +mw?Z. 
25.2. Aus Abb. Ü 25.1 folgt sofort E=xtany— 2, n=xtanp — 2, d2/dx 


= —coto. Aus der letzten Gleichung erhält man mit der Parameterdar- 
stellung der Ellipse = a cosu, z= bsinu 


z=a/Yl+ (b/a)? tan? 
= d/yı + (a/b)? cot?o. 
Mit (216.3) folgt aus Abb. U 25.1 


g= V? +92 + 299, cosp 


2 w2a? 
ZW 
Va? + b* tan2p 
cosy 9,+9cosp 
9° +g2+25g,cosp . Abb. Ü 25.1 


Daraus ergibt sich nach einigem Umformen 


1 a?g cosp 2 a? — b2 
3= (eier - 5) OL 
Vb?+ (a cotp)? \g,+5cosp Vr: + (a cot p)? 
Zahlenwerte: &» 16km, n® 33km, g = 9,8247 ms?. 


25.3. Mit i, als Fallzeit trifft die Punktmasse bei Ry(t,) (R = Erdradius) auf die 
Erdoberfläche auf. Der zugehörige Bodenpunkt hat sich wegen der mit 


36 Macke, Teilchen. 3. Aufl. 


26.1 


26.2. 


26.4. 
26.5. 


26.6. 
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konstanter Winkelgeschwindigkeit erfolgenden Drehung der Erde nach 
Rot; bewegt. Vergleich liefert <= Ro(t,) — Rot, für die Ostabweichung 
(siehe Abb. U 25.2). Da p(f) eine ungerade Funktion ist, gilt mit 9%=0, 
&0 = w bis auf Glieder höherer Ordnung g({t) = wt + #3! + +++. 9, folgt 
nach Zeitableitung des Drehimpulserhaltungssatzes L= mr)w = mr?ö mit 
n=R+h =0 =-6+ no» —{g (wegen 


(255.5) und h<R) zu 9,=2wg/r,. Damit wird Mi 
h 


zw wgßj3 für h<R mit 4, Y2nR/g. Zahlenwert: 
x » 2,2 cm. 


Mit [a, , a,, a,]= cosp nach (215.4) wird nach (261.13) \ 


1 1 ı 
a1=e,+e,tanp a, = e,/cosp = 8;. 


Nach (264.6) wird D=c,0 e,+(,00,+e,0e, oder 
001 
(D)=|100)| mit |D.|=1. 
010 


Abb. Ü 25.2 


Für die Drehachse u gilt (265.10): Ju =u, woraus u= (e,+ e,+ &)/V 3 
folgt. Drei solche Drehungen nacheinander ausgeführt ergeben wieder 
die ursprüngliche Lage der Achsen, d.h. Drehung um 360°. Der Drehwinkel 
zu D ist also @ = 120°. 


. Wegen (265.10) ist A, =1 stets Eigenwert einer Drehung, wobei der zu- 


gehörige Eigenvektor g, in die Drehachse u fällt. Im System der Einheits- 
vektoren u, u,, u, gilt nach (265.15) die Darstellung 


10 0 
(Did) = | 0 cosp — sinp 
0 sinp cosp 


Aus den Beziehungen SpD=A,+A,+4,=1+ 2cosp und |D| = A,4,4, = 1 
folgt A, ;= e*)?= cosg + jsing. Die Eigenvektoren ergeben sich im System 
der u; zu %,= (u, + jw)el*/Y2 und 7, = (u, — ju,)e'?/Y2 mit beliebig 
reellem & und Pf. 

1 d-b 
Nach (268.15): 4; ®% .) 
ID]=1. 


Die erste Beziehung ist ein Spezialfall von (267.26) für n = 3. Durch Ent- 
wicklung nach der letzten Zeile und Summation erhält man die zweite und 
analog die übrigen Relationen. 


26.7. 


26.8. 


31.1. 


31.2. 


36* 
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Beweis durch vollständige Induktion, zunächst für s=1: 


! 
dir, BR Or, Öl 6, 1 
v»+1 v+1 uk üb 


= |: ‘ =: (0) 
u e2| a a Bas a P2 Ö,8, en Ö,,x, Ö,,1 8, ; |= (di, kg” 
örr, . dp, öj] ihr ir | 


Dabei trägt in der Summation nur der Index / bei, der mit keinem der i, 
bzw. k, übereinstimmt (sonst hat die Determinante zwei gleiche Zeilen 
bzw. Spalten und verschwindet deshalb). Bei der Entwicklung. dieser Deter- 
minante stehen in der letzten Zeile (bzw. Spalte) lauter Nullen außer 
öl = 1, woraus sofort das Ergebnis folgt. 


Die Beziehung sei jetzt für s — 1 bewiesen, dann folgt für s: 
1 6, ky 0% Ü 
v+8 : 


— 1 
s! 2 Ei. il le &krcckyl... ie 
he..l=1 en 


ee Re il = |6i, k +” 


Öyk + Our, On 


Hier kommen in der Summation s Werte für den Index /, vor, die mit 
keinem der » Werte der Indizes ö, bzw. k, übereinstimmen. Jedesmal ergibt 
sich dabei die Determinante |ö,,x, (", die übrigen Summanden ergeben 


Null wie oben. Damit ist der Satz für beliebige s bewiesen. 


Nach (269.5 und 9) ist mit x= _c0s9p, y=osingp, 2=2 
cosp —osinp 0 
dedydz=|sinp ocosp O|dedpedz=ededpde. 
0 0 1 
Zerlegung der auf das Motorrad wirkenden Schwerkraft und Zentrifugal- 
kraft in eine resultierende Normal- und Tangentialkomponente liefert 
(siehe Abb. U 31.1) 
Ky= mg cosa& + (mv?/R) sin. « 
Ky= —mgsin& + (mv®/R) cos«. 


Die Überhöhung muß so groß sein, daß die Rei- 
bungskraft die Tangentialkomponente kompen- 


siert: K7 = Kr = WKn: Daraus folgt Abb. Ü 31.1 
Vans, u” — WRI v— as 
= tan R & = 13,75°. 
RT TE rgrme Apr 


a) Die Zwangskraft besteht aus der Komponente der Schwerkraft in Nor- 
malenrichtung und der Zentrifugalkraft (311.17): Z= mg cosp+ mv(o)?/R. 
Mit v(p) aus dem Energiesatz E= mgh = mgR(l — cosp) + mv?/2 folgt: 
Z= mg[2(h/R — 1) +3 cosp). 
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b) Ablösung erfolgt für Z< 0, also cosp s 2(1 — h/R)/3. 
c) Starthöhe folgt aus Z2 0 mit 9=rzuhz 5R/2. 


. Man erhält die Evolvente &(p), &(@) der Kurve x(9), z(p), wenn man in 


einem beliebigen Punkt P auf ihr eine Tangente beliebiger Länge PQ = a 
einträgt und die Tangente auf ihr aufwickelt (siehe Abb. Ü31.2). Aus 
dieser Konstruktion folgt mit dz2/dz = z’/x'’ = tan« und der Bogenlänge 


s(P) = f do Yx'* + z'? die Gleichung der Evolvente 
&(p) =x + (a— 5) cosa= x + (a— s)a/Yx?+ 2°? 
El) =2+(a—s)sina=z+(a—s)2'/Yx? +2 
Für die Zykloide «= R(p — sing) 


z2=.— R(1— cosp) folgt mit 
s(p) = 4R(1 — cos(p/2)): 


&(9) = R(p + sing) + (a — 4R) sin (p/2) 
S(p) = — R(3 + 00859) — (a — 4R) cos (9/2). 
Für a = 4R ist das eine Zykloide. 


3=m(2lo)n+tx(tx 8) 
= [m3?/o + |t? |] |sindt, K) In 
[1+(da/da)22 (24 2'292 


= 


deeae — ea 
GG 
Da nach [217] n in Richtung von dt/ds zeigt, 
muß o>0 sein. Mit & = —mge, wird 
[sin (t, $)| = |sin(t, e,)| = |’ |/Yx’? + a? a b 
und 3 lautet mit s? aus dem Energiesatz Abb. Ü 31.3 
E = ms?/2 + mgz: 
2(E — mg) |" — x" 2! | mg|x) 
Bi) | (z’?+ z’2)87 (a? + ze)ı72 n. 


Mit x = R(g — sing), z= — R(l— cosp) + 2R folgt (siehe Abb. Ü 31.3): 
3 = [2mg sin (p/2) + (E — 2mg R)/2Rsin(p/2)]n. 


Mit dö/dg = 0 für d= Opin; Omay und + 0 (L + 0) ist d = 0, und (315.9) 

lautet mit (315.11): ZE=V (din) = V (Omax). Auflösung nach E und L 

liefert: 

COS dyn SIN? dnin — COS Opnax IN? Onar 
sin? da — sin? din 


E=mgR 3,11 Ws 


NIS Oax 


Veosdn + 008 Onax 


L=m Y2gR® = 3,67 kgm? sc. 


32.1. 


32.2. 


32.3. 


33.2. 
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In der Kraft (321.3) kann y? vernachlässigt werden. Die Bewegung wird 
harmonisch, und die Frequenz ist 


o(L) = Y2b(1- L/Z)/m = Omax Vl — Lo/L BL. 
Bei großen Werten > L, wird »(L) konstant. 


Nach Definition der Größen Ated"h=x,— ji, Leib ax_— jß_ 
lauten die Anfangsbedingungen 


Yy=%,+0_ Y. = (wi — @) &,/Pi + (wi — wi) &_/Bi 
In = @,P, + @_P_ Y2 = (wi — wi) w,B,/Pi + (wi — @!)w_P_/ß}- 
Die ersten beiden Gleichungen bestimmen «, und &_ zu 
(wi - w2) Yı- Piye _ (e-ot)n-Piye 
er Fr a > 
+ - - + 


Man erhält ß,, indem man a, durch w,ß, und %,,, durch %,., ersetzt: 


ı (-)h-Ade 1 (-or)h- ihr 
p,= ß : 
+0 @, w2 — wE = .0_ w: — 0% 


So wird schließlich 
2 


er m ne a) Alten). 


x... ß j 4 
V: yal | \- Vers -e+it- 


. Mit (333.2) erhält man für Schwerpunkts- und Differenzbewegung $ = 0 


und i+o’r=0 mit w= Jaj/u. Lösungen: 
3t)=& +0, t=1008swt-+ (v,/w) sinwt. 


Der Schwerpunkt bewegt sich geradlinig gleichförmig, der Differenzvektor 
liegt auf einer Ellipse. r, (t) und r,(f) folgen gemäß (333.3) aus 3 (t) und r(f). 


Aus Abb. 334.2 folgt sofort mit dem Kosinussatz 
Ipı| = |polmı (cos® + Ym3/m? — sin?®)/m 
Ip1l = |po] V1 — A{mym, m?) sin? (9,/2) 


. Impuls- und Energiesatz lauten mit Q als in Wärme umgewandelte Energie 


Po—=Pı+ Pr po/2m, = pıl2m, + pl2m, + Q. 
Elimination von p, und Ansatz p, = «p, liefert für 


&*— 2(m,/m) & + (m, — m.)|m + 2 (mm) m Q/p5 = 


& = (m, — m,;Y1 — 2(m/m,) m, Q/m)/m. 
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34.2. 
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Da der Radikand immer positiv sein muß, folgt für die maximale in Wärme 
umwandelbare mechanische Energie 


Q< (m;|m) po/2m, 


Q kann also höchstens gleich der gesamten kinetischen Energie beider 
Kugeln im Schwerpunktsystem sein. 


Da die Kugeln glatt sind, bleibt die Komponente von p, senkrecht zur 
Verbindungslinie der Kugelmittelpunkte erhalten: p,, = dp; und es gilt 
Pı = Pıs+ Pop- Pıs und p, berechnen sich |,, 


wie beim zentralen Stoß einer mit Pos Be 
auf eine ruhende Masse m, auftreffen- N 2 d\ 


den Masse m,. Analog wie in [Ü 33.3] Re 


erhält man mit dem Ansatz 9,5 =&Pos Ps 
aus Energie- und Impulserhaltungssatz Abb. Ü 33 
& = (m, — m;)/m. Damit wird 


dı = (my — my) Pos/M + Pop Pa = 2m; Pos'M. 


Mit sinß=d/(R, + R;) Pos = |Po| cos ß (e, cos ß — e, sin P) 
Pop = |polsinß(e,sinß+ e,cosß) nach Abb. Ü33 entsteht 


|po| | nr d 2 2m, ER N 
= vu [mu + m 14225) )|+® m]! (nr! 


2m; ı1/. a a 2 d | 
— | ı Pen er EEIHERAE 
1 () eı (a4) um 


. Mit (333.2) erhält man für die Schwerpunkts- und Differenzbewegungen 


$= —a3, i= (ß — o)r mit den Lösungen 
3 = 5, C08s 0,8 + ($,/@,) sin wtf a = Yx 


r= 19c0sh @gt + (d,/@,) sinh gt B>& 


t=vt+n B=a %=YPß-o| 


v= 19 608 @gt + (00/@s) Sin @gt <a. 
Die Bahnen sind r,,.(t) = S(t)+ v(t)/2. 


Nath [342] gilt 3= 3 v,,/3 = 0, = mYı;xv;= fonit. Der Koordinaten- 
ursprung wird in den ruhenden Schwerpunkt gelegt, es gilt Ir; = 0. Wegen 
der Gültigkeit des Drehimpulserhaltungssatzes bleibt die Bewegung eben. 
In der Tayrorentwicklung von r;,(di) = |y;z(di)| = |r;(dt) — ı,(dt)| 
müssen die Koeffizienten der (dt)” skalare Funktionen von r;,(0), v;5(0), 
t;(0), d,(0) sein, es dürfen also nur Quadrate und Skalarprodukte dieser 
Vektoren auftreten. Wegen der symmetrischen Anfangsbedingung sind die 


41.2. 


41.3. 
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Koeffizienten und damit die r;, unabhängig von i,%k. Das von den drei 
Massen gebildete Dreieck bleibt während der Bewegung dauernd gleich- 
seitig: 7;2(l) = alt). Mit |r;|= 2h/3 = a/Y3 (h= Höhe des Dreiecks) und 
2u=0 folgt aus 

Kat a= m? KB = + fra) m » je 


rı2 112 


8; = — 3m? f(a) ua = — Yam’(Yalu) ul. 


Mit f>0 ergeben sich als Lösungen die rosettenförmigen Bahnen von 
Abb. 244.2. Wegen I; = %/3 werden sie zeitlich kongruent durchlaufen. 


. Als Lösung der DGL (412.12) erhält man analog wie in [313] die 


Zykloide «(p) = R(9+ sing) + c, 2(p)= — R(l + cosp) +2, mit 2, =z(r), 
c=% - Rr, x = t(r). Da der Punkt = x, +b, 3=2, — h auf der 
Zykloide liegen soll, gilt:b= R(g,+ sing, — r),h = R(l1 + c08@,). woraus 
R zu bestimmen ist. 


Die Evuersche Gleichung des Variationsproblems 
t ta 
ö [dr Sir= -5 [dyK (Y)Yl+zx?=0 lautet Ke’+Ke(a”"+l)=0 
tı % 


Lösung mit c als Integrationskonstante: 


Y 
R 1 dy 


ie YKW/e-ı ee JVKwle-1 
Yı 


Mit K = ay entsteht y(x) = (c/a) cosh[a (x — x,)/c + ar coshay,je]. c folgt 
aus y(X,) = y,. Die günstigste Kurve hat also die Form einer Kettenlinie 
und weicht so auf Gebiete geringerer Reibung aus. 


Das Variationsproblem ö f ds=0 lautet für x = x(x) unter der Neben- 
bedingung ft) =? — R=0 
a uf da ar 8F 
öfdxFlı,v') = 0 F= Ye? Afl) Fr u 
Die Differentialgleichung lautet nach Wiedereinführung der Bogenlänge 
a=8 
dr 
ds 


= —2/r, somit ist 


| = 2Alt|=2AR = konst. 

Es entstehen Bahnen konstanter Krümmung,.also Kreise. Nach (217.10) 
ist d?2r/ds?= n/o, hier also n= —r/R. Krümmungsmittelpunkt ist somit 
stets der Koordinatenursprung. Somit sind die Bahnen ı(s) Großkreise. 
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Da die Fallzeit richtig bleibt, ist b= (g/2)”?h" 22. Mit T— V=m22j2 — mgz 
und z= h-— bt" wird Eu 

zu! 21/9 n? 4n 
Paz VE = ei) 
d | n? 4n j= 2(mi + m — 9n?+7n—2) 


=0 Jefert n=2. 


dn \2n-1I n+1 (n®+n—- 1) 
Mit (315.7) wird die LAGRANnGEfunktion 
L=-T— vr 4 °sin?®) + mgRcos®d. 


Die LacrAngeschen Gleichungen lauten: 


— — — — = mR?Ö — mR?g? sind cos® + mgRsind = 0 


mR’o sin?d) = 


di 5 de er ( 
L,= mR?osin?d ist nach (315.8) die z-Komponente des Drehimpulses. 
Elimination von & aus der ersten Gleichung, Multiplikation mit $ und 
Integration liefert (315.9) 


Z.R%ö? + ZurRraimep — mgR cos = konst. 
Mit (243.12) ist die LAGRANnGEfunktion 
L=-T-V-2@4r)+ 2 > 
Die T,aGrAnseschen Gleichungen lauten: 
en u >= = 2 mro=0 L,=mr°o. 


Elimination von & aus der ersten Gleichung, Multiplikation mit ’ und 


Integration liefert 
m L? y mM 


r+ — konst., 


mr? 4r 
also (243.13) mit V als dem Gravitationspotential. 
Koordinate des Schwerpunkts von M sei x, Koordinaten von m sind 
E=1sinp, n=lcosp. 
L=T-V=M3?2 +m[(& +8? + PP] +mgn 
= (M + m) #?]2 + mläo cosp + ml?g?/2 + mglcoso 


SE (M+m)& + mlöcosg - mlg’sing = 0 


ee -. = mläcosp + mPö-+mglsinpg=0. 


41.8. 


42.2. 


r 
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Schwerpunkt des Systems ist 2,=[Mx + m(x + &)]/(M + m). Die erste 
Bewegungsgleichung gibt gerade (M + m)ä,=0. 


Die Koordinaten auf der rotierenden Erde werden mit rt, die in einem 
Inertialsystem mit t bezeichnet; der Ursprung beider Systeme falle in den 
Erdmittelpunkt. Dann ist |t|= jt| und {=i+&xr. Schwerepotential: 
V=mglt|. 

L=T-V=mt2-V=mli+öoxv/2—-mgiı=L(ti) 


d 9L oL is NE Ba £: Br Ü 
nn nn A 20) — ! — 
dr 3: „ mitrmöxt WERTE ENETD MET 0, 
also mi= —-2möxti—-möx(öxr)— mgr/It. 


. Mit Z aus [Ü 41.5] sind die kanonischen Impulse 


p,= 9L/dp = mR?psin?d m=9L/d=-mRd. 


Mit & und Ö aus diesen Gleichungen wird 


B 4 1 pr 
H=92,9+md—L ImR: ( +p3) — mgRcos®. 


Die kanonischen Gleichungen lauten: 
d,= —-9H/dp=0 dH/dt=9H/dt=0. 


Die erste Gleichung liefert die Erhaltung der 2-Komponente des Dreh- 
impulses 2,= L,= mR?osin®® = konst. und die zweite Gleichung den 
Energiesatz H = E = konst. Damit wird 
MRE ., L 
2 24 2m R’sin?® 


H=E= — mgRcosd. 


Mit (415.3) ist der kanonische Impuls p = 9L/dt= mi -+eX. Mit i aus 
dieser Gleichung wird H(t, p,t) = pi — L = (p — eA(t, t))?/2m + eU (tr, t). 
Die kanonischen Gleichungen lauten: 


r oH aU () b) 
d--77 7-2 + |R-W (ERW) +R-eMygr ol 
s 9H 1 

a u a 


Die zweite Gleichung liefert den kanonischen Impuls. Die erste Gleichung 
liefert die Bewegungsgleichung 


WOERR  /NOR aA 
K=mi=p-enr 

U .% () > 0 ou .9 Zi : 
-e|- ix (gr Mt og, - A =elC+ix®. 


pr , » % My Nil, 
H(t, Pı; 1, Pe) = 2m, 2m, ar |u-t| 


Qu 
I 
oO 


42.4. 


42.6. 
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H erfüllt alle Invarianzeigenschaften von [423]. Die zugehörigen Erhal- 
tungsgrößen sind: Energie 7=E, Impuls ®=p,-+ P, Drehimpuls 
%=rXPı+ta3XP,, Anfangsschwerpunkt 3,=3(t) — Bt/M. 


Mit t=r, $=-p und t= —t erhalten die kanonischen Gleichungen 
die Form 

di 93H-5,-D dp 3H (t, 8, —2) 

din ö» di dt i 


Wegen Hft, —$, —t)=H(t,$,t) sind dies dieselben Gleichungen wie für 
rt, p und £. Daher ist neben r(£) auch t(f)= r(—t) eine Lösung. 


. Die Koordinaten sind nach Abb. Ü42: x, y für den Berührungspunkt in der 


Ebene, 9 Winkel zwischen Tangente (Schnittlinie von Radebene und 
xy-Ebene) und x-Achse, % Winkel zwischen z-Achse und Radachse, o Winkel 
zwischen markiertem Radius (P) und Radius zum Berührungspunkt. 
Das System hat daher im End- 
lichen 5 Freiheitsgrade. Im Unend- 
lichkleinen besitzt das System aber 
nur 3 Freiheitsgrade, weil wegen des 
Rollens die in Tangentenrichtung 
zurückgelegte Wegstrecke ös = Röw 
sein muß. 
Abb. Ü42 RR (1) 
öy= Rsiny6p. 
Wären diese Bedingungen in der üblichen Form fi(z,y,9,y) = 0 mit 
i= 1,2 darstellbar, so wäre die differentielle Form hieraus wieder durch 
öfi= Höx+ Höy-+ fög+ föy=0 zu gewinnen. Der Vergleich mit (1) 
würde auf die Bedingungen 
folfa= — Reosy folly = — Rsiny h=h=0 
führen, die jedoch nicht erfüllbar sind. (Wären die f? von y unabhängig, 
so dürften auch die Verhältnisse partieller Ableitungen der f! nicht von y 
abhängen.) Die Nebenbedingungen sind also nicht integrabel. Das System 
ist nichtholonom. 
Von den 10 Erhaltungsgrößen E, ®, &, 3, sind 6 unabhängig voneinander, 
die übrigen 4 sind Funktionen dieser 6 unabhängigen Erhaltungsgrößen : 
Mit P,. P,. P, und 8,,, $oy: $0, als unabhängigen Erhaltungsgrößen folgen 
die übrigen 4: 
E = (Pi + P} + P})/2m Lux». 
Die Bewegung im sechsdimensionalen Phasenraum ist auf den Schnitt- 
punkt der durch die 6 unabhängigen Erhaltungsgrößen gegebenen Hyper- 
flächen beschränkt. Da die 3 Hyperflächen s,,;, = x; — P;t/m sich im Pha- 
senraum bewegen, bewegt sich dieser Schnittpunkt -ebenfalls, womit die Be- 
wegung der Punktmasse eindeutig bestimmt ist. 


z 
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43.1. Mit dem Potential V= mgz lautet die HAMmILToON-JacoBIsche DGL 


BETRETEN 


Mit dem Separationsansatz U(x,y,z) = U,(x) + U,(y) + Us(2) und 
= [E — (a? + o3)/2m]/mg entsteht 
aU aU au FERIEN 
un Te 52 mV2gleo- 2) 
U,=xa, U,= yo, U, = — (2m/3) Val — 2)R, 


und damit wird 
S=—Et+U(&,y,2,% , &a, 20) 
1 2 | 


= — | — (61 + 08) + mgzo| + 20 + y2— 


77 (2, — 2)". 


Die Bewegungsgleichungen lauten mit den’ Konstanten ß,, fa, ß3: 


98 98 &g 
9 Fa 


B= Jam z)/ — mgt. 


Zur Diskussion der möglichen Bahnen werden 2 Beispiele herausgegriffen: 


2mY2g 
3 


& 
nn. ß, = 


a) “=%=-0 lefert z=ß,,y= Ps, %= E/mg, 
2 
2% 0 -( Di ' 4) U=- - ImV2ga- 2". 
my2g 


Die Wirkungsflächen U = konst. sind Ebenen parallel zur xy-Ebene im 
Halbraum z < z,, siehe Abb. Ü 43.1. Mit wachsendem U verschieben sie sich in 
negativer z-Richtung. Die Bahnen sind die vertikalen Geraden. Es sind alle 
Wurfbewegungen, die bis zur Ebene = z, aufsteigen und dann zurückkehren. 


b) %=0 liefert z=ß,+ tm, y= Ps, 


2 Ya %ı 3/2 
%— 2(l) = =—my2 —— %— (29 — z)° 
20 (ee) LT re 
Die Wirkungsflächen U = konst. sind Zylinderflächen parallel zur y-Achse 
in dem Halbraum z <z,. Die Schnittkurven in der xz2-Ebene sind Neitsche 
Parabeln, deren Spitzen auf der Gera- 
den z= z, liegen, siehe Abb. Ü 43.2. Mit 


Abb. U 43.1 Abb. U 43.2 


43.2. 
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wachsendem U verschieben sie sich in positiver x-Richtung. Die Wurfbahnen 
sind Parabeln in der xz-Ebene. Es sind alle Wurfbewegungen mit gleichem 


&, = konst., die bis zur Ebene = 2, aufsteigen und dann zurückkehren. 


Mit L=T-V=m(r: + r?@%sin?d — r?0°)/2 + (y/4r)mM/r sind die 
kanonischen Impulse 


f 


und die HamiıtTonfunktion 
2 » mM 
2 9 f 24 
H= Pr + P,$ + Pod L= ne: r?sin?®® | dr r 


Die Erzeugende x(r, 9, d, 1, Pa, P5) liefert die kanonische Transformation 


9, b) Op : 9, 
= y=n Bm mg Vi-Reind <= 


9 Z 

4 .f dd pP, 

= om ) Vm- pilsin®s' 
r/2 
ß) ? d® 
% pP 

43 = a FT er 

IPs sin?9’ Vp} — p$/sin28 

r/2 


N steigender Knoten 


2 
re, . 
2m E I 4 an q Abb. Ü43.3 


Bedeutung der neuen Variabeln (siehe Abb. Ü43.3): 


» 


n/2 2 
9 u 
ı ‚dp 
G=P- [as F!-n- [as Fre A) 
2 ni? 


ga — Lage der Masse m vom aufsteigenden Knoten gemessen in der Bahn- 

Er g3 = Lage des aufsteigenden Knotens gemessen in der Ebene 9 = r/2.. 
= 9, = Impulskomponente in r-Richtung, 

= 3 + p/sin?d = my (rd)? + (r®$ sind)? = gesamter Drehimpuls, 

P3 = Sa Pe: 

Mit p, = 9U (q,, Q,)/9g, lautet die Hamınrox-JAcoBIsche DGL 


1 aU\2 1 /9U\2 v mM 
ler qı 2 


43.3. 
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Mit dem Separationsansatz U=U, (q,) + U,(g,) entsteht 


0 U,/0q, = VYam (E + ymMjarg,) — Qija? 80,0, -Q, 
U, [dg, V2m (E+ ymM/arq,) — Old U, =. 
Die Bewegungsgleichungen folgen aus S= —Bt+U 
p1 = 98/99, = Y2m(E-+ ymM/ırq,) — QE =989, = 
P,=98/9B = —t+ [mag Y2m(E + Ben — Qi? (1) 
P, = 88/80, —g5 - [Qdgılai V2m (E + ymM/argı) — Qdg? (2) 
Qelı -ym? M/arQ; 


= — aTCc cos — N 
92 VamE+(ym:M/4rQ,)° 


Aus der letzten Gleichung folgt die Bahnkurve 
9(9) = Qllym?M/arQ, + VemE + (ym°M/ArQ,)° 005 (9 — Pa)l. 
Mit dq,/Y2m(E + ymMlarg,) — ld = %dg/Q, aus (2) lautet (1): 
(Pı +1) Qylm = [A991 (9). 


Bedeutung der Konstanten: Z = gesamte Energie, — P, = Durchlaufzeit 
für q, = 0, P, = Winkellage des Perihel, Q&, = m : Flächengeschwindigkeit. 


Mit [Ü42.2] und ® = Be, U = Bx 1/2 = (—ye,+ xe,) B/2, y = eB/2 
lauten Hamıtronfunktion und HAMILTON-JAcoBische Differentialgleichung: 


Hay m + vY)° + (Ppe— ya)’+ pi] 
ı [a0 , ,\, [80 2 (auı2 
a De | 
Mit dem Separationsansatz U (x,y,2) = —yxy + U,(a) + U,(y) + U;(z) 
und a} = 2mE — a3 entsteht 
au, _ 2y 2 au, _ au, 
Zn Yı-2&-2] Er = 29%, m 
F} 2 
U= 024 7420, 2) - 2m) (a 2] 
af ._ 2y i 
” arc sin 2, (&g — ®) 
Nach (432.8) ist $S = — (a? + d)t/2m + U. Die Bewegungsgleichungen 
98 &ı 
pı = 3, -- #1- 2b arosin 2 (m - 2) 


98 2 2 88 a 
== m-alı-[ 2a] Bea, Fre 


9% 


Lösung der Übungsaufgaben 
liefern als Lösung eine Schraubenlinie: 


a ' 
z{t) = + in (+) 


Be & 2y [a P & 
oe a 9) z() = Bo+ 


Für die Bahntangente folgt 


| 1 2y 8 19 

t= | - 2 &-2)| e,+29(%— X)e,+ Age, 
1 [9U 

= | +rwe- ze]. 


m 
Wegen y = 0 sind die Bahnen also keine Orthogonaltrajektorien der Wir- 
kungsfläche. 
. a) (9/97)p = arnr""?+3krlar+ krira+karo ir "?r 
= ar[nr""?+ k(4+ Ir]. 
Quellenfrei im ganzen Raum für I=n — 2, k= —n/(n +2). 


b) 9 = 9 m 68 
rt=-axzr +kraro 57 


xr-ıxkr- oar-ıxaroko-r=axrl- nm ttkr). 
Wirbelfrei im ganzen Raum fürk=n,!=n— 2. 

CE: d 
. a) ce Zar) tax)" 


ee 9 SEE, 
= Malz. xt)+ (ax var” = 


a xu=rt(ao n- r-a > or)-(ax?) x or 
=2rra+nr"rx(axı)=er"(2+n)a— nr" raror. 
Quellenfreies Wirbelfeld. 
b) (/9r)vp =3r"+nr"= (3 +n)r" 
(ar) xp = —rxnr ter + rt(/er)xr=0. 
Wirbelfreies Quellenfeld. 
ec) Bard)p=r"ar-3+r[r"(9/Ir) o ar+ aro (9/Ar)r"] 
= 3rrar+rlra+tarnr”?or)=r"(4+n)ar 
(Ar) xvp = -arorxnr""irr + rar o (H/Ar) x — "tx (9/dr) o ar 
=rraxtr. 


Wirbel- und Quellenfeld. 


45.3. 


51.1. 


51.2. 
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I) = Im, ö(t— 3;(t)) 8;(t) 
u(tt) Zmö(t—3,()) 


b (rt, 2) stimmt beir=3;(f) mit ,(t) überein und bleibt zwischen den Punkt- 
massen unbestimmt. 


vvd)= 


Gleichgewichtsbedingungen entsprechend (511.8 und 9): 
aV/dx=0, 9V/dy=0. Mit 9V/ dx = — 2x + 4ßx? und IV/dy=2yly— Yo) 
und den charakteristischen Frequenzen 


@,= Ym-!92V/9x?, @,= Ym-!09?2V/dy? 
entsprechend (511.11) folgt daraus für die Gleichgewichtslagen 
a) =0, = +YVo/2ß, 2% = - Yo/2ß und Yı,2,3= Yo 


für die Frequenzen w,, = iV2«&/m, gg, = 2Ya/m und ya = V2y/m- 
Bei den Punkten (25, y;) und (x,, y3) stabiles Gleichgewicht, bei (x, Yı) 
labil in x-Richtung, stabil in y-Richtung (Sattelpunkt des Potentials). 


b) Wegen & = 0 nur noch Gleichgewichtslage x = 0, y= y, mit &,= V2y/m. 
Wegen 82V/d2?=0 ist (511.11) zur Berechnung von w, unbrauchbar. 
Entwicklung entsprechend (511.8) muß bis zum ersten nichtverschwinden- 
den Glied (hier 4. Ordnung) fortgesetzt werden. Damit wird statt (511.10) 
in grober Näherung (m/2)w2 (4x)? = (9*V/9x*)(Ax)*/4! Mit 94V/9x* = 4!ß 
ist das Ergebnis „= Y2ß/m |Ax|. Gleichgewicht stabil, w, ist proportional 
zur (kleinen) Auslenkung Ax. (Die Näherung der Parabel 4. Ordnung durch 
eine quadratische ergibt nur genähertes Ergeb- 
nis für ,. Der exakte Wert enthält zusätz- kildd 
lich den Zahlenfaktor (2r)?!2/T'%(1/4) = 1,197..., 

der durch Lösung der Bewegungsgleichung 
erhalten wird). 


Winarichtung 


Von K, (senkrechte Komponente der Wind- 
kraft K) ist für die Bewegung des Bootes nur 
die Komponente K,; in Fahrtrichtung wirk- 
sam. Für die Kraftzerlegung folgen aus der 
Abb. Ü51.1 die Beziehungen 


K,=Ksin(x—ß) und Kr=K,sinß, 


Abb. Ü 51.1 


somit wird X, = Ksinßsin(x — ß). K,>0 als Bedingung für Fahrt 
gegen den Wind ergibt 0 <ß<«. Winkel 8 für maximale Antriebskraft 
K; folgt aus der Extremalbedingung 


dK,/dß = K cosß sin(a — ß) — Ksin ßcos(x — P)=0. 
Ergebnis: 8 = a/2. 
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K, wegen fehlender Reibung senkrecht zur Wand gerichtet. Gleichgewichts- 
bedingungen (514.10) zur Berechnung von Kx: Kraftbedingung: Kr =K,, 
K,= @, siehe Abb. Ü 51.2. Momentenbedingung (Fußpunkt der Leiter als 
Bezugspunkt): K, -!-sin« = @(l/2)cos&. Beide Bedingungen zusammen 
ergeben Kr = (@/2) cota. Nach (116.1) ist Kr = 4,@, also lautet die Be- 
dingung für stabilen Stand der Leiter cot« < 2u,, & = 66,3°. 


Abb. U 51.2 Abb. U 51.3 


. Drehbewegung der Waage um A, daher V=V(«). Damit ist statt (511.8) 


das Potential bei kleiner Auslenkung Ax aus der Gleichgewichtslage «: 
V(& +Ao) =V(a) + (dV/do) Aa + (d?V/daR) (Aay2+--- 

und die Gleichgewichtsbedingung dV/d«x=0 statt (511.9). Frequenz 

analog zu (511.10) berechnet: Beide Endpunkte des Waagebalkens bewegen 

sich auf Kreisbögen der Länge ös= rA«. Somit wird aus (511.10) 


m tm; 9 2 +6 2. 2 _ (do)? d2y 
ey az, wir (Aa) = a 


und hieraus & = g9(G, + @,)"!r"?(d?2V/d«?) an Stelle von (511.11). V («) 
setzt sich aus den Potentialen beider Gewichtsstücke zusammen: 
Y(&) = Gh, + Gsh, + konst. Aus der Abb. Ü51.3 sind die Beziehungen 
hı= — (d cosa+ Isina) und ha= —dcosa +1sin« ersichtlich. Nach Ein- 
setzen liefert die Gleichgewichtsbedingung dVY/d«=0 für die Gleich- 
gewichtslage tana = (G, — @,)1/(G, + @,)d. Einsetzen von d?V/da* und 
r? = 1? +.d? ergibt 


2 g | G,-6; I! \ 
@ 577, F+R l+ 0,76, z tan «) 
gd cosa gd Fr EeEEE Tun 

= MiıR (1 + tan? «) = BrE yı + tan? x 


und damit endgültig 


ER LE a (z) 
tler) le): 


51.5. 
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also stabiles Gleichgewicht für d > 0. Für 1 > 0: ® > g/d (Kreispendel). 
Mit G, = G,, 1= 20 cm, d= 2cem: «x = 0 und = Ygd/(® +d?) = 2,205". 


a) Bestimmung der e* nach (513.9) unter Verwendung von (214.8) und 
(215.4): 


ı_ BXb 05 r\ 2 
Be RR eg (&, + &;) y3/2 und entsprechend 
e? = (&, + &,) Y3/2 e®= (6, + ,) Y3/2. Damit ist a4, = (1 — 6%) V3/2. 


b)Nach (513.11 und 12) ist = e!a = (Zere*) Sue,= Zat,ötai = Za',ar. 
% f ik k 
Einsetzen der in Aufgabe a) erhaltenen Werte für «°. und der vorgegebenen 
für &* ergibt a! = Y6, a? = a? = Y6/2. 
c) Wegen (513.11) gilt a; = N a,ö* = S’a;e*e,= ae,. Damit wird 
[3 2 


2 kz = 33 ksi, kz 
a,=%,A= (2% ex) 2E = 6,4; ma Ar: 
F] 7: 


Einsetzen der vorgegebenen Werte ergibt a, — 8/3, a, — az — 0. 


. Wegen fehlender Reibung stehen die beiden Angriffslinien in den Berüh- 


rungspunkten B und C senkrecht auf den zugehörigen Ebenen. Zerlegung 
des Gewichts @ längs der beiden Angriffslinien nach [521] ist nur dann mög- 
lich, wenn die Angriffslinie M.D des Gewichts sich mit ihnen in einem 
Punkt A schneidet. Nach der Abb. Ü52.1 gilt für die Winkel 


yı=nr22 - rn -9—-a=(n/4—-0)—-9@ 
und 9»=n/2- (n4-9)- P= mA B)+rp-. 
Der Sinussatz für die beiden schraffierten Dreiecke ergibt 


x/(d/2) = siny,/sin& = siny,/sinß 
oder nach Einsetzen von y, und y;: 
sinß sin[(r/4 — a) — 9] = sina sin[(n/4 — ß)+ 9]. 


Abb. Ü 52.1 Abb. Ü 52.2 


37 Macke, Teilchen, 3. Aufl. 
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Auflösung der letzten Gleichung nach p unter Benutzung der Additions- 
theoreme liefert 

sin ß sin (r/4 — oa) —sinasin(r/4#—-ß) _  cota-— cotPß 
sina cos (r/& — ß) + sin ß cos (r/4 -- &) 24 cotx +cotß ’ 


Die Auflagekräfte X, und K. in den Punkten B und C sind nach dem 
Sinussatz (siehe Abb. Ü 52.2) 


Ky = @sin fjsin (x + $) =0,354kp und Kc= @sina/sin(x + B) = 0,183 kp. 


Die Angriffslinien 1 bis 3 der gesuchten Kräfte K,, X, und K, in den 
Berührungspunkten liegen senkrecht zu den betreffenden Ebenen bzw. 
zum Klotz und bilden ein rechtwinkliges Dreieck. 


Graphische Lösung (siehe Abb. Ü 52.3): Gewicht G@ wird längs seiner 
Angriffslinie bis zum Schnittpunkt mit Angriffslinie 1 verschoben und 
dieser Schnittpunkt mit demjenigen von 2 und 3 verbunden: Angriffs- 
linie 4 gewonnen. @ wird nach dem 
Kräfteparallelogramm nach den Angriffs- 
linien 1 und 4 in X, und X, zerlegt, 
K, bis in den Schnittpunkt von 2 und 3 
verschoben und längs der Angriffslinie 2 
und 3in X, und X, zerlegt. 


o= 15°. 


tanp = 


Abb. Ü 52.3 Abb. Ü 52.4 


Analytische Lösung: Auflagekräfte folgen aus der Kraftbedingung (521.1) 
für die horizontalen und vertikalen Komponenten und der Momenten- 
bedingung (521.3): XK,=K,sina, K,+K,cosa=4@, Kjh, = @i. Zu- 
sammen mit den aus der Abb. Ü 52.4 ersichtlichen Beziehungen h, = acosß 
und sinß = (b/a)sinx ergibt das K,=IG/h, = (@/2) cos(x — B)/cosß 
— (G/2) (cos& + b sin?x/Ja® — b2 sin?x) = 7,300 kp, K,=@-— K, cos& 
— 7,678kp und K, = K,sina = 3,650 kp. Die Reibung von Klotz und 


52.4. 
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Balken muß die waagerechte Kraftkomponente K, gerade kompensieren. 
Somit folgt nach (116.1) aus (9 + K,)u, = Ks das Gewicht Q = K,/u, — Ka 
= 1,447 kp. 


3. „Seileck‘“ (525.8) mit gesuchter Seilkurve selbst identisch. Die Belastung 


im Intervall dx ist g(«)d&= uds= „dx yl1+Y"?. Mit A= u/H entsteht 
Y'=4 tra Lösung mit Hilfe der Substitution Y’(x) = z(x) und 
zweimaliger Integration zu gewinnen: 
Y(xz) = A+ A!coshA(xz — x,). Aus den Rand- , 
bedingungen Y(0) = Y(a) = 0 ergeben sich 
x, = a2. und A= —A’tcosh(Aa/2) und so- 
mit Y(x) = — A![cosh (Aa/2) — coshA (x — a/2)]. 


Y%) 


Die Gesamtlastdichte ist 
q(&) = 2Qx/l® + Köle — x.) — Kıöle — x) — K,öl® — %,). 


Abk. Ü 52.5 


Aus den Bedingungen des Gleichgewichts für Kräfte und Momente 


ı 
[ade -0+K-K,— K,=0 
0 


1 
und [a x de - 2Q1/3 + Kay — Kızı - K,x, = 0 
ö 


folgen die Auflagekräfte 


nr 243 .—%Q@+K 
Kı=Q u. mE 2% 3 
213-0 , gaczdaı_2 . 
und K,=0Q FE £ 2 3 WB) 


und für X = 2Q weiter K, =@ und K, = 2Q. Die Seilkurve Y(x) folgt 
aus (525.8) mit den Randbedingungen M 

Y(0)=Y()=0 und daraus nach u 

(525.7) das Biegemoment My(«) | 
= — HY«(&). Die allgemeine Lösung 
von (525.8) in den Intervallen I bis IV 
zwischen den Singularitäten von q(x) 
ist Y(x) = (Qx2?/31? + Ax + B)/H. An- 
passung der Kurvenstücke durch die 
Forderung der Stetigkeit von Y(x) 
bei den Singularitäten und durch 
Integration von (525.8) über die | 
Singularität, bei x; zum Beispiel: I 
Ya) = Yır(a) und Yıra) — Yıl) I 'ım m! 
= —K,/H. Gesamtlösung My(x) in oo ' 
Abb. U 52.6. Abb. U 52.6 
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Konstanten in den Intervallen: 


| Ei u Im IV 
A | 0 -Q Q -Q 
B | ) au2 | -5916 | 2qı3 


(531.3) liefert hier & = Ne,;a,„ X, und 
i,n 
M > 2 EX Linn An = 2 Ei; linken: 
I),Kk,n n 7,J.K 


7 
In Komponenten lauten diese 6 Gleichungen einzeln: 


X, 04% -(UP)X, R > 

(1/y2) x, and ie 

(1y2)x, + (1/2) X, + (2/Y5) X, = 
- (1/y2) x, uByp)Hz- RL 
Sg, - 4X, z{y/P)X, =0 
(1/32) x, + (1/3) X,=K 

Lösungen des Gleichungssystems: 

X, | 2 | K; = $, | X 
-39K2 | 2112K | 13&2 | -132K | -a/5K | 16x 


Es muß rx&=M gelten mit r als irgendeinem Punkt der Angriffslinie, 
wobei nach der zur Aufgabenstellung gehörigen Abb. 8 —K’(e,+ e,+ e,) 
und WM = K’[(b — c)e, — ae,] ist. In Komponenten: 


y-z=b-—-c 2 -ı= —-a x —-y=0 
Die Gleichungen sind nur mit |a=b-.c | erfüllbar und liefern wegen 
z=ey=2z+4a 


= 0,70 +e,y+&2=ale,+e,) + z(e,+ e,-+ e;) 

für die gesuchte Angriffslinie v = r(2). 
Die Zahl der Freiheitsgrade einer räumlichen Stabkonstruktion aus n 
Gelenken und s Stäben ist {= 3n — s — 6, denn n frei bewegliche Punkte 
(Gelenke) haben 3n Freiheitsgrade im Raum, jeder Stab beseitigt einen der 
Freiheitsgrade, außerdem interessieren die 6 Freiheitsgrade der Translation 
und Rotation der gesamten Konstruktion nicht. 

[hat f Freiheitsgrade 

= 0: Die Stabkonstruktion } ist statisch bestimmt 

|ist |/|-fach statisch überbestimmt. 
Die Formel setzt voraus, daß jeder Stab wirklich einen Freiheitsgrad be- 
seitigt bzw. den Grad der statischen Überbestimmtheit um 1 erhöht, 


54.2. 
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das heißt, die Formel ist nur richtig, wenn nicht gleichzeitig Freiheitsgrade 
und statische Überbestimmtheiten in einer Konstruktion vorkommen, 
vergleiche Aufgabe g). 


a) n=5,s=10, f l einfach statisch überbestimmt. 
bJn=5,s 9,f=0 ae ; 

KR N PR statisch bestimmt. 

dn=8,s=16, f=2 2 Freiheitsgrade: Beweglichkeit von D um 


Achse BC und von Ü um Achse BF. 

e\)n=-8,s=-15, /=3 3 Freiheitsgrade: Beweglichkeit von Z und @ 
um Achse FH und von F um Achse BH. 

fi n=8,5=16, [=2 2 Freiheitsgrade: Beweglichkeit von E und 
G um Achse FH. 

g) (n=8,s= 19, f= —1) Formel nicht anwendbar: ein Freiheitsgrad 
im Viereck B@HC, zweifach statisch über- 
bestimmt im Fünfeck ABCDE. 


a) Beginn der Konstruktion mit dem Kraftdreieck bei D aus Q und den 
Angriffslinien 4 und 5, siehe Abb. Ü 54.1. Anschließend Kraftviereck bei B 
aus @ und 5 und den Richtungen 2 und 3. Einzeichnen von 1 ergibt K, 
und K,. Ergebnisse in kp durch Nachmessen (Vorzeichen der Stabkräfte so 
gewählt, daß Druckkräfte positiv und Zugkräfte negativ sind): 


K | A) A| LS )| A| SS 


r 


2775 1225 | 651 | 1388 | 824 | 2715 | -1402 


b) Beziehung Ah, = 2!sinx = 2!h/Y + h? aus der Abb. Ü 54.2 ersichtlich. 
Wegen der Symmetrie der Konstruktion werden 
bei Vertauschung der äußeren Kräfte Q, und Q, 
auch die zueinander symmetrischen Kräfte X, und 
K,, K, und K,, K, und K,, sowie K, und K, mit- 
einander vertauscht. Die Kräfte X,, K,, K, und K, 
zum Beispiel können daher einfach durch Vertau- 
schung von Q, und Q, in den Formeln für K,, K;, 
K, und X, erhalten werden. Die Kräfte werden be- 


Abb. Ü 54.2 


Abb. Ü 54.1 
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stimmt für einen Schnitt durch 1 und 2 aus den Momentensätzen um A, 
B und (C, sowie für einen Schnitt durch 2, 3 und 4 aus den Momenten- 
sätzen um A und B: 


K, ru (Qı Tr 29 + 3Q;)/4 K, er (3Q, = 20, + Q;)/4 
— 325 kp = 275kp 

K, = VP + R2(3Q, + 2Q, + Qa)/4h K,= VE +R?(Q, + 2Q, + 3Q,)/4h 
= 330,5 kp — 390,6 kp 

K,= -1(3Q, + 2Q, + Q,)/4h K,= IQ, + 20, + 3Qs)/4h 
= - 183,3 kp = — 216,7 kp 

Ka= —-VR+R(-Q, +2Q,+Q)/dh  Ks= - VR+1%(Qı +20, — Qu)/Ah 
— -210,3kp — - 150,2 kp 


K, = 1Qı + 20; + Q;)/2h = 300 kp. 


Berechnung des Trägheitstensors © = e, 0 0,0,2+ 8,0 8, Oyy + &° 9: 
im Hauptachsensystem nach (556.5): 


+ a]2 +bj2 +c]2 


a) 9,,— [amt + 2) = f de [ ay f dz(y? + 2°) =. (#°+ ©) 


-aj2 —bj2 -c/2 
und analog ©,, = (a? + c?) m/12, ©,, = (a? + b?) m/12. 
b) Vereinfachung der Integration durch Transformation des Ellipsoids 
a2/a® + y?/b® + 22/c =1 in die Einheitskugel «?+y’?+z'?=1 mit 
Hilfe der Koordinatentransformation x = ax’, y= by',z = cz’ (u: Dichte): 


Or — [am(y? +22) = (B’y'? + 0?z'?) 
— uwabe(b? + c*) far te 4 - 9) 


und entsprechend ©,,=: (a? + c?) m/5. ©,. = (a? + 5?) m/5. 


ec) Mit y® + 2? — r? und x — rh/R nach Abb. Ü55.1 wird 
R 
9: - [dm(y + = = ufzerl (h — x) dr? = ara.) der‘ 1- r/R) 


= (r/10) uh R? = (3/10)mR? und 
en a 2 - [dm( +2 )-fam( (2? + 9) - [dm + 0,,/2 


ral$) fürs ton tmefie (a) 
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55.2. Berechnung von J(a) nach (556.8) mit den Ergebnissen von [Ü 55.1] für ©: 


a) Mit a = (ae,+ be,+ ce,)/Ja®+b°+c? für die Richtung der Raum- 
diagonalen wird J(a) = a 9a = (m/6)(a?b? + a?c? + b?c?)/(a? + b? + c2). 


b) x-Achse als Symmetrieachse, damit b=c. Nach Abb. Ü 55.2 ist 
a= e„cos# — e,sind, damit wird 
J (a) = 9,2 0089 + O,,sin’d = O,,+ (O,y—- 9.) sin?d 
= [25° + (a? — b?) sin?9] m/5. 
c) Mit a=e,h/Yh? + R®— e,R/Yh? + R® nach Abb. U 55.3 wird 
J (a) = (3/20) m R’(R? + 6h?)/(R? + RP). 


v4 
B4 
Y 
R 
z x 
M 
Abb. U 55.1 Abb. Ü 55.2 Abb. U 55.3 
55.3. &) A+B= za edit Zieio rBa= Ze 0 &%(A;;+ Bir), Tensor. 


b) AB= (Zu Au) (Zero en Bin) = Fon Ads, 
i,k \l,m i,k,l,m 
2% 2 em (Air Ben) ’ 


entsprechend BA = & e;0 em ( N B;,A4 em) . Tensoren. Im allgemeinen 
AB=+BA. . 


3 Ay=(zu° 4 ix) 2 Zeyı = zii ö4, A; Yı = 28 ‚(JAirye); Vektor. 
Ax xy=(ze | ix) % (Zum) - PL Em Emxı Ark Yı 
= ve; 2 em (Z Emrı Air 9) > 
im Kl 


Tensor. Es wurde (214.10) benutzt. 
d) AB=A nach Aufgabe b) in Komponenten: N A;; Bm = A;m, wird nur 
[ 
erfüllt mit B,„= Ö4„, das heißt mit dem Einheitstensor B=1= Se; o e.ö;;. 
55.4. Nach [Ü55.3c] ist Ay = Se; ( ZAirde) = e,+ 3e, und damit 
ii 0 \% 


Ex Ay=(2e,— e,+ €) x (e,+ 3e,) = —3e,— de,+ e;. 
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61.5. 
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Mit den gegebenen Werten für die @;, ist nach (262.3) 
Ir — Oydirl| = - Or + 720% — 15390, + 8748 = 0, 
die Lösungen sind O9, =9, Or = 27, Or = 36. 


. (418.4) liefert mit der Lagrangefunktion Z=T—-V mit T= Jo2/2 


und Y=V(g) die Gleichung d$ LPo)/di= Jö=9L/dp= -9V/Opy=M, 
also (611.7). 

Multiplikation von (612.1) mit & ergibt (d/dt) Jo2/2 + Ro? = Mg. Die 
äußere Leistung N? = Mo wird aufgewandt zur Änderung der kinetischen 
Energie und zur Deckung der Reibungsverluste Nr = Ro?. Für t— © 
wird mit (612.2) 

(d/dt) J 8/2 = Jo >0 Mö>Mo Ro?> Ra*. 
Bewegungsgleichung Jö + Ro|p| = M. Lösung in [Ü 13.3] mit Be- 
zeichnungsänderungen <> 9, m>J, my>R, -—mg—>M liefert hier 

= YM/R(e— 1)/(e!+1) mit &=2/RM/J. 


Grenzübergang: 

t>0: = YMjRat/2= Mt/J, t>00: Go = VMIR. 
Zum Vergleich für Reibung — g nach (612.2): 

t>0: do= wtjt= Mt/J, t>o: Ge=W=MIR. 


Bewegungsgleichung Jö+ Rö = — ap, entspricht (141.1). Lösung (141.14) 
bei Bezeichnungsänderungen m—J, o=my>R, > Va/J ergibt 
pll)= AenRl2I eosw(t — t,) mit ®= Yw2 — (R/2J)? = Ya/J — (R/2J)? für 
R/2J< Ya/J. Aus (141.19): d= Rr/2J = Rr/Jo = 2r/V4aJ/R®- 1. 


do/ds=0 mit & = /mgs/(J+ ms?) nach (614.3) liefert s = Im und 
I! = (J+ ms?)/ms = 2).5/m =2s (Maximum von o, vgl. Abb. 614.2). 


a) Wegen verschwindender Anfangsgeschwindigkeit ebene Bewegung. 
Bewegungsgleichung (611.7) Jö = M=mgrsin« mit J= J+ mr. 
Zusammenhang zwischen Drehgeschwindigkeit @ um P und « um © ist 
nach Abb. Ü 61.1 aus der Bewegung 
von O' ersichtlich: r$ = — (R — r)&. Ein- 
setzen in die Bewegungsgleichung er- 
gibt 
g 
[1 + J/mr®)] (Rn) 


_ 5g F FE Se 
Abb. Ü6L.1 ya, (I-zmr) 
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b) Bewegung wie beim Kreispendel [312] mit reduzierter Pendellänge 
i=[1+ J/(mr)])(R- r) = T(R — r)Jb. 


ec) = Yoll= V5g/’(R-r). 


.7. Nach (613.5) und Abb. Ü 61.2 ist J = J, — ms? mit J,= mR?/2 als Träg- 


heitsmoment um 0. Abstände der Schwerpunkte der Halbzylinder von 0: 
sı = 8; = 4R/3r, damit s = (s3m; — sım,)/m = (m; — m,) 4R/3rm. Mit 
diesen Werten liefert (615.11) 


” -)/ 89 (mg — mı)/m 
ey [9 — 16 (m; — mı)/m] R 


zZ 


Abb. Ü 61.2 Abb. Ü 62.1 


. & und & in Richtung der Radachse. Umlaufsfrequenz des Radsatzes (und 


daher ebenfalls von &) um die 2-Achse: &, — e,0, = e,v/R, siehe Abb.-Ü 62.1. 
Zusammen mit der ersten und dritten Gleichung von (623.8) wird das auf 
den Kreisel ausgeübte Moment W = X = @, x % und hieraus 


M=-|M| = wL=vJw/R = Ju/Rr = mv?r]2R =51,0kpm 
K = M/l= mv?r/2Rl=34,0kp. 


Moment des Kreisels auf die Schienen: — W, belastet äußere und entlastet 
innere Schiene in gleichem Sinn wie Moment M,,, der Zentrifugalkraft X, um 
den Auflagepunkt bei der äußeren Schiene. M, = Kr = mw? Rr = mv?r/R 
= 2M. 


& und & dem Betrag nach konstant, ; 
zeigen in Richtung der Turbinenachse, "-------- aa eh ee i 
deren Schwingung um die Horizontale Abb. Ü 62.2 

durch 9 = 9, sinw,t mit w, = 2r/r be- 

schrieben wird. Darstellung der Richtungsänderung von % am zweck- 
mäßigsten in der komplexen Zahlenebene (Zeichenebene der Abb. Ü 62.2): 
X = Lei?, L= Jo=2rvJ. Auf die Turbine nach (623.8) von außen 
ausgeübtes Moment: M=- = Ljpe"=- jgL=jLp,w,cosw,t (auf die 
Lager wirkendes Moment: —W). Somit maximal auftretendes Moment 


M ax = |Minax| = YwoL = An’ vJgolt = 2,34 - 10°kpm. 
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Maximale Kraft auf die Achsenlager Knax = Mmax/l = 936 kp, wirkt senk- 
recht zur Zeichenebene. 


Auf den festgehaltenen Kreisel durch die Erdrotation wirkendes Moment: 
M. Der Kreisel übt das Moment M’ = —M auf den Rahmen aus, dessen 
z-Komponente M, gesucht ist. © und & in Richtung der Figurenachse und 
dem Betrag nach konstant, rotieren mit der Frequenz ö, der Erdrotation. 
Zusammen mit (623.2) ergibt sich W’ = —M 8 xRL=-Joxi,. 
Aus der Abbildung in der Aufgabenstellung und Abb. Ü 62.3 entnimmt man 
= ze, + @yey= e,WSINA + ,WCos& und &,— @pyEy+ @pz 6; = &,WpCOSp 
+ &,0,sing. Somit wird M, = J(@x üs), = J0,0py = Jww, INK Cosp. 
Der Rahmen dreht sich um die z-Achse unter der Wirkung dieses Moments. 
Gleichgewicht für M, = 0, also für 
&=0 (stabil) unda=r (labil): die 
Figurenachse zeigt in Nord-Süd- 
Richtung. 


Abb. Ü 62.3 Abb. Ü 62.4 


Berechnung von %, T und Wi! nach (623.8). e, in Richtung der Figurenachse, 
e,nach der Abb. Ü 62.4 senkrecht dazu in der durch e, und & (Richtung der 
Berührungslinie des Kegels mit der waagerechten Ebene) aufgespannten 
Ebene gewählt. Mit &=e,wcosa — £,wosinx und ®=|ö| = w, cota 
-=@,h/R nach Abb. Ü 62.4 und © aus [Ü 55.1c] ergibt (623.8) Q-©& 
= 6, 9,® cosa — 0,0 sinx = 3mweh[Rhe, — 2(h? + R%j4) e,]/]10 YA? + R2 
und T= 00/2 = @L/2 = (L,w cosx — L,w sin«)/2 

= 3mwsh? (R?+ 6h?)/40 (R? + R?). 

2 rotiert zusammen mit dem Kegel mit der Frequenz @, um den Nullpunkt. 
Somit wird nach (623.8) 


M— L- x = (L,m,00o8X — 2,0, sin&) e; = 2Ttanae, = e,2RT/h. 


5. System aus den beiden Gleichungen (625.4) und + © + o2 = ®® (mit 


9,= ©, + 09,). Durch Auflösung nach »® und &2 + @? entsteht 


2T9,-L: 
9,(9ı—- 9) 


a 2-27 
17 9,(9ı - 9) 


92 
9, - [O7 


ü = 2T(9, +9) — L? 
und somit 0° == en 
172 


63.1. 
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a) (418.4) liefert mit der Lagranerfunktion Z=T—-V und T=@90jJ2, 

V=V(&) die Gleichungen (631.7). Im einzelnen ist dabei 

d(dL/aa)/dt- dAKAT/AH)/dE-d(OH)/di- R-90+90-9h-+Wx9W 
und dLB5= -IVAE=-M. 


b) Für konservative Kräfte ist nach (422.6) die Hamıtronfunktion gleich 
der Energiefunktion H= T+V. Nach (623.6), (633.7) und (631.15) ist 
dabei 7’ = (4/2) (0? + ©}) + Bw3/2 = A (Ö° + ? sin?9)/2 + B(® + Ycosd)?/2 
und V=Deosd. Kanonische Impulse werden nach (421.2) mit der 
Lacgrangefunktion Z= T—V berechnet: 


Ps =9L/0d = Ad Drehimpuls um die Knotenlinie 
pP, = 91/89 = B($& + Ycosd) Drehimpuls um die Figurenachse 
p, = 9 L/dy = Aysin’d + p,cos® Drehimpuls um die Vertikale (z-Achse). 


Einsetzen von T und V in die HamiLTonfunktion und Elimination von 
dÖ, $ und » ergibt 
| (Py — 9% ©08d)? 
Heat An 


P» 
u Dcos®. 


Erhaltungssätze und Formeln (633.10 und 11) werden nach (421.9) ge- 
wonnen: 


an = | (633.11) 
#=9H/dp,= p,!B + (p, cos’d — p, cosd)/A sin?d j 
LER En nn = | (633.10) 
»=9H/dp, = (P,— p, c0sd)/A sin’d 
AHj/dt = 3 Hjdt = 0 H=E 
2E — »/B=2W = A(Ö° + *sin?d) + 2D cosd | m) 


2. a) Wegen @=0 undM=0 nach Voraussetzung folgt aus (631.7) 3x Od=V0. 


Daher ist ö]|©@, was nach [262] nur erfüllt ist, wenn & in Richtung einer 
der Hauptachsen liegt. 


b) Geringe Abweichung der Rotatiorsachse von der Hauptachse 1: 
© 8 > @,,@z. (631.13) mit M) = M, = M, = 0 nach t differenzieren 
und quadratische Glieder in w, und w, vernachlässigen, ergibt 

= - o’(0, — 9,) (9, — 95) &/9,9; = — 0); 

ö, = — w?(O, - 9) (9, —- 9;) 3/99; = — W}0: 
Entsprechend [511] ist die Rotationsachse 


stabil 


Er für 020, d.h. (9 -9,)(9,-9)20. 
9,>09,,9; oder 9,<@%;, ©; 


las wird erfüllt durch 
das wird erfü uren | 0, < 9,<0@, oder 0, > 9, > 9. 
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63.3. Aus der Abb. U 63.1 folgt & =y, und 7? = (x, — %)?+ (Yg — yı)?, hieraus 


wird 
In rl (4-4 Ai #1) 
(2) u % (a 2) : \n 1) Yı Y Yı = Fr j (1) 


Die Größen z,/Yı, %s/ys und ys/y, werden aus folgenden Beziehungen 
gewonnen: 


Tangentengleichung: zx,/a® + yy,/b? = 1, hieraus folgt 
— c0t# = dy/de= —b’a,/a®yı: (2) 
Gleichung der Normalen OP,: y=xtan®, 


hieraus folgt 
%y/Yy, = cotd. (3) 


Tangentengleichung an den Orten P, und P;: 
Yyıllalay)?+ (1/5 =1 
und Yylaz/ayıy + (1-1. 


Abb. Ü 63.1 


Daraus ergibt sich mit (2) und (3) 


x, /a y,)* + (1/6)? 1 P 
a in. 


(2) bis (4) in (1) eingesetzt, ergibt (632.18): 
(n/E)” = [(a/b)* cot# — cot# ((a/b)? cos?# + sin?®)]° 
+f1 — ((a/b)? cos? + sin?®)]? = (a? — 5°)? cos?#/b!. 
63.4. Beim Kugelpendel (siehe Abb. 315.1) sind die Trägheitsmomente zu ersetzen 
durch: B=0, A=mR?. Aus (633.4) folgt Zr = 0. Durch Einsetzen dieser 
Größen in (633.5 und 9) ergeben sich die Gleichungen (315.8 und 9) des 


Kugelpendels, wenn man die Bezeichnungsänderungen Z, > L.y— gp und 
> rn — Ö vornimmt. 


63.5. Aus (633.5) folgt % = konst., aus (633.4) ® = konst., weiterhin nach 
[Ü 63.1. b] und (421.2) p, = 0 und 
Da = 0 = 91/99 = [Adü? cos — B(® + pcos®) p + D]sin®. 
Die letzte Gleichung wird erfüllt durch 


l) sind=0, also 9=0,r, das heißt Z,= + Ly: Rotation um die lotrecht 
stehende Figurenachse. 


2) (A — B) W? cos# — Boy + D= 0. Lösungen: 


a) = n/2: = D/BoY Präzession des Kreisels mit horizontal liegender 
Figurenachse. 


b) 9=#r/2: = Boll + Y1-4D(A-— B)cos#/B?’A?]j2(A — B) cos# 
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(zwei Lösungen y, und %,). Einschränkende Bedingung für 9: 

4D(A — B) cosd < B?9?. (Wurzel reell!) Für kleine D oder große o: 

ü% = Bo/(A — B)cosö — D/BY, genähert Präzession des kräftefreien 
Kreisels nach (632.11), 

ü, = D/B$ö < $ langsame Präzession. 


. a) Wegen fu)<0 für u= +1 und fwW>+» für uw>+x nach 


(633.13) existieren nur 2 verschiedene Fälle: 


fu) 


Abb. Ü 63.2. Abb. Ü 63.3. 
Nutationsfreie Bewegung für Nutationsbewegung zwischen e, 
u=e]=e, (je|<1), in [Ü 63.5] behandelt unda=%=--+1 


b) Ordnen nach Potenzen von u in (633.13 und 14) und Koeffizienten- 
vergleich ergibt e, + &+e = W/D+ L}/2AD. Wegen 


W/D = (A/2D) (Y? sind + 82) + cosd > —1 
nach (633.9) und -1<se,,<+1 ist für [,>2AD die größte Null- 


stelle e,; # Ly/2AD>1. 
Die Integration von (633.14) von e, bis u (,<u<s e,) liefert 


di dw V# 1 3 du 
Jr) 2D ee Ve — u’) (u’ — &) 


4A ._ U — (&ı+ 6)/2 T 
> / 2De; (are se (&— &)/2 2 ) ; 


weil der Abb. Ü 63.4 entsprechend e3— u» &— ux &— e,* e, ist. Somit ist 
u= e, — (e — 6) (1 — cos}2De,/At)/2 & e, — (&ı — &) [1 — cos(Zrt/A)]/2. 


Die Anfangsbedingungen (t=0: u=e,. 117) 
%=Ö,=0) liefern mit (633.9 und 10) , 4 
e, = L,/Lr = W/D. Mit diesem Wert ergibt E 6 eu 


sich aus (633.13) als Bestimmungsgleichung 
für e, und e;: u? — Lyu/2 AD + Lye,/2 AD 
— 1=0. Lösungen für [5 »2AD: e,=e, 
— 2AD(I1- e)/LE und ,-LIy2AD-e 
= L5/2AD. Abb. Ü 63.4 
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Somit wird u = e, — (AD/L#)(1 — e)[1 — cosZyt/A)]. Letztes Glied klein 
gegen 1, daher um e,=cosd, Entwicklung u= cos# = cos(d, + e) 
= 0080, — esind,+ - - durchgeführt (e < 1). Der Vergleich beider Aus- 
drücke für u liefert endgültig 
= ,+Ee=d,+ (AD/LE) sind,[l — cos(Zpt/A)]. 

Aus (633.10 und 11) wird hiermit 

% = Lr(cosd, — cos®)/A sin?® x (D/Ly) [1 — cos(Lrt/A)] 

und @=Lr/B - Ycos® & Lr/B — (D/Lr) cosd, [1 — cos(Lri/A)] 

und durch Integration y = yy + Dt/Lr — (A D/L}) sin (Lpt/A) 
und @=@+ [Lr/B — (D/Lr) eosd,]t + (A D/L%) cosd, sin (Lrt/A). 
Nur geringe Nutation. Die Präzessionsfrequenz % schwankt mit der Fre- 
quenz L,/A zwischen 0 und dem Maximalwert 2D/Lr. Die mittlere 
Präzessionsfrequenz D/Lr steht in Übereinstimmung mit dem Ergebnis 
von [Ü 63.5] für %,. Der dortigen gleichförmigen Präzessionsbewegung 


überlagert sich eine harmonische Schwingung hinsichtlich der Winkel d, y 
und mit der Frequenz 27/4. 


. Verzerrungstensor € nach (713.2) berechnet: 


— + 
€ = (1/2) (0/0r o ar + ar o OfOr + 9/0 o 2X + 2X o O/or) 
=al+ (12) (zo x +&Xoe,)=ae,oe,+qae,oe,+(a+%,)e, 0, 
+ (&/2) (er 0 &.+ 8208) + (a2) (eo ey+ eyoe.)- 

Relative Längenänderung der Kan- 
ten nach (714.4): Az/x = Ay/y = a, 
Az/z= a -+a,. Volumenänderung nach 
(714.8): AUJ/D = Sp&= 3a + «,. Der 
Quader wird zu einem Parallelepiped 
verzerrt, siehe Abb. U 71. 


Gleichungssystem (713.2): 


9%, 27 +Y 985, 2y 

DER ra u u: Y - Abb. Ü 71 

08, NER Is, Is, _29 98, ds, = 95, 98, u 
92 ö 9y 0% %" d2 dx dz ay " 


Die ersten drei Gleichungen geben 

s,= x, [2°+ xy+ h (% 2)]; 5, = x. [y’+ f.(&; 2)] und ,=—2+ Is; Yy); 
wobei die Funktionen f,, fg, fs durch Einsetzen in die letzten drei Diffe- 
rentialgleichungen bestimmt werden zu fi = Y%, fg= —x?/2 und f, = 0. 
Somit sind die Komponenten von $ bis auf Translationen und Drehungen 
rl +zy+ PP), = ao (y? — a/2) und ,= —2. 


72.1. 


72.2. 
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a) Tensorfläche nach (262.18 und 19): tr Pr =r(axr)o (axv)e=[r(axr)? 
= 1. Wahl des Koordinatensystems so, daß a=ae,. Mitr=Xe,+Ye,+Ze, 
undt =xe,+ ye, + ze,ist dann axr = a(xe, — ye,) und die Tensorfläche 
Klaxv)?=a(«Y—yX)”=]1, das heißt das Ebenenpaar zY — yX 
= +lja. Kraft: dt = djP = dffaxr)oax r. Spezielle Schnittflächen: 
&) dfLaxr, das heißt in der Ebene von aundr:d& = 0, 

ß) dfl|axr, das heißt senkrecht zur Ebene von a und: d!=dflaxrlaxtr, 
Normalkraft zur Schnittfläche, ihr Betrag ist dflaxr|?= a?dfo? mit o 
als Abstand des Punktes r von der Achse a. 


b) Tensorfläche bei Benutzung obiger Bezeichnungen: 
tPr=2rlaxr)o[lax(axv)]ge=2@(«Y —-yX)(-xX-yY)=1, 

oder aufgelöst X? — Y?+ XY(y? — x?)/xy=1/2xya?, das heißt ein hyper- 

bolischer Zylinder. 

Kraft: d@=djP=dffaxr)oax(axr)+dflax(axrt)]loaxr. 

Spezielle Schnittflächen: 

%), dfla: dE=0 

B) Aflaxr:d®=dflaxrlax (ax r), Tangentialkraft vom Betrag 

dK=dflaxr|lax(axr)/=adflaxr?=a’dfe 

mit o von Aufgabe a) 

y) dfLaxr:d8®=dflax(axr)]loaxr, Tangentialkraft. 

Parameterdarstellung der Ellipse (Hysteresekurve): 

P= P „sinot, = sin(wt—g) mit B=sinygwp für o<l 


Gegenüber früher lediglich Auftreten einer Phasenverschiebung @ zwischen 
Spannung P und Dehnung x. Damit wird aus (721.2) 


T T 
n= $ Pdzx= [ Pit) ö(t) dt = Pn%m® J sinot cos(wt — p)di 
ö ö 


22T 


— Pnlm J d&sina cos(x — 9) = rn Pam sin 
ö 


und mit dem Hooksschen Gesetz (721.1) 2, = P/E endgültig = nm PA ß/E. 
Ergebnisse: 


n/Ws-cm-3 
v=7kHz | v—= 20 kHz | v = 300 kHz 


Stahl 1,9- 10-15 1,6 - 10-15 1,4 . 10-35 1,0 . 10-15 
Blei 3,4. 10-12 2,9.10-12 2,4. 10-1? _ 
Aluminium _ - 2,8. 10-15 2,8. 10-15 
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74.1. 


74.2. 


74.3. 
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a) Nicht möglich, denn 
rotE=2, (e,xe,0 8, +0, X,08,)= —- 02, +e,0e,)F+0. 


b) rot€ = 0. Spezielle Wahl des Integrationsweges: zuerst längs der. 
x-Achse, dann parallel zur y-Achse und zuletzt parallel zur z-Achse: 


c 
(1) -3(0) -Sxr= [drE 
0 
z Y z 
re 0.0) + [ay'e,Ee, y.0+ [dreE@y,2) 
2 ch f -( na sg 
far re) ay'? zen ı far +2) + beytze. 


c) rot& = 0. Wahl des Integrationsweges radial vom Koordinatenursprung: 


rt r 
31) -8(0) - öxı fare far Zee) 
0 0) 


! v r r 
ala far are) 44 farr 
n\r nor 
{Ü ö 6 


(734.1) mit f= 0 wird erfüllt durch P;, = konst. Zusammen mit den Rand- 
bedingungen P,;,=0 füri+k, &,,=0 und P,,; = 0 liefert (734.2) &;,— 0 
für i=+= k und die Gleichungen P,,=2x&,,+4(&11ı+ Eza), Pgg= AlEıı+ Ess) 
und P33 = 2x&33 + AlEıı + €a3) = 0. Lösung: 


i+k 
Pıı Ps./Pıı P3;/Pıı Er1/Pıı &z2/Pıı Ezz/Pıı u Ta ee 
Pix | &a 
iR. At 2% EURE. BEER Dur, 0 
2(i+x) 4x(A+x) 4x(A+x) 


Der Verzerrungsvektor $ wird erhalten durch Integration: 
tr 
= fare = 1&=[e,x(i +2%) — 8,24] Pııldr(A+ x). 
{) 


Mit (731.9) folgt aus (733.19) und (733.12 und 13): 
n= (1/2) 3 Pr &r= (12) I (2rE;, + 46; 8pE) Er = 23 Ei +-(4/2) (SpE)*. 
uk uk i 


Mit (743.14) für € wird aus dem Ergebnis von [Ü 74.2]: 
=% ga = 2x(p2 + yYP)=rge/2I mit o=Yar+y 
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als Abstand von der z-Achse (Zylinderachse). Gesamtenergie: 
R 
= farn = a. don(e)=rxR'p?/4L. Durch das äußere Moment 
M(gp) aus (m. 19) nach (514.9) aufgewandte Arbeit:. A = für M (') 
= (mern) [W do'=B. 
74.4. Die Gleichungen (742.1 bis 4) ergeben mit P,,(@ = 0)= —@/F als neuer 


Randbedingung: P,,(z) = ugz — @/F. Mit (742.6) wird daraus &;,;(2) 
= P,3(@)/(2% + 4) = (ugz — @/F)/(2x + A) und 


— 233) —-2(2—- 2)G/F 
2(2% +1) ö 


r z 5 
st) =5(u) + [Ar&= sn) + [dzEge, =) +e, 
173 2 


Am Boden des Quaders (2 = 2, = —!) keine Verschiebung: 3(t,) = 0 und 
damit $(t) = e,[ug(2? — nn 2(2+1)@/F]/2(2x+ A). Wegen E;, = 0 für 
i.k +3 ist die Energiedichte „= P;3;(z) E33 (2)/2 = (ugz — @/F)?/2(2x + A) 
und die Gesamtenergie 


0 ä , 
EEE ae el 


2 


(1) 


Verlust des Gewichts an potentieller Energie: 


5 ngb+ 2IG]E Wr (on 6 | 6 j 
av- als] ee nor + llzer) 


Verlust der Massenteilchen des Quaders an an Energie: 


?—- 1) — 2(2+1)G/F 


_ _WgRF 
u er a En 
und damit 


es 2 
A + | 


Nur die Hälfte der im Schwerefeld verlorenen potentiellen Energie ist in 
Energie des elastischen Quaders verwandelt worden, die andere Hälfte 
wird bei der quasistatischen Verschiebung als Arbeit nach außen abgegeben. 


74.5. Berechnung des Flächenträgheitsmoments für die 3 Querschnitte nach 
(744.7) für senkrechte (Index s) und waagerechte (Index w) Achse durch 


38 Macke, Teilchen. 3. Aufl. 


den Schwerpunkt: 
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hl2 


Ju =[df2=B En de22-b [d222=(BH?— bh)j12 


- (HB: - 


Bj2 


-h/2 
hb?) 8 
-(B-b)/2 Bj2 


Ju=H [de2-h [| de2-h [ de 


- Bj2 


- BJ2 (B-b)/2 


= h) B’ + h(B— bY/12 = J;, 


Te ee Tare- (BH — bh) 
0 H-h 


= (1/3) [(B-b) H’+b(H — h]- (BH-bh)® = J,, 


nach dem STEINERschen Satz (555.4) mit dem Abstand s =[H?(B— b) 
+ b(H — h)?]/2(BH — bh) des Schwerpunkts der Fläche von der Grundlinie. 
Bei gleicher Fläche können J,„ und J,, den größten Wert annehmen. Diese 
Träger sind also gegen die entsprechende Biegung am stabilsten. 


74.6. Aus (744.3) und dem Verschwinden der übrigen Komponenten des Span- 
nungstensors nach [744] folgt aus (731.12) bei Berücksichtigung von (741.6 
und 7): &,,=2/R, &g,= €; = —uz/R, €; =0 füri+k. Daraus folgt 
nach (734.3) das System von partiellen Differentialgleichungen für die 


Komponenten s,, 


Abb. Ü 74.1 


s, und s, des Verschiebungsvektors: 


98, % ds, 98%, uz 

9x R 9y 92 R 
ds, 08, 98, _ 98, 98, ___ 98 
O9 99€ 92 0 200 


Die Integration des Systems ergibt s,= xz/R. 
5, = —uyz/R und s,= [u(y? — 2?) — @?]/2R. Die 
Ebenen x = x, (Querschnittsebenen) werden durch die 
Biegung transformiert in, = 2% + &, = %(1+2/R), 
das heißt in Ebenen durch den Krümmungsmittel- 
punkt z= — R, x=y=0. Die Ebenen y=y, (par- 
allel zu den Seitenflächen) werden zu ,=Yy + Sy, 

=Yo(l — uz/R), das heißt zu Ebenen durch den 
Punkt z = R/u, x=y=0. Die Ebenen z = 2, gehen 
über in !=.,+s,= 3% —uzl2R + (uy? — «®)/2R, 
das heißt in Sattelflächen (hyperbolische Paraboloide) 
mit den Hauptkrümmungsradien R und Rju. Die 
Form des Quaders nach der Verbiegung ist aus der 
Abb. Ü 74.1 ersichtlich. Die Poıssonsche Konstante u 
kann als Verhältnis der beiden Hauptkrümmungs- 


74.7. 


75.1. 


75.3. 


38* 
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radien bestimmt werden. Experimentell einfacher und genauer ist die 
Bestimmung von u auf folgende Weise: Auf den Balken wird bei 2=0 
eine planparallele Platte aus Glas gelegt und senkrecht mit monochroma- 
tischem Licht beleuchtet. Die an der dünnen Luftschicht zwischen Balken 
und Glasplatte auftretenden Interferenzkurven gleicher Dicke Az= 2’ — 2, 
= konst. sind demnach Hyperbeln uy? — x? = konst. Es ist dann u = cot?«; 
man braucht also nur den Winkel x zwischen 
der x-Achse und den Hyperbelasymptoten zu 
messen. 


Der zweiseitig unterstützte und in der Mitte 
durch die Einzelkraft Q@ belastete Balken ver- 
hält sich genauso wie der in der Mitte ein- 
gespannte und an den beiden Enden mit den Abb. Ü 74.2 
Kräften Q/2 nach oben gezogene Balken (siehe 

Abb. U 74.2). Durch Ersetzen von Q durch Q/2 und ! durch 1/2 wird dann 
aus (744.13) für die Durchbiegung in der Mitte: s= QP/48 EJ = 1,23 cm. 


Einsetzen von $(r, t) in (753.3) ergibt die Bedingung 
uca=xa+(x+4)eoea. Wird nur erfüllt mit 

a) ella,c= c, von (753.13): longitudinale ebene Welle, 
b) el.a,c = c«, von (753.13): transversale ebene Welle. 


a: Schwingungsrichtung, e: Ausbreitungsrichtung der ebenen Welle im 
Raum. 


2. Ausbreitung der Welle in Richtung f mit der Geschwindigkeit c, = w/lf|. 


Zerlegung von 3 in Real- und Imaginärteil. Die Bewegung von $ am Ort x 
erfolgt dann analog zu [226] auf einer Ellipse in der durch a, und a, auf- 
gespannten und zu f senkrechten Ebene (elliptisch polarisierte Welle). 
Spezialfälle: 

a) a,|as, Schwingung in der Richtung a, (linear polarisierte Welle), 

b) a; L a,, |aı| = la,| und a = +r/2, Bewegung von $ auf einem Kreis 
(zirkular polarisierte Welle), 

c) & =, r, Schwingung in der Richtung a, + a, (linear polarisierte Welle). 


In die Gleichungen von [753] sind die komplexen Lam&schen Parameter 
einzusetzen. Aus (753.13) wird dann 


22 +A 2 .2 ; —— 
= — V ih; Ph hPı _ &,Yı+jö 


mit ch = Y(2% + A)/u, 8 = (2% ß4 + Außa)/(2% + Av) 


“ ”0 |: Koßs 0 Yı L;R : 0 j= 
c = = =Gr/l+jß, mit cr=\/—. 
\: % 7 rl +iß s A 
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Für die Wellen ergibt sich damit 
g=Älet-lan — er Im) g,ejolt-z Read] = er g,eiwtt- lee) 
B= Gpelolt-alen — eox Im (lie gy,eloli-zRe/anl = eur G,el@tt-alei), 
Dämpfungskonstanten ae der Wurzeln wegen 6, B,< 1 
% = — wIm(l1/c,) = — (w/ch,) 1+j6) m wöl2ch, 
%r = -wIm(l/c,) = — He +jß) = wP,/2c. 
Die Wellenamplituden sind auf der Strecke ! = a bzw. &;! auf den e-ten 


Teil abgesunken. Nur geringe Vergrößerungen der Ausbreitungsgeschwin- 
digkeiten c), und c;. durch die Hysterese: 


1 = (Rel/c,)' = [1 - 35°/8)/cg]) "= eir(1 + 35°/8) 
Cr = (Be l/c)'= [1 - 3Bx/8)/ch] "= cl + 3P2/8) 


Ergebnisse: 


| dfms-ı |ow- eW)ieh| etıims“t | (ce etojeh | (he =) m | (Ir = &)/m 


5,9-10° | 25-.10-® | 3,2.10% | 2,9. 10° 3,6 - 103 
2,9-.10° | 2,9-.10=® | 0,8. 103 1,7.107 5,3 


75.4. Lösungen von (753.3) für periodische Wellen entsprechend (753.17): 
3, = e,eJ®!-2/an und 8, = e,el®+*/ew, Linearkombination 8 = A’(&, + R3,) 
als allgemeine Lösung. 
a) Aus den Randbedingungen P,,„= P,, = Pı: = Ofürx=-0 under =d 
folgt mit (734.2 und 3) ds,/dx = 0 bei x = 0 und d. Wird erfüllt. mit 
R=1 und sin(wd/c,) = 0. Somit Lösung: 8 = e,Ael®' cos(wx/c,,) mit 
den möglichen Eigenfrequenzen w = nra,/d,n —=0,1,2,..., ©. 
b) Randbedingungen 3 = 0 für «= 0 und «=d werden erfüllt mit R= —1 
und sin(wd/c,) = 0. Somit Lösung: 8 = e,Ael®'sin(wx/c,„) mit den 
gleichen Eigenfrequenzen wie bei a). 


75.5*. Aus den Randbedingungen s, = 0, P,,= P,,=0fürre=0undz=a 
und den entsprechenden für die übrigen Randflächen ergeben sich mit 
(734.2 und 3) die Randbedingungen für $: 


x=0,a: 5,=0, 98,/9x = ds,/dx = 0 
y=0,b: s,=0, 98,/dy = 98,/9y = 0 
z=0,c: 5,=0, 9s,/92 =9s,/dz = 0 
Lösung von (753.3) mit obigen Randbedingungen: 
= Asink, x cosk,y cosk;2 el®' s,=B cosk, xsink,y cosk,2e)®' 
8, = Ocosk,xsin kyysin kazel®! mit den Wellenzahlen 


k,=nn[a k, = reng/b = TENzg[C N,Ng,n,=0,1,2,...,©. 
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Durch Einsetzen in (753.3) ergeben sich aus dem notwendigen Verschwinden 
der Koeffizientendeterminante des entstehenden homogenen Gleichungs- 
systems für A, B und ©’ die möglichen Eigenfrequenzen 


Kia Ba 7 Vr/uk = CK, 
og = 2x + Ayuk= cgk 
mit k=-YE+R+l=nVm/a)®+ (n,/b)® + (msfc)?. 


Doppeltes Auftreten der Frequenzen für die transversalen stehenden 
Wellen (w,, ®,) wegen der möglichen Polarisation nach 2 zueinander senk- 
rechten Richtungen. Im Raum mit den Koordinaten k,, k, und k, ent- 
spricht jedem Gitterpunkt mit ganzen positiven n,, 2, und 2, eine mögliche 
Frequenz für longitudinale und 2 untereinander gleich große für trans- 
versale Wellen. Aufeinen Gitterpunkt kommt das Volumen r3/(abc) = r?/O, 
das Volumen für Frequenzen zwischen » und + dw ist die Achtelkugel- 
schale mit dem Radius k und der Dicke dk, siehe Abb. Ü 75. Somit Zahl 
der Schwingungszustände: 


a 


Abb. Ü 75 Abb. Ü 82 


82.1. Im Schwerpunkt S des Körpers angreifendes Gewicht @ = mg und im 
Schwerpunkt S’ der verdrängten Flüssigkeit angreifender Auftrieb K, 
bilden Kräftepaar, das Drehbewegung um D verursacht, siehe Abb. Ü 82. 
Die Bewegungsgleichung (611.7) mit M= —@!lsing= -@lo(@<l]) er- 
gibt ö+ Glp/Jp = + op = 0 und damit 


stabil 
labil. 


et für /20 
Jp 
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82.2. 


82.3. 
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10, wenn Punkt M (,„Metazentrum‘) oberhalb/unterhalb von $ liegt. 
Mit den Schwerpunktskoordinaten von S’ nach (551.3) 
a2 h+ztano 
1 a? 
=, [as \ dyx= 5, tang 
-a]2 ) 


a2 h+ztang 


BE: RE a 
ande 9 Fax J dyy=zt gg; tan 98. — 
-aj2 ö 


ist nach Abb. Ü82 I = s,/tang — (c/2 — s,) & a?/12h — (c — h)/2. Kräfte- 
gleichgewicht @ = mg = wWabeg= K, = uabhg ergibt h= cu'/u. Stabiles 
Gleichgewicht somit für 

(a/c)? > 6(hje) (1 — je) = 6la’/a) (1 — w/m). 


Entsprechende Bedingung (b statt a) für Drehung um die andere Achse. 
Mit dem Trägheitsmoment um D nach (553.5) 


a]? c-h 
uw ö 2 2 a | [77 2 174 u | 
na) ar] dy@a®+)=7z (5) +1 s£(1 e) 
wird w® 9 (a/c)? — 6la’/u) (1 w/a) 


4cw/u (al2c)?+1— 3(w/u) (1 wu)" 
Die durch die Reibungsverlusthöhe hr erweiterte (2,2, — Ar) BERNOULLI- 
sche Gleichung (822.14) wird für einen Punkt an der Wasseroberfläche 
(Index 0) und am Ende des Rohres betrachtet. Wegen v, = 0 (Wasserspiegel 
soll nicht sinken) und p = p, ergibt die Gleichung für die Höhe des Wasser- 
spiegels h= 2, — 2 = (1-+ Aljd) v?/2g = 19,9 m. 


Berücksichtigung des Gliedes mit n’ in (815.6) führt statt auf (823.10) auf 
— © + (grad ®)?/2 + U + [Aplu + (m’jü) AD = konst. 

Statt (824.5) ergibt dann die zu [824] analoge Rechnung die Wellengleichung 
cd — AB — (n’Jüc?) Ad = 0. Der Lösungsansatz ® = DB, e/«!-k2) Jiefert 
k= oje Yl + jon'/ad®» (o/c) [1 - jon'/2Ac— (3/8) (on'/üc?)] 

=ol‘—ja. 


Also Lösung: ®=d@,e"*” elw(i-2/) mit der Dämpfungskonstanten 
x = w®n'/2üc? und der durch die Dämpfung etwas vergrößerten Aus- 
breitungsgeschwindigkeit ce’ = c[1+ (3/8) (on'/äc?)?]. n’ wird aus der 
gemessenen Dämpfung & bestimmt. 


. Bewegung des Wirbels 1 hervorgerufen durch Wirbel 2 und umgekehrt, 


erfolgt auf Bahnkurven 3, (t) und 3,(f) mit den Geschwindigkeiten v, = 8, 
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bzw. v, = 5,. Nach (834.9) und Abb. 834.1 ist dann, wenn d der Abstand 
der zur z-Achse parallelen Wirbelfäden ist, 


0, = (Tja?) ex (3, — 3,) und 9, = (N/2r0) ex (&,—-8)=—-(T/T)v. 
Hieraus folgt wegen T',v, + I’sv, = d(!5, + [',8,)/dt = 0 ein Erhaltungs- 
satz I',8, + T'33, = (I, + T')&, = fonit. für den „Schwerpunkt“-3,. Die 
Elimination von 3, bzw. 3, aus der Gleichung für v, bzw. v, mit Hilfe des 
Schwerpunktsatzes ergibt 
9, = 9 8, = Wwe.xX (4 — $,) = — = We, X (d, — $,) 
mit = (I} + T,)/2rd?. 

Wegen d(8, — 3,)?/dt = 2(8, — 3,) (&, — 8,) = 20 (8, — 8) [e; x (8, — 3,)] = 0 
ist |3, — &,| = konst., entsprechend |3, — 3,| = konst. Beide Wirbel be- 


wegen sich also auf zwei Kreisen mit der gleichen Winkelgeschwindigkeit 
& um den Schwerpunkt 3,, der bei gleichsinnigen Wirbeln (gleiches Vor- 
zeichen von /', und J‘,) auf der Verbindungslinie von 3, und 3,, bei un- 
gleichsinnigen (entgegengesetztes Vorzeichen) auf deren Verlängerung 
liegt (s. Abb. Ü 83.1 und Ü 83.2). Die Spezial- 
fälle 7, = !'; und 7’, = —T', führen auf die 
Abbildungen 834.2a bzw. b. 


Abb. Ü 83.1 Abb. Ü 83.2 Abb. Ü 83.3 


83.2. Aus (834.3 und 6) wird v (rt) = rot (rt) mit A = (T/ar)fIt — 3|-1d3. Die Inte- 
gration erfolgt längs des Kreises mit dem Radius |$| = R, also ist nach 
Abb. Ü 83.3 ds = doe, x 3(p) und 3(p) = R(e,cosY + e,sin p). Für großen 
Abstand |t| = r Entwicklung des Integranden nach Potenzen von r (Ab- 
kürzungen: a=r/r, ae,= cos®): 


Y= a [si + at) = u [dsoas- er [ansın onsin 


_ TrRe,xı W 9° em. RL tr 9x 

u 4rıı? en rar Hr 02 3 
Zn 3 2 
Br 


BR. (3 : cos® e:) wird v()= 


x IE REN. NE (+14 33 
ar FF ET: =) - a, R = e.(5 r3 


= 3 
de cos# — &). 


r3 
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84.1. 


84.2. 


34.3. 
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also das Geschwindigkeitsfeld einer Dipolströmung. Es entspricht dem 
Magnetfeld eines magnetischen Dipols, siehe [F 423]. 


Radius des Wirbelfadens nach [841]: r = 2 Yin/n. 


r/cm 
| Glyzerin 


6,2 
374 


Ruhende Kugel bei r=0 wird von Flüssigkeit umströmt. Unter den 
Voraussetzungen der Aufgabenstellung gilt (842.7) mit den Randbedin- 
gungen r=|t|= x: 9 = —-u,, r=R:p»=0. Mit dem Ansatz v =, 
+0, = grad ® + v, wird die zweite Differentialgleichung von (842.7) durch 
p=nA®+ p, und Av, = 0 befriedigt. Lösung fürr > 0: v, = aby/r, da- 
mit wird aus der ersten Differentialgleichung eine Differentialgleichung 
für dB: AB = avyr/r?. Randbedingungen: r= &: grad® = — pn, r=R: 
grad® + ab,/R = 0. Mit dem Ansatz ® = v,rf(r) entsteht durch Einsetzen 
für f(r) die Differentialgleichung d?f/dr? + (4/r) df/dr = a/r?, deren Lösung 
fir) = @%, — a/2r + as/r? ist. Die Randbedingungen liefern für die Konstanten 
a, = —l,a = 3R/2 und a, = R?/4. Damit wird 


v(t) = v,(R?/dr? + 3 R/ar — 1) + (3R/Ar?) vo vgr(l — RR). 


Die Kraft auf die Kugel ist fi = {1} dfP= fdrdivP.. Die Integration 
erfolgt über die Kugeloberfläche bzw. über das Kugelvolumen. Mit (814.1 
und 7) wird 


divP= — gradp + divP= — nAgrad® +nAvp = nA, = (3/2) „Rv, Ar"! 
und somit [*- (3/2) „Rv,[drAr!= (3/2) Ro, dfgradr"! 
— - (3/2) „Ro, fh Ali = —-ErnRo.. | 


Aus dem HAGEN - PoISEUILLEschen Gesetz (842.25) und dem Stokzsschen 
Widerstandsgesetz von [Ü 84. 2]. 


. Mit (855.1) wird rotb=e,xe,vu/b=—e,v,/b und ngfpdilo x rotv) 


= n(w/b)? Fate, x ey) = nl)? Hare,y= nl? Fb-nWuFlb=N., 
sowie nfar(rotv)? = nl,” Fb=N,. Alsoist N=N,.— N,=0. 


2. Impulsbilanz (851.12): Mit dem stationären vd von (842.4 und 15) wird 


® = 0. Der Gesamtimpulsstrom 3= ff dfv © un verschwindet, da dfv = 0 
für die beiden Ebenen bei y= +h gilt und die beiden anderen Beiträge für 
die Flächen bei x=0 und L sich wegen der entgegengesetzten Richtung 
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von df kompensieren, d.h. der in das Volumen bei x == 0 einströmende 
Impuls wird durch den bei x — Z ausströmenden Impuls kompensiert. Nach 
(851.12) wird damit 8 =0. Nach (851.13) und (854.9) ist 8 = fh dfP 
= - ffafp+ ffafP= 8, + 8,. Mit (842.13 und 15) und F als Fläche der 
Ebenen y=+h wird 8,= - $dfp=e,(m— p)2hF/L=e,-4nFünfh, 
mit (854.10) P=-(e,o@,+e,0e,)2nyu./h® und 8,= ffdfP- 
—2nffdile,oe,+e,° e,)yon/h?= —&,:4NFin/k=—R,. Damit Kräfte- 
gleichgewicht $! = 0 herrscht, muß also jede der beiden Ebenen y=+h 
mit der Kraft $,/2 festgehalten werden. 

Energiebilanz (853.4): Analog zur Impulsbilanz werden T= Jy„ = 0 und da- 
mit N = 0. Mit (853.4) und (854.16) sowie (842.13 und 15) wird die Leistung 


der äußeren Kräfte N.= ff afPv = - fbafpv + Pain = - fFdfop 
+h 


= (Pr— Pr) dm (F/L) [ dyll- (y/h)?] = 4(pı — 2,) Um Fh/3L = Snvh,F/3h. 
-h 

Mit (854.10 und 18) wird die Reibungsverlustleistung N = f: dr», 

= 2nfarsp(&) = 49 (vm/h?)? [Ar y? = An lom/hr)? R [yP/3]5R = Snoh, F/3h 

und damit alo N=N,.— N, =0. 


a) Zylinderachse in Richtung e, gewählt. Die Gleichungen (842.2) mit den 
Randbedingungen 0 = R,:v=|vp|=0, o=R,:v=wR, sind zu lösen. 


(Abkürzung: o= Yx?+ y?= |e,xr|). Konzentrische Kreiszylinder als 
Geschwindigkeitsfeld. Mit der Abkürzung e, = e,x t/o erfüllt der Lösungs- 
ansatz d(r) = e,»(o) dieerste der Gleichungen (842.2), aus der zweiten wird 
Av = e,[v"(e) + v’(o)/o — v(o)/o?] = 0. Aus dem Verschwinden der eckigen 
Klammer folgt v(o) = A/o + Bo. Die Integrationskonstanten A und B 
ergeben sich aus den obigen Randbedingungen zu A= wAR2/[1 — (R,/R;)?] 
== — BR?. Damit ist die Lösung 


[0 = 2,0124 — 1 @(Ry/RaP/l — (Rı/R,). 


Das äußere Drehmoment MW" muß die Reibung kompensieren: 
M=/[[txdijP=-J[afPxr. Die Integration erfolgt über die Zylinder- 
fläche mit dem Radius R, und der Höhe A. Mit (814.2 und 4) ergibt das 


Mit roto = rote,v(o) = e,[v’(o) + v(o)/e] = 2Be, und der Abkürzung 
&=e, X €, folgt wegen e, = &,%X &,, T=&0 +e,2 und dj = —e.d/ 


39 Macke, Teilchen. 3. Aufl. 
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weiterhin M’= 2nfffe, x rdfv'(o)— B(dixe,)x r] 
= 2n/fAfe,x r[v'(e) — BI= —2nAffdfo”*(e,x 8,0 + &, X 62) 
= 2nAe,[[dfo"+2nAffdfo”z=e,-4nnAh, 


also 


[ne = e.-4rnno Rt — (RR). 


BE IE: a #.; d o) 

b) Mit € 3 u od +Do 2) 5 [v (e) — v(e)/o] (ment 0 

wird nach (854.18) die Verlustleistungsdichte »,= 2n Sp (E?) 

= n[v' (0) - v(o)/e)? (de/d1)? = nLv'(e) — v(o)/el? 

= n|— Alo®+ B - 4/0? — B]*= 4nA?Jo*. Die Verlustleistung wird damit 
2 


N,=[dr»v,= 4n4!ım [e*de? — 4rnh A2(Rj?— R5?) 


=4rnhA(A/RI) [1 - (Rı/R,)?) = 4nnh Aw = Annho®Ri[l — (R,/R,)?]! 
= N*e,o, also gleich der Leistung des äußeren Drehmomentes M'. 


VERZEICHNIS DER VERWENDETEN FORMELZEICHEN 


Hinter der Bedeutung eines Zeichens ist im allgemeinen diejenige Formel angegeben, in 
der es zum ersten Male auftritt. Abkürzungssymbole und gewöhnliche Koordinaten sind nicht 
mit angeführt. 


f 
39* 


Arbeit (117.1) 
Hauptträgheitsmoment (632.1) 
Amplitude (132.11) 

Abgegebene Arbeit (118.5) 
Antisymmetrischer Tensor (262.29) 
Oszillatorkonstante (118.7 und 
132.1) 
Vektorpotential 
keit (834.3) 

— des Magnetfeldes (415.2) 
Einheitsvektor (554.10) 


der Geschwindig- 


Beschleunigung (122.3) 
Magnetische Feldstärke (225.1) 


Lichtgeschwindigkeit (436.14) f 
Schallgeschwindigkeit (824.4) 
Ausbreitungsgeschwindigkeit longi- 
tudinaler bzw. transversaler Schall- 
wellen (753.13) 

Spezifische Wärme bei konstantem 
Druck bzw. Volumen (813.9) 


Differential (123.16) 
Logarithmisches Dekrement 
(141.17) 


Energie (133.7), (154.7) 
Elastizitätsmodul (721.1) 
Elastizitätsmodul bezüglich Volu- 
menänderungen (741.9) 


Elektrische Ladung (224.1) 


Basis des natürlichen Logarithmus 
(125.16) 

= e' Exponentialfunktion (124.9) 
Elektrische Feldstärke (224.1) 
Einheitsvektor (213.17) 


Fläche (721.1) 
Zahl der Freiheitsgrade (418.1) 


@G Schwerkraft (115.1) 
Scherungsmodul (743.1) 
Integralkern (829.19) 

g Erdbeschleunigung (115.3) 


H Hamivronfunktion (421.4) 
hr Reibungsverlusthöhe [Ü 82.2] 


J Zu einer Erhaltungsgröße gehöriger 
Strom (451.7), (811.11), (842.22), 
(851.12), (852.5), (853.4), (853.16) 
Trägheitsmoment (553.2) 
Phasenfläche (133.12) 

J,, Zentrifugalmoment zur z-Achse 
(554.7) 
Imz Imaginärteil von z (144.12) 

I Einheitstensor (261.9) 

i, j Imaginäre Einheit (143.11), (434.1) 


Zentrifugalmoment (554.9) 
j Stromdichte (451.5), (853.16) 


K Transformierte Hanmıtrtonfunktion 
(431.2) 

x-Komponente der Kraft $, (521.4) 
K Kraft (221.1), (113.1) 

k Kraftdichte (456.3) oder (444.1) 

t Wellenzahlvektor [Ü 75.2] 


L LaGranGefunktion (413.4) 

‚l Länge (111.1), (743.19) 

L Drehimpuls (233.1) 

2% Längenvektor (828.2) 

L; Drehimpuls in Richtung der Figuren- 
achse (633.4) 


M, Biegemoment (524.2) 

M, Kompressionsmodul (741.11) 
m, M Masse (115.2), (856.2) 
3, MT Drehmoment (233.4), (611.7) 


Verzeichnis der verwendeten Formelzeichen 


Leistung (117.2) . 
Verlustleistung (842.14), (855.12) 
Gesamtteilchenzahl (341.1) 

e Eingangsleistung (855.7) 

n Brechungsindex (417.6) 

n Normaleneinheitsvektor (217.10) 


O Nulltensor (261.9) 
$, P,p,p Impuls (621.4), (611.9). (331.2). 
(133.10) 
P Kanonisch transformierter Impuls 
(431.2) 
P, LEGEnDREsches Polynom. I-ter 


Ordnung (856.25) 
P Spannungstensor (722.3) 
P Reibungstensor (812.8). (814.4) 
p Druck (813.2) 
= — E/b (435.1) 
. Kanonischer Impuls (421.2) 
(4 Kanonisch transformierte Variable 
(431.2) 
Belastung (Kraft) (543.1) 
4 Druckpotential (815.7) 
Lastdichte (525.1) 
4; Kanonische Variable (418.1) 
= bt (435.1) 


R Radius (217.28) 

Realteil (144.12) 

Reynorpssche Zahl (843.2), (345.21) 

r Gaskonstante pro Masseneinheit 
(813.6) 
Betrag des Ortsvektors (241.5) 

N Punkt im Phasenraum (424.4) 
Punkt auf dem Rand (825.13) 

t Ortsvektor (213.19) 

vV' Ort nach einer Verrückung (711.1) 

t Ortsvektor im Schwerpunktsystem 
(552.12) 


S Erzeugende einer kanonischen 

Transformation (431.9) 

Wirkungsfeld (433.1) 

Spur (262.11) 

S Symmetrischer Tensor (262.29) 

s Maximale Auslenkung eines 
lasteten Balkens (744.13) 
Bogenlänge (217.3) 

5 Schwerpunktsvektor (212.6). 
(515.18) 


be- 


3(t) Verrückungsvektor (711.1) 


v, 


T Kinetische Energie (133.5) 

T Temperatur (813.5) 

T Verrückungstensor (711.4) 

t Zeit (118.2) 
Tangenteneinheitsvektor (217.5) 


+ 


U Elektrostatisches Potential (415.2) 
Potential der Kraftdichte (813.5) 


Y Potential (119.2) 

V Scheinpotential (243.13) 

Volumen (115.1) 

U Geschwindigkeitsfeld im Phasen- 
raum (424.9) 

v Geschwindigkeit (221.14), (122.2) 
Geschwindigkeitsfeld (442.3) oder 
(451.3) 


IF Wirkungsintegral (414.1) 
uw (Optische) Weglänge (411.1), (416.5) 


X Komponente der Kraft in vorge- 
gebener Richtung (531.3) 
t Ortsvektor (556.10) 


Seilkurve (525.8) 


Z Stromlinienzahl (452.3) 
Z = x+jy komplexe Zahl (218.11) 
3 Zwangskraft (311.13) 


/' Zirkulation (831.3) 

y Dämpfungsfaktor (141.2) 
Gravitationskonstante (241.5) 
= c,/c, Verhältnis der spezifischen 
Wärmen (813.9) 


A LartAceEoperator (743.11) 

— dy,/9x,| Funktionaldetermi- 
nante (269.5) 

1 Änderung einer Größe (511.6) 

ö kleine Änderung einer Größe (118.4) 
ö Deltafunktion (126.5) 

k 


, ö* Kronzckersymbol (213.13), [U 51.5] 
€ Verzerrungstensor (713.1) 
€ Tensor der Verzerrungsänderung 
(814.2) 
& Energiedichte (853.11) 
€ = e,-+je, Projektionsvektor 
(218.10) 
&;,ı Epsilonsymbol (214.11) 


verallgemeinertes Epsilonsymbol 
(267.7) 


14 


y' 


Ho 


Sr 


Verzeichnis der verwendeten Formelzeichen 


relative Volumenkompression 
(753.4) 
= c08® (856.21) 


Dichte der kinetischen Energie 
(459.7) 

Energiedichte, elastisches Potential 
(733.8) 

Energieverlust pro Umlauf und 
Volumen (721.1) 
Wirbelreibungskonstante (814.4 und 
10) 
Kompressionsreibungskonstante 
(814.4 und 10) 


Thetafunktion (126.1) 
Trägheitstensor (556.5 und 9) 


. Komponenten des Trägheitstensors 


(556.6) 

Hauptträgheitsmoment zur i-Achse 
(625.1) 

Evrerscher Winkel (266.2) 


Lamesche Parameter (731.8 und 12) 


, LAGRANGEscher Multiplikator 


(343.13) 

Wellenlänge (829.13) 

= dt(r)/dr (435.3) 

Lam&sche Parameter (731.8 und 12) 


Massendichte (441.2) oder (451.2) 
= (M, +jM,)/A komplexes Dreh- 
moment (632.3) 

Poıssonkonstante (721.3) 
Reibungszahl für gleitende Reibung 
(116.6) 

Reibungszahl für Haftreibung 
(116.1) 

Reibungszahl für rollende Reibung 
(116.7) 


Verlustleistungsdichte (854.16) 
Energieerzeugungsdichte (459.9) 
Frequenz (132.6) 


relative Volumenänderung pro Zeit- 
einheit (814.8) 


Amplitudenbetrag für erzwungene 
Schwingung (146.11) 
Krümmungsradius (219.9) 
Reibungsfaktor (116.8) 
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Abstand von einer Achse (842.16) 
Resonanzüberhöhung (146.14) 


Summenzeichen (113.5) 
Dichte des Anfangsschwerpunkts 
(853.8) 


Schwingungsdauer (132.6) 

Fallzeit für Kurve kürzester Fallzeit 
(412.6) 

allgemeiner Zeitparameter (435.2) 
= y’! Zeitkonstante (157.2) 
Volumenelement (451.2) 

= y-! Dämpfungszeit (146.15) 


Geschwindigkeitspotential (823.4) 
Euterscher Winkel (266.2) 
Phase (133.14) 

Winkel gegen x-Achse in der 
xy-Ebene (222.4) 


Eurerscher Winkel (266.2) 


komplexe Drehgeschwindigkeit 
(632.4) 

= I+ E, siehe Verzerrungstensor 
(713.1 und 4) 

Kreisfrequenz (132.6) 
Halbwertsbreite (146.16) 
Winkelgeschwindigkeit (218.9) 


1,0, A, R% Vektoren (213.13) 


r,a 
T,E 
T 


Skalare (213.16) 
Tensoren (261.1) 


Transponierte Tensoren (261.5) 


|T]], |A|| Determinanten (261.17), (267.4) 


Tim Er 


Tensorkomponenten (261.19) 


t,0,7,0,& Zeitableitungen (217.2) 


r,® 
dd 
1) 
Kr, Kr 


Zweite Zeitableitungen (611.7) 
Größen im Inertialsystem (251.3) 
Größen im beliebigen System (251.3) 
Normal- und Tangentialkomponente 
der Kraft (221.6) 

x-Komponente der i-ten Kraft 
(213.22) 

Zeitmittelwerte (142.6) 
Vektordifferentialoperator (234.13) 
Viereckoperator (824.4) 
LaArrAceoperator (743.11) 
Differentialquotient (123.2) 
Partieller Differentialquotient 
(123.22) 

Trennpunkt (235.7) 


SACH- UND NAMENVERZEICHNIS 


Abklingzeit 69 

Ablenkwinkel eines Teilchens im elektrischen 
Feld 137 

— eines Teilchens im Gravitationsfeld 165 

Absolutbeschleunigung 168 

Absolutgeschwindigkeit 167 

Achsen, freie 391 

—, Hauptträgheits- 389, 419 

Aerodynamik 16 

Ähnlichkeitsgesetze, hydrodynamische 520 

Amplitude, komplexe 79 

Amplituden 234 

Amplitudenfaktor 79 

Anfangsbedingungen 43 

Angriffslinie einer Kraft 339, 350 

Angriffspunkt einer Kraft 6 

Arbeit 16, 17, 113, 146 

— , abgeführte 19 

— , zugeführte 19 

Argument einer komplexen Zahl 72 

Assoziativgesetz bei Vektoren 106 

Auftrieb, hydrostatischer 478 

Auftriebsformel, KuUTTA-JOUKOWSKYsche 497 

Axiom 5 


Bahn, beim dreidimensionalen Oszillator 140 
—,im elektrischen Feld 137 

—,im Gravitationsfeld 163 

—, beim Kugelpendel 227 

—,im Magnetfeld 138 

—,in der Phasenebene 96 

—,im Potential V(x) 94 

—, einer Punktmasse im Raum 131 
—, auf schiefer Ebene 224 

—, beim schiefen Wurf 133 

—. beim Wurf mit Reibung 135 
—, bei zeitabhängiger Kraft 143 
-,im Zentralkraftfeld 161 
Bahnbeschleunigung 123 
Bahnebene 145 
Bahngeschwindigkeit 123 
Bahngleichungen der Optik 271 
Balkenkurve bei Biegung 454 
Barometrische Höhenformel 477 
Basisvektoren 110 


Belastung, eines Balkens 363 

—, innere beim starren Körper 339, 356, 372 

—, kontinuierliche 365 

BernouLuische Gleichung 479, 481, 482, 529 

Beschleunigung 27 

Betrag einer komplexen Zahl 72 

— eines Vektors 110 

Bewegung 24 

— , kräftefreie 132, 224 

—, oszillierende 52 

—, periodische 52 

Bewegungsgleichung des elastischen Mediums 
457 

—, der Flüssigkeit 329, 466, 472 

—, Integration der 141 

—, Lösung durch Reihenentwicklung 44. 142 

—, Newroxsche 87, 130 

—, des starren Körpers 392, 400, 402 

—, des symmetrischen Kreisels 414 


| Bewegungsgröße 91 


Bezugssystem, bewegtes 166 

— , rotierendes 169, 171 

Biegung eines Balkens 452 
Biegemoment 364 

Bilanz der Energie 67, 81 

— von Erhaltungsgrößen 332, 530 
Bilanzgleichung des Drehimpulses 534 
— der Energie 535 

— der Impulsdichte 532 

— der Masse 531 

— des Schwerpunktes 534 
B1oT-SavarTsches Gesetz 509 
Bogenmaß 6 

Bonrsches Korrespondenzprinzip 296 
Bolzengelenk 372 

Brechungsindex 272 


JAVENDISHdrehwaage 157 
Cortoisbeschleunigung 177 
CorıoLiskraft 170, 174, 176 
CrEeMmonaplan 375 


D’ArLEMmBERTsches Prinzip 257 
Dämpfung von Schallwellen 502 
Dämpfungsfaktor 80 


Sach- und Namenverzeichnis 


Deformation, der Erde 176, 543 

—, eines Kontinuums 419, 432 

—, lineare 424 

Deformationsellipsoid 425 

Deformationsenergie 440 

Deformationstensor 423 

Dehnung 435 

Dekrement, logarithmisches 66 

Determinante 115, 203, 215 

Determinismus 259 

Dezimalwaage 379 

Dichte 13, 303 

—, der kinetischen Energie 535 

Differential 31 

—, totales 32 

Differentialgleichungen 40, 47 

—, lineare homogene n-ter Ordnung 87 

—, lineare inhomogene 100 

—, nichtlineare 473 

—, partielle 306 

Differentialoperator 31 

Differentialquotient, partieller 31 

—, substantieller 310 

—, totaler 29 

Differenzfrequenz bei gekoppelten Oszilla- 
toren 233 

Dimension 22 

DirıcaLetsches Randwertproblem 489 

Divergenz 322 

Drallellipsoid 409 

Drehachse 125, 199, 202 

—, momentane 407 

Drehbeschleunigung 170 

Drehbewegung 124, 391 

Drehgeschwindigkeit 403 

Drehimpuls 144, 240, 252 

Drehimpulssatz 144, 159, 240, 243, 252, 254, 
282, 409 

Drehmoment 145 

—, der Zentrifugalkräfte 386 

Drehung, allgemeine 191 

—, dreidimensionale 199 

—, endliche 125, 172, 191, 194, 199 

—, infinitesimale 125, 172, 193, 202 

—, inverse 172 

—, zweidimensionale 197 

Drehungstensor 172, 174, 191, 197, 201 

Drehwellen 461 

Drehwinkel 125 

Dreierprodukt von Vektoren 116 

Dreikörperproblem 260 

Druck 11, 468 
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Druckarbeit 480 
Druckkräfte 521, 538 
Druckpotential 472, 538 
Dynamik 5, 338 

—, starrer Körper 390 
6-Funktion 39, 83, 314 


Ebene, Gleichung der 121 

—, komplexe 71 

—, rotierende komplexe 169 

—, schiefe 216, 224 

Eigenfrequenz 80, 231, 236, 462 

Eigenkreisfrequenz 80 

Eigenschwingungen 231, 236, 462 

Eigenvektoren 185, 186, 190 

Eigenwerte 185, 190 

Einheitskreis 76 

Einheitsmaß 3 

Einheitstensor 172, 182 

Einheitsvektoren 110 

Einschaltfunktion 38, 314 

Einschaltvorgänge 39 

Elastische Medien 419 

Elastizität 427 

Elastizitätsmodul 428 

Elastodynamik 455 

Elastostatik 435, 442 

Energie 51, 93, 152, 230, 241, 252 

—, elastische 540 

—, kinetische 51, 92, 152, 334, 535 

— , Mittelwerte der 69 

—, potentielle 21 

Energiebilanz 67, 81 

Energiedichte 440 

Energieellipsoid 406 

Energieerzeugungsdichte 334 

—, bei laminarer Strömung 541 

Energiehöhenverlust 482 

Energieinhalt eines elastischen Mediums 440 

Energiesatz 69, 92, 152, 241, 243, 252, 254, 
281, 536 

—, direkte Integration über den 55 

—, bei Fall und Wurf 51 

—, beim gedämpften Oszillator 69, 81 

—, beim Kugelpendel 225 

—, bei Reibungskräften 59, 98 

—, bei Zentralkräften 158 

Energiestromdichte 334 

Entwicklungssatz für Determinanten 210 

Eörvöswaage 49 

Erdbeschleunigung 13, 548, siehe Schwere- 
beschleunigung 
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Erdrotation 174 

—, hydrostatisches Gleichgewicht bei der 
543 

Erh: Itungsgrößen 251, 530 f 

Erh: !tungssätze 242, 253, 254, 279, 531 

Erzeugende einer kanonischen Transforma- 
tion 287 

EuxLipische Geometrie 5 

Evurtexsche Differentialgleichung 264 

— Kreiselgleichungen 416 

Eurersche Winkel 199, 413, 418 

Exponentialfunktion, komplexe 72 

e-Symbol 116, 204, 208 


Fachwerke 372 

—, ebene 375 

Fall 48, 177, 275 

Feld, elektrisches 136, 269 
—, magnetisches 138, 269 
Feldmechanik 317 
Feldphysik 304 

FERMATsches Prinzip 272 
Fernwirkungskräfte 11 
Festkörper 428 

Figurenachse 407 

Fläche im Raum 121 
Flächenkräfte 430, 533 
Flächensatz 146 
Flächenvektor 113 
Flüssigkeiten, fast ideale 526 
—, ideale 474 

—. inkompressible 469, 498, 543 
—, kompressible 480 

—, volumenelastische 538 

—, wirbelfreie 475 

—, zähe 474 

—, zähe inkompressible 513 
—, zähe kompressible 511 

— , zähe wirbelfreie 512 
Formänderung 432 
FoucAursscher Pendelversuch 176 
Fouvrikrtransformation 500, 524 
Freiheitsgrad 89, 255 
Frequenz 53 
Führungsbeschleunigung 168 
Führungsgeschwindigkeit 169 
Funktion, periodische 53 
Funktionaldeterminante 212 
Funktionalgleichung 47 


GALILEItransformation 167, 283, 298 
Gas, ideales 23 
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Gas, ideales im Schwerefeld 477 

Gase 463 

Gaussscher Satz 324, 336 

Gedankenexperiment 8, 25 

Geodätische Linien 225 

Geschwindigkeit 26 

Geschwindigkeitsfeld 304, 308, 464 

—, im Phasenraum 284 

Geschwindigkeitspotential 483 

Gewicht 7 

Gleichgewicht, eines schwimmenden Körpers 
502 

—, statisches 18, 341 

Gleichgewichtsbedingungen 18, 22 

—, Punktmasse auf der Geraden 341 

—, Punktmasse im Raum 343 

—, starrer Körper 348 

—, statische eines elastischen Mediums 437 

Gleichungssysteme, lineare 208 

Gleitreibung 15, 99 

Gradient 148, 149, 150, 188, 319 

Gravitation 156, 537 

Grävitationsfeld 162 

Gravitationsgesetz 156 

Gravitationskonstante 156 

Gravitationspotential 158, 548 

GrEENsche Funktion 83 

Grenzfall, aperiodischer 65 

—, bei erzwungenen Schwingungen 79 

Grenzschicht 528 

Grenzschichttheorie, PRANDTLsche 526 

Größen 4 

Grundgrößen 4, 6 


Haftreibung 14 
HAGEN-Po1sEVILLEsches Gesetz 518 
Halbwertsbreite 81 
Hanmırtonfunktion 277 
—, Invarianzeigenschaften 281 
—, verallgemeinerte 297, 299 
HAMILToN-Jacogısche Differentialgleichung 
290 
—, Integrationsmethode 289, 302 
Hauptachsen 188 
Hauptkrümmungsradien 594 
Hauptnormale 124 
Hauptträgheitsachsen 389, 419 
Hauptträgheitsmomente 390 
HeLmHottzsche Wirbelsätze 505 
Holonome Nebenbedingung 255 
Hookesches Gesetz 428 
Hydrodynamik 16, 462 
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Hydrostatik 475 
Hysterese, elastische 429, 462 


Imaginärteil einer komplexen Zahl 71 

Impuls 91, 143, 240, 251, 532 

—, kanonischer 276 

Impulsdichte 312, 532 

Impulskugel beim Stoß 247 

Impulssatz 144, 240, 251, 254, 281 

Indeterminismus 259 

Indifferentes Gleichgewicht 22 

Inertialsystem 166, 167 

Inkompressibilitätsbedingung im Phasen- 
raum 285 

Instabiles Gleichgewicht 22, 341 

Integral 35 

Integralkern, GrEENsche Funktion 83 

Integraloperator 502 

Integration, partielle 37 

Invarianz&igenschaften der Bewegungs- 
gleichungen 89 


Joule 17 


Kanalströmung 517, 524, 541, 549 
Kanonische Gleichungen 276 
Kavitation 482 

Kertersche Gesetze 155, 164, 165 
Kettenregel 30 

Kilogramm 13 

Kilopond 13 

Kilowattstunde 17 

Kinematik 5, 122 

Koeffizient der inneren Reibung 470 
Kommutativgesetz bei Vektoren 106 
Kompatibilitätsbedingungen 443 
Komponenten 110 

Kompressibilität 446 
Kompressionsmodul 446 
Kompressionsreibung 471, 474 
Kompressionswellen 461 
Konfigurationsraum 253 
Konservative Kräfte 21 
Konservatives System 292 
Konstruktionen, statisch bestimmte 373 
—, statische 371 
Konstruktionselemente 372 
Kontinuitätsgleichung 305, 326, 465 
Kontinuumsmechanik 303 
Koordinaten, allgemeine 274 

—, Differenz- 245 

—, Schwerpunkts- 245 


Koordinaten, zyklische 295 
Koordinatensystem, körperfestes 194 

—, raumfestes 194 
Koordinatentransformation 212 
Kopplung verschiedener Oszillatoren 235 
Kopplungsfrequenz 231 

Körper, elastische 428 

—, auf fester Achse 391 

—, starrer 338, 347 

Kosinussatz 119, 120 

Kraft 6, 7, 25, 88, 107, 130, 

—, beim dreidimensionalen Oszillator 139 
—, elastische 11 

—,im elektrischen Feld 136, 269 

—,im Magnetfeld 138, 144, 153, 178. 269 
— , ortsabhängige 92, 97, 146 

—, bei der Planetenbewegung 155 

—, im rotierenden System 173 

— , zeitabhängige 91, 143 

Kraftdichte 309 

Kräfte, elektrostatische 11 

—, magnetische 11 

Krafteck 108, 112, 344, 361 

Kräftepaar 351, 360 
Kräfteparallelogramm 107, 344, 360 
Kräftezerlegung 345 

Kraftfeld, konservatives 147, 148, 150 
Kraftkreuz 371 

Kraftmesser 7 | 

Kraftwirkung im rotierenden System 173 
Kreisfrequenz 53 

Kreisel 403 

— , kräftefreier 405 

—, schwerer symmetrischer 416 

— , symmetrischer 413 
Kreiselbewegungen 403 
Kreiselgleichungen, Eutersche 410, 412 
Kreiselkompaß 410 

Kreispendel 219 

Kreiszylinder, umströmter 493 
KronEckessches ö-Symbol 111 
Krümmungsfeld 44, 49, 52 

Kugel, Gleichung der 122 

Kugelgelenk 372 

Kugelkoordinaten 214 

Kugelpendel 225, 275, 285, 419 

Kurve im Raum 122 

—, jungträuliche 429 
KurTa-JouKkowskvsche Auftriebsformel 497 


LaGraNnGEformalismus 276 
LAGRANGEfunktion 266, 268, 270 
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LAaGrAnGEsche Bewegungsgleichungen 
zweiter Art 273 
— Gleichungen erster Art 258 
— Variationsparameter 273 
LagrAngescher Multiplikator 257 
Lam&scher Parameter 436 
Laminare Strömung 514 
Länge 2 
LarLacescher Determinismus 259 
— Operator 458 
LarMmorfrequenz 178 
LEGENDREsche Polynome 547 
Leistung 17, 92 
Lichtgeschwindigkeit 302 
Logarithmus, natürlicher 35 
Longitudinale Wellen 461 
Lorentzkraft 269 
LorRENTZtransformation 300 
Lösung, stationäre 78 
Lotabweichung 175, 548 
Luftreibung 99 


Magnetfeld 137, 141, 178 
Maanuvseffekt 497 

Masse 12, 302 

— , reduzierte 245 

—, schwere 48 

—, träge 48 

Massen in festem Abstand 248 
Massenanziehung 23 
Massendichte 303, 465 
Massenerhaltungssatz 305, 325, 465 
Massenfeld 303 
Massenmomente 381 
Massenschwerpunkt 381 
Massenstrom 304, 318 
Massenstromdichte 318 
Maßeinheiten 3, 12 

Matrix 184, 203 

—, reziproke 211 
MaAvperTUIssches Prinzip 293 
Mechanik, relativistische 299 
Mehrfachprodukte von Vektoren 116 
Metazentrum 598 
Meßvorschrift 3 

Meter 3 

Mittelwert, der Zeit 68 

—, der Energie 69 
Modellversuche 520 
Momentenfläche 364 


Nablaoperator 150 
Nahwirkungskräfte 11 


NAVIER-SToRESsche Gleichungen 4,1 
Nebenbedingung, holonome 255, 272 
—, nichtholonome 255 

—, rheonome 255 

—, skleronome 255 

Newton 6, 28 


Newrossche Bewegungsgleichungen 28, 130, 


309 
Neumannsches Randwertproblem 489 
Neutrale Faser 452 
Norm eines Vektors 110 
Normalbeschleunigung 124 
Normaleneinheitsvektor 124 
Normalspannung am Quader 445 
Nulltensor 182 
Nullvektor 105 
Nutationen 418 
Nutationskegel 468 


Oberflächenform der Erde 547 
Oberflächenintegral 324 
Oberflächenkraft 534 
Oberflächenwellen 498 
Operator, linearer 54 


ORR-SOMMERFELDsche Störungsgleichung 523 


Orthogonale Basisvektoren 111 
Orthogonalitätsbedingungen 111 
Orthogonaltrajektorien 294 
Ortsvektor 107 

Ostabweichung 178, 179 

Oszillator, anharmonischer 103 

—, harmonischer 52, 87, 342 

—, harmonischer dreidimensionaler 139 
—, harmonischer mit Gleitreibung 85 
—, harmonischer im Magnetfeld 179 
Oszillatoren, gekoppelte 229, 235 


Parallelepiped 116 

Pendel, mathematisches 103 

—, physikalisches 395, 399 

—, Reversions- 396 

—, sphärisches 225, 275, 285, 419 
Perihel 573 

Permutation 204 

Phasenebene 57, 96 

Phasenfläche 57, 96, 103 


ı Phasenraum 483 


Phasenwinkel 79 
Planetenbewegung 162, 246 
PoıskviLLe 518 


Poıssonsche Differentialgleichung 516, 537 


— Konstante 429 
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Poınsor 405 

Polargleichung der Ellipse und Hyperbel 162 

Polarkoordinaten, ebene 159 

Polkegel 408 

Potential 21, 92, 147, 241, 252, 254, 319, 328, 
342 

—, des dreidimensionalen Oszillators 151 

—, elastisches 441 

—, der Gravitationskraft 158 

—, einer Zentralkraft 158 

—, der Zentrifugalkraft 151 

Potentialflächen 149 

Potentialgleichung 486 

Potentialkurve 95, 160 

Potentialmaximum 95 

Potentialströmung 483 

—, ebene 490 

— um einen Zylinder 493 

Potenzreihe 45 

PRANDTLsche Grenzschichttheorie 526 

PrANDTLsches Staurohr 482 

Präzessionsfrequenz 417 

Prinzip der virtuellen Arbeit 343 

Produkt, skalares 110, 113 

—, vektorielles 113 

Produktregel 30 

Projektion eines Vektors 111 

Projektionstensor 182 

Projektionsvektor, komplexer 126 

Punktmasse 24, 313, 331 

PYTHAGORAS, Satz des 113 


Quader, schwerer 447 

Quantenbedingungen, BOHR-SOMMERFELD- 
sche 295 

Quantenmechanik 259, 297 

Quantentheorie 297 

Quasistatische Zustandsänderung 19, 20 

Quelldichte 323 

Quelle 321 

Querkontraktion 429 


Randbedingungen 512 

Raum 109 

Raumkurve 122 
Raumtransformation 180 
Realteil einer komplexen Zahl a1 
Rechtsschraube 114 
Rechtssystem 557 

Reibung 14, 15, 16, 99, 471 

—, beim bewegten Körper 15 

—, Haft- 14 
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Reibung, innere bei Flüssigkeiten 469 
—, Luft- 16 

—, rollende 15 

Reibungskraft 58, 64, 97, 521 
Reibungszahi 14 

—, für gleitende Reibung 15 
Reihenentwicklung 33, 34 
Relativbewegung 166, 245 
Relativitätstheorie, allgemeine 49 
—, spezielle 168, 302 
Resonanzfrequenz 80 
Resonanzkatastrophe 81 
Resonanzüberhöhung 80 
Reversionspendel 396 
Reyvnouossche Zahl 519, 526, 529 
—, kritische 519, 526 
Richtmoment 452 

Richtungsfeld 42 

Rırtesscher Schnitt 375 
Rollbeweguug 397 

Rollpendel 399 

Rotation, freie 419 


Schallwellen 485 
Schtinpotential 159, 161, 227 
Scherung 449 
Scherungsmodul 449 
Schmiegungsebene 124 
Schraubenlinien 139 
SCHRÖDINGERgleichung 296 
Schwebung 234, 238 
Schwellwert der Reibungskraft 14 
Schwere 28 
Schwerebeschleunigung 49, 133, 156, 548 
Schwerkraft 12, 132, 156 
Schwerpunkt 108, 245, 251, 311, 354 
—, Separation 244 
Schwerpunktsbewegung beim starren Körper 
401 

Schwerpunktsatz 245, 283, 299 
Schwerpunktsystem 247 
Schwimmender Körper 502 
Schwingung, beliebig erzwungene 83 
—, erzwungene 77, .83 
—, freie 64 
—, harmonische 51 
—, Dreh- 399 

—, gedämpfte 63 

—-, gekoppelte 228 
Schwingungen, Methode kleiner 521 
Schwingungsdauer 53 
Schwungräder 393 
Seileck 361 
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Seilkurve 366 

Senke 321 

Separation des Schwerpunkts 244 
Sinussatz 119, 121 

Skala 8, 9 

Skalares Produkt 110, 113 
Spannung 427, 432, 533 
Spannungen, Normal- 432 

—, tangentiale 432 
Spannungs-Dehnungs-Beziehung 434 
Spannungstensor 431, 439, 539 
Spannungszustand 430 
Spatprodukt 116 

Spiralfeder 7 

Spur eines Tensors 187 
Spurkegel 407 

Stabiles Gleichgewicht 22 
Stabilität laminarer Strömungen 521 
Stabkonstruktion 372 
Standfestigkeit beim Quader 343 
Statik 338, 340 

—, ebene 357 


er 


Hauptaufgaben der 339, 344, 354 


—, räumliche 368 

Staudruck 482 

Staurohr 482 

STEInERsche Sätze 387, 395 
SToKzsscher Satz 328, 337 
StToKEssches Widerstandsgesetz 530 
Stoß 246, 250 

Strahlenbündel, homozentrisches 293 
Strahlungsdämpfung 89 
Stromlinien 319 

Stromlinienbild 320 

Stromlinienfeld 319 

Strömung, durch ein Rohr 517 


ebene 522 


—, inkompressible 480, 522 
—, kompressible 483 


u) 


laminare 514 


—, Stabilität einer 521 


‚Stationäre 478 
‚ turbulente 519 
‚ wirbelfreie 479 
, wirbelhafte ideale 480 


Strömungsfeld 322 
Strömungsfelder, nichtstationäre 474 
— ‚stationäre 474 


statische 474 


Symmetrieeigenschaften der Bewegungs- 


gleichung 89 


System, konservatives 292 
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System, physikalisches 18 

Systeme, abgeschlossene 280 

—, holonome 255 

—, mit Nebenbedingungen 255 

—, nichtholonome 255 

—, von Punktmassen 251 

—, rheonome 255 

—, skleronome 255 

—, statische 372 

—, statische mit Freiheitsgraden 378 


Tangenteneinheitsvektor 123 
Tangentialbeschleunigung 124 
Tangentialspannungen 432 
Tautochrone 222 

TAvrorreihe 33, 142 

Tensor 180, 182 

—, antisymmetrischer 185, 189 
—, charakteristische Vektoren 181 
—, Determinante 183 

—, Hauptachsendarsteliung 187 
—, inverser 182 

—, Komponenten 184 

—, Produkt 181, 184 

—, Spur 187 

—, Summe 181 

—, symmetrischer 185 

—, transponierter 180, 184 
Tensoralgebra 181 
Tensorellipsoid 188 

—, reziprokes 189 

Tensorfläche 188 
Tnomsonscher Satz 505 
Torsion 449, 454 

— eines Zylinders 450 
Torsionsmodul 449 
Totwasserbereich 527 
Tragflügel 498 

Trägheit 28 

Trägheitsellipsoid 390 
Trägheitsgesetz 46 
Trägheitskräfte 11, 167, 169, 521 
Trägheitsmoment 384 

— , axiales 385 

—, planares 384 

—, polares 384 

Trägheitstensor 388 
Transformationen, kanonische 286 
—, lineare 180 
Transversalwellen 461 
Trigonometrie, ebene 5 

—, sphärische 5 

Turbulenter Widerstand 519 
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Turbulenz 519 
0-Funktion 38. 314, 335 


Umkehrfunktion 30 

Umkehrpunkte 56 

Umlaufzeit 96 

Unbestimmtheit. statische beim starren 
Körper 352 

Unterdeterminante 209 


Variationsaufgabe 262 
Variationsprinzip 271, 278. 543 
Variationsproblem 264 

Vektor 104 

—, axialer 114 

—, polarer 114 

Vektoralgebra 106 
Vektordifferentialoperator 150, 15] 
Vektoren, kontragrediente 211, 346 
Vektorfeld 319, 338 
Vektorgleichung 127 
Vektorpotential der Geschwindigkeit 509, 523 
—, des Magnetfeldes 269 
Vektorraum, n-dimensionaler 210 
Vektorrechnung 105, 128 
Vektorzerlegung 109, 345 
Verlustleistungsdichte 541 

— bei Wirbelreibung 540, 549 

— bei Kompressionsreibung 540 
Verrückung eines Kontinuums 419 
—, Prinzip der virtuellen 341 

—, virtuelle 20, 257, 341, 343 
Verrückungstensor 421 
Verrückungsvektor 420 
Verschiebung, infinitesimale 343 
Verschiebungstensor 42] 
Verzerrungstensor 423, 425 
Volumenelastizität 457 
Volumenkraft 456 


Wasserwellen 498 

Watt 17 

Wattsekunde 17 
Wechselwirkung, paarweise 253 
Wellen, ebene longitudinale 461 
—, ebene transversale 461 

—, elastische 459 

—, Schall- 485 

Wellenfunktion 294 
Wellengleichung 296, 459, 485 
Wellenmechanik 294 
Wellenzahl 462 
Wellenzahlvektor 595 
Widerstand, SToKEsscher 530 
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Winkel 5 
Winkelgeschwindigkeit 126, 329 
Wirbel 322, 326, 465 

—, Auflösung 513 

—, Entstehung 507 

— in idealen Flüssigkeiten 503 
— in zähen Flüssigkeiten 511 
Wirbelablösung 529 
Wirbelfaden 506 

Wirbelfeld 326, 506 
Wirbellinien 506 
Wirbelliniendichte 506 
Wirbellinienzahl 506 
Wirbelreibung 471, 540, 541 
Wirbelschicht 527 
Wirbelstärke 506 
Wirbelstraße 528 

Wirkung 22 

Wirkungsfeld 291 
Wirkungsflächen 294 
Wirkungsintegral 266, 292 
Wurf 48 

— , gedämpfter 60 

—, schiefer 132 

— mit Reibung 134 

Wurzel 65 


Zähe Flüssigkeiten 474, 511-513 

Zahl, komplexe 71 

Zahlenpaare 70 

Zeit 5 

Zentralkraft 145, 154, 157, 165 

Zentrifugalkraft 171, 174 

Zentrifugalmomente 385 

Zentrifugalpotential 160 

Zerlegung von Kräften am starren Körper 357 

— von Momenten am starren Körper 357 

— eines Vektors 112 

Zirkulation 326, 490, 503 

Zusammensetzung von Kräften am starren 
Körper 359, 369 

— von Momenten am starren Körper 359, 369 

Zustand, physikalischer 88 

Zustandsänderung, quasistatische 19, 20 

Zustandsgleichung 467 

Zwangskraft 218, 223, 248. 256 

Zweikörperproblem 239 

Zykloide 223 

Zykloidenpendel 221 

Zylinder 122 

—, rotierender in einer Strömung 494 

Zylinderkoordinaten 215 
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NATURKONSTANTEN 


Gravitationskonstante yl4r = 6,674 - 10-11 kg! m? s-? 
Prancksches Wirkungsquantum h = 6,625 - 10-3: Ws? 

h = h/2r = 1,054 - 10-% Wa? 
Vakuum-Lichtgeschwindigkeit c=1/Yeou0 = 2,99793 - 10° m/s 
Permeabilitätskonstante 4, = 4r 10°” Vs/Am 
Dielektrizitätskonstante &0 = 8,854 - 10-1? As/Vm 


1/4re, = 8,988 - 10° Vm/As 
e = — 1,602 - 10-19 As 
-€=e/Y4re, = — 1,519 - 10-: (Wsm)!/2 
m = 9,108 - 10-2! kg 


Ladung des Elektrons 


Ruhmasse des Elektrons 


Ruhenergie des Elektrons mc? = 0,511 MeV 
Verhältnis der Protonen- zur Elektronenmasse m,[m = 1836,1 
Masse des Protons m, = 1,672 : 102” kg 
Masse des Neutrons m, = 1,675 : 10°?” kg 
Bonrscher Radius a, = h?/m €? = 0,52917 - 101% m 
Compronwellenlänge des Elektrons 2raa,=h/mc = 2,426 - 101? m 
Klassischer Elektronenradius r. = o?a, = E2/mc? = 2,818 - 10-15 m 
Kernradius-Einheit R, x 1,2: 10-5 m 
Feinstruktur-Konstante = €&/hc = 7,2973 - 10° = 1/137,04 
RyDBEkefrequenz R= me!/2h? = 2,06697 - 10% a=1 
Rypserckonstante R/2rc = 1,097373 - 10° m-! 
Ladungskonstante der Elektronenwelle e=e/h = - 1,519: 105 V-1 57} 
Massenkonstante der Elektronenwelle a=m/h = 8,638 - 10°’ m"?s 
Spezifische Ladung des Elektrons e/m = e/u = — 1,7589 - 101! As/kg 
Bonssches Magneton Holel h/2m = 1,165 - 10% Vsm 

ıeı h/2m = 0,9273 - 10-2 Am? 
Bor Tzmanssche Konstante ; k = 1,380 - 10° Ws/grd 
Absolute Temperatur des Eispunktes T5 = 273.15 °K 
LoscHMIDTsche Konstante n = L/kmol = 6,02% . 10%/kmol 
Gaskonstante r= kn = 8,314 - 10° Ws/kmol grd 


= 1,986 kcal/kmol grd 
FarADAyYsche Konstante ıein = 9,649. 10° As/kmol 
Energieeinheiten 1 Ws = 1m? kg/s? 
leV = 1,602 - 10-19 Ws 
1 kcal = 4185 Ws 


ATOMARE EINHEITEN 


Masse m = 9,108 - 10-3! kg 

Ladung e= — 1,602 - 10° As 

Wirkung, Drehimpuls Ah = 1,054 - 107% Ws? 

Länge a, = h?/m ee? = 0,52917 - 10-1 m 

Energie €&/a, = me?/h? = 27,21 eV = 4,3590 - 10-18 Ws 
Geschwindigkeit v=ac= €:/h = 2,188 - 10° m/s 

Zeit aylv, = h’/met = 2,419 - 10°17 5 


Magnetisches Moment \e!h/2m = 0,9273 - 10-23 Am? 


